
MODELOS MATEMÁTICOS EN BIOLOGÍA

ANIMAL, BIOLOGÍA VEGETAL Y ECOLOGÍA

El Thar del Himalaya1

El Thar del Himalaya2, es un ungulado que se introdujo hace justo un
siglo en los Alpes de Nueva Zelanda a partir de 13 individuos fundadores, los cuales
proveńıan de una población de 29 individuos mantenidos en cautividad. Este mo-
delo se presenta como un buen ejemplo de reintroducción de especies en cautividad
a partir de pequeñas poblaciones iniciales.

Se conocen las Tablas de Vida generadas de datos procedentes del seguimiento du-
rante un año de las hembras de dos grupos poblacionales de Thar en diferentes
regiones de los Alpes Neozelandeses: el valle Godley y el valle Rangitata.

La frecuencia f(x) es el número de individuos al inicio de la edad x

La supervivencia nos indica la probabilidad de estar vivo un individuo desde la
edad cero hasta la edad x. Es decir, l(x) = f(x)/205, siendo f(x) la frecuencia
y 205 el número de ejemplares iniciales del valle Godley.

Conocidas la frecuencia f(x) y la fertilidad b(x), nuestro objetivo será doble, por un
lado analizar la tabla de vida y en segundo lugar estudiar el comportamiento a largo
plazo utilizando para ello el modelo de Leslie que se deduce de la tabla de vida.

1Basado en [7]
2Modificado de [6]
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Comenzaremos analizando los datos correspondientes al valle Godley.

Edad x f(x) b(x) l(x) l(x)b(x) xl(x)b(x) bi ai

0 205 0 1 0 0 - -
1 96 0.005 0.468 0.002 0.002 0.468 0.002
2 94 0.135 0.458 0.061 0.122 0.978 0.132
3 89 0.440 0.434 0.191 0.573 0.947 0.416
4 79 0.420 0.385 0.162 0.648 0.887 0.372
5 68 0.465 0.331 0.154 0.770 0.859 0.399
6 55 0.425 0.268 0.114 0.684 0.809 0.343
7 43 0.460 0.209 0.096 0.672 0.779 0.358
8 32 0.485 0.156 0.075 0.604 0.746 0.361
9 22 0.500 0.107 0.053 0.477 0.685 0.342
10 15 0.500 0.073 0.037 0.370 0.682 0.341
11 10 0.470 0.048 0.022 0.242 0.657 0.308
12 6 0.470 0.029 0.013 0.156 0.604 0.283

> 12 0 0 0 - - 0 0
Total 0.9809 5.3211

Para conocer la evolución de la población encontramos en primer lugar la tasa de
reproducción,

R0 = l(0)b(0) + l(1)b(1) + · · ·+ l(13)b(13) =
13∑

x=0

l(x)b(x) = 0,9809 ,

que es un valor muy próximo a uno. Es decir, la población se mantendrá práctica-
mente constante en el tiempo.

Si suponemos que la población sigue un modelo exponencial del tipo P (t) = P (0)ert,
y calculamos el tiempo de generación,

G =

13∑
x=0

l(x)b(x)x

13∑
x=0

l(x)b(x)

=
5,3211

0,9809
= 5,4247 ,

podemos encontrar la tasa r como,

r =
ln R0

G
=

ln 0,9809

5,4247
= −0,003554 (1)

y en consecuencia, P (t) = P (0)e−0,0035 t.

El modelo matricial de Leslie que se deduce de la tabla de vida es, ~X(t+1) = L ~X(t)
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siendo la matriz de Leslie,

L =




0,00 0,13 0,41 0,37 0,39 0,34 0,35 0,36 0,34 0,34 0,30 0,28 0
0,46 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0,97 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0,94 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0,88 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0,85 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0,80 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0,77 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0,74 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0,68 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,68 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,65 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,60 0




Al no tener en la primera fila dos ceros consecutivos (dos clases no fértiles), esta matriz
posee un valor propio positivo estrictamente dominante λ1 = 0,995933.

Figura 3.25. Representación de λ1 = 0,995933

A partir del valor λ1 = 0,995933 se puede encontrar el parámetro r del modelo exponencial
P (t) = P (0)ert ya que r = lnλ1 = ln 0,995933 = −0,0040 que es un valor muy próximo al
calculado en (1).

A largo plazo, la población permanecerá prácticamente constante (ya que λ1 ≈ 1, o bien,
r ≈ 0) y además el porcentaje de cada una de las clases también lo será y coincidirá con
el siguiente autovalor asociado al λ1,

~V= (0,25, 0,12, 0,11, 0,11 , 0,09, 0,08, 0,07, 0,05, 0,04, 0,03, 0,02, 0,01, 0,01)

que tiene la propiedad que la suma de sus componentes vale 1, y cuya representación
gráfica puede verse en la Figura 3.26
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Figura 3.26. Proporciones por clases.
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Fractal dimension of U373 astrocytoma cells in DMEM or RPMI cul-
tures. HarFA -Harmonic and Fractal Image Analysis 94-96, (2005). http :
//www.fch.vutbr.cz/lectures/imagesci/downloadejournal/22I .Haza.pdf

[10] ESTEBAN F.J.; NAVAS J.; JIMÉNEZ J.P.; QUESADA J.M.; GOÑI J.;
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