Tema 10

SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

10.1. Introducciéon

La teoria de sistemas dindmicos es una rama de las Matematicas que se ocupa del
estudio del movimiento, y proporciona un lenguaje comun para la Matematica, la
Biologia, la Ecologia, la Fisica, la Historia y la Literatura. Esta disciplina académica
fue creada en 1960 por J.W. Forrester del MIT (Massachussetts Institute of Tech-
nology) para ser empleada en la Administracién y en las Ingenierfas, pero en los
ultimos anos se ha extendido a campos muy diversos.

En la teoria de los sistemas dindamicos, un sistema se define como una coleccion
de elementos que continuamente interactuan para formar un conjunto unificado. A
las relaciones internas y las conexiones entre los componentes de un sistema se les
llama la estructura del sistema. Un ejemplo de un sistema es un ecosistema. La
estructura de un ecosistema esta definida por las relaciones entre la poblacion ani-
mal, nacimientos y muertes, cantidad de comida, y otras variables especificas para
un ecosistema particular.

El término dindmico hace referencia al cambio a lo largo del tiempo. Si algo es
dindmico, es porque se estd modificando constantemente. Un sistema dindmico es
aquel en el cual las variables se modifican para producir cambios a lo largo del tiem-
po. La manera por la cual los elementos o las variables de un sistema cambian con el
tiempo se denomina comportamiento del sistema. En el ejemplo del ecosistema,
el comportamiento esta descrito por la dindmica que se produce como consecuencia
de los nacimientos y las muertes de la poblacién. El comportamiento estd expuesto a
la influencia de comida adicional, los depredadores, y al medio ambiente, los cuales
son todos elementos del sistema.

Los sistemas dinamicos también pueden usarse para analizar, como pequenos cam-
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280 Tema 10 Sistemas dindmicos discretos

bios en una parte del sistema, pueden afectar al comportamiento del sistema com-
pleto. Si nos referimos al ejemplo del ecosistema, podemos analizar el impacto de la
sequia en el ecosistema o analizar el impacto de la eliminacién de una determinada
especie animal en el comportamiento del ecosistema completo.

En relacién con los sistemas dinamicos discretos, fue H. Poincaré en 1899 el primero
en utilizarlos al intentar simplificar un modelo continuo, pero ha sido en la década
de los cincuenta donde han sido estudiados y aplicados en problemas muy diversos.
En 1976 R. May, analizando el comportamiento de las ecuaciones en diferencias en
el modelo que lleva su nombre, observd que aun para el caso determinista, el modelo
podia presentar comportamientos “muy complicados”. En 1963 el meteorélogo F.
Lorentz descubre el caos matematico en un sistema dinamico continuo, presentando
a la comunidad cientifica el atractor que lleva su nombre. Poco después, en 1973,
M. Heron estudia el caso discreto, descubriendo un tipo de atractor muy parecido
al de Lorentz. Dos anos después, Feigenbaum presentd por primera vez el diagra-
ma de bifurcacién correspondiente al modelo logistico. Actualmente la teoria de las
bifurcaciones es un campo donde se investiga intensamente.

10.1.1. Ejemplos de sistemas dinamicos

A continuacién estudiaremos algunos ejemplos de sistemas dinamicos discretos:

1.- La ecuacién de Malthus. Queremos estudiar la evolucién de la poblacién de
una determinada especie. Llamamos z al nimero de individuos de la poblacién
en el instante temporal k. Si suponemos que por cada individuo existente en
el periodo k habra, por término medio, « individuos en el periodo k£ + 1, se
tendra

Ty =axy, k=0,1,---. (10.1)

Esta ecuacién en diferencias lineal de primer orden, es la llamada ecuacién
de Malthus, economista y pensador del siglo XIX, propuesta para estimar la
evolucién de la poblacion humana.

Si a > 1, es decir, si existe algin crecimiento vegetativo en la poblacién, los
valores de x; crecen en progresion geométrica y se disparan de forma expo-
nencial, razén por la que esta ecuacién desaté una fuerte polémica entre los
contemporaneos de Malthus, suponiendo la primera llamada de atencién sobre
el problema de la sobrepoblacién del planeta.

2.- La parabola logistica de May. En 1976 el bidlogo Robert May formul6 otra
ecuacion para estudiar el crecimiento de una poblacion de insectos en un eco-
sistema aislado, diferente de la de Malthus. May tuvo en cuenta los efectos de
saturacion del ecosistema. Cuando la poblacién se acerca al maximo posible
que el medio ambiente puede sustentar, entonces el parametro o debe dis-
minuir, lo que equivale a considerar este parametro funcién del nimero de
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individuos. Con ello se llega a una ecuaciéon de la forma
Tpy1 = a(Tg)rE, k=0,1,2,---

Podemos tomar como unidad de medida el maximo posible de la poblacion, de
manera que z, expresa la fraccién de poblacion existente en el periodo k con
respecto al nivel maximo de poblacién. May formulé la hipétesis de que a(xy)
deberia decrecer linealmente cuando z creciera, hasta hacerse nulo cuando zy,
tomara el valor 1. Es decir que a(xy) fuera de la forma p(1 — ), llegando
asl a la ecuacion de la parabola logistica de May

Thy1 = M(l - xk)xk ; k= 07 17 27 Tt (102)

Observemos que para valores pequenos de x, se tiene 1 — x;, = 1, con lo que la
ecuacién (10.2) es equivalente a la ecuacién de Malthus (10.1) con pardmetro

L.

Modelo matricial. Supongamos que una especie de aves que vive muchos
anos, resulta capaz de reproducirse a partir del segundo ano de vida y que,
por término medio, cada pareja de aves en edad reproductora cria anualmente
una nidada de la que sobreviven dos crias, una de cada sexo. Se supone que
a partir del segundo ano todas las aves han emparejado. Se suelta una pareja
de aves en una region sin depredadores. ;Cudl es la ley de evolucion para la
poblacién de aves?.

Ante un problema de esta naturaleza, el primer paso consiste en seleccionar
las variables. Debido a las diferentes condiciones de reproduccién, conviene
considerar dos segmentos en la poblacién de aves: las de un ano y las de dos o
mas. Tomamos como variable x; (k) el nimero de parejas adultas en el periodo
k. Debido a que existe siempre el mismo niimero de machos que de hembras,
la poblacién de aves de un ano puede también contarse por el nimero x5 (k)
de parejas que pueden formarse entre ellas. Se tienen entonces las siguientes

relaciones:

que pueden escribirse en forma matricial como

()=o) ()

10.1.2. Conceptos de dinamica discreta

Un sistema dindmico discreto es simplemente, desde un punto de vista matematico,
una ecuacion en diferencias de la forma

xk-ﬁ-l:f('rk)J k:071727"'
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donde f es una aplicacién f : X — X definida en cierto conjunto X, que recibe
el nombre de espacio de fases o espacio de los estados. Salvo que digamos
lo contrario, siempre consideraremos funciones f suficientemente suaves, es decir,
con derivadas continuas de todos los érdenes necesarios. Asi, por ejemplo, cuando se
quiere traducir un problema como los descritos en el apartado anterior al lenguaje de
los sistemas dinamicos, se empieza por determinar el espacio de fases del problema
que no es sino un conjunto cuyos elementos describen todos los posibles estados del
sistema que se trata de analizar.

= FEn el modelo de Malthus se podria considerar como espacio de los estados el
conjunto de los niimeros reales no negativos (no son posibles poblaciones con un
nimero negativo de individuos). Cuando el espacio de fases de un sistema es R
o algin subconjunto de R se trata de un sistema dinamico unidimensional

= FEn el ejemplo la parabola logistica de May, donde se estudia una tnica variable,
que es la fraccion de poblacién con respecto a la maxima poblacién posible,
un espacio de fases adecuado es X = [0, 1]

= FEn el caso de la poblacién de aves, el estado del sistema se describe a través
de dos variables de estado x1(k) e z2(k) por lo que el espacio de los estados
adecuado es un conjunto X C R2, el de todos los pares de ntimeros enteros
no negativos. En sistemas mas complejos, se hacen necesarias mas variables
para describir completamente el estado del sistema, por lo que IR™, o un sub-
conjunto de IR™, es un espacio de fases adecuado para muchos problemas. Por
ejemplo, en mecanica se requieren 10 variables para describir completamente
una particula: tres para fijar su posicién espacial, otras seis para conocer su
velocidad y aceleracién y una més para determinar su masa.

Las variables que describen un sistema, se llaman variables de estado. Se agrupan
en un vector, que se conoce como vector de estado, y que almacena la informacion
completa acerca del estado del sistema. El espacio de fases es entonces el conjunto
de todos los posibles vectores de estado del sistema.

La ecuacién de un sistema dindmico puede interpretarse de la siguiente forma: si el
sistema adopta en un instante k un estado descrito a través de un cierto elemento
x, € X, entonces en el instante k + 1 el estado del sistema sera x,;. La aplicacién
f representa por consiguiente la ley de evolucion del sistema dinamico que
transforma cada estado en el siguiente estado que el sistema adopta.

Si el sistema se encuentra en un estado inicial xg, su evolucién temporal corresponde
a la sucesiéon xg, x1, T9, - - - , también llamada soluciéon con condicién inicial z.
Se obtiene recursivamente

x1 = f(xo), 2= flz1) = f*(20),

y en general

zr = fF(20).
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La expresién f*(z), es la solucién general o flujo de los sistemas dindmicos
discretos. Permite conocer el estado del sistema en cualquier instante a partir de
su posicién inicial. El conjunto de valores

{x,f(x),f2(x),f3(x), e ’}

recibe el nombre de érbita de z, (se diferencia de la solucién x, f(x), f?(x), - en
que ésta ultima es una sucesion ordenada cuyos términos son los elementos de la
érbita).

Es facil realizar el siguiente experimento: marquemos un nimero en una calculadora,
por ejemplo 0.25, y pulsemos de forma reiterativa la tecla 10*, con lo cual obten-
dremos la érbita correspondiente,

00.25

0.25, 10°%5 1017 ...

Si continuamos con este proceso la calculadora nos darda un mensaje de error. La
causa de este comportamiento es que la orbita tiende a infinito. Si repetimos el
proceso tomando como semilla cualquier niimero y como funcién el seno o el coseno,
observaremos que en este caso las orbitas son convergentes.

EJEMPLO 10.1

= Puede comprobarse facilmente que la ecuacion de Malthus admite por solucién gene-
ral la expresién

d,(k) = o*x
El comportamiento de esta expresion es sencillo de comprender. Si z > 0 entonces

0 si O<axl

Q
I
—

lim ofz = T si
k—oo

+o00 s1 a>1

= Menos sencillo resulta el problema de encontrar una férmula explicita para el proble-
ma de las aves. Se obtiene

sik) (1 1\ [ 21(0)

za(k) )\ 1 0 22(0)
Si calculamos las sucesivas potencias de la matriz, nos aparece un hecho curioso como
es la aparicién en estas matrices de los célebres nimeros de Fibonacci1,1,2,3,5,8,....
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Para el modelo de May la situacién es mas complicada, como tendremos ocasién de
comprobar cuando estudiemos los modelos discretos no lineales. Podemos encontrar
las primeras iteraciones de la solucién general f¥(x) y nos convenceremos de la
enorme complicacién de los célculos involucrados. Ello nos ayuda a comprender la
imposibilidad de obtener expresiones explicitas para las soluciones generales de los
sistemas dindmicos no lineales (modelo de May), cuya conducta se pueda entender
de forma global, como sucede en el caso (lineal) de la ecuacién de Malthus.

El campo de aplicaciones de los sistemas dindmicos discretos unidimensionales es
muy amplio, y en los tltimos anos continian aumentando. A continuacién mostramos
algunas de ellas.

En Matematicas para la resolucién numérica de ecuaciones. Recorde-
mos que el método del punto fijo nos permite encontrar la raiz de una ecuacién
f(x) = 0. El proceso se inicia reescribiendo la ecuacién como g(z) = x, se toma
un valor xy préximo a la solucién buscada, y se reitera el proceso x4 = g(xy).
Si la érbita correspondiente

{%0, xr = g(x())? Ty = g(gjl) = g(g(xo))7 ce 7}7
converge a cierto valor x*, entonces el método es convergente.

Recordemos que gréficamente el punto fijo g(x*) = z* se encuentra como la
interseccion de la funcién g(x) con la bisectriz del primer cuadrante.

Elaboraciéon de modelos matematicos. Por ejemplo, el modelo logistico
(del francés logis = alojamiento), que suele ser el punto de partida de los
sistemas dindmicos unidimensionales,

Tr4+1 = Ml'k(]. - xk) ) k= 07 17 27 T (103)

se puede obtener de la manera siguiente: Supongamos que z( es la poblacién
relativa inicial, esto es, el cociente entre la poblacion inicial y la poblacién
maxima que puede soportar el habitat. Sea x;, la poblacion relativa al cabo de
k anos El crecimiento relativo de la poblacion en cada ano sera

Tr+1 — Tk
T ’
que segun las hipétesis de Verhulst (1845), es proporcional a 1 — xy. Es decir,

Th+1 — Tk

— a1 —
T Oé( xk)?

despejando
Tpy1 = Tk + Of(l - Ik)xk = l‘k(l + Oé)(l — Jfk) .

Si llamamos p = 1 4 «, entonces obtenemos la expresién (10.3)
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s Resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales. Sea la ecuacién dife-
rencial

21 = 9= ),

que podemos expresarla como
z(t+dt) — x(t) = f(x)dt.
Si sustituimos dt por un valor numérico h, obtenemos

Tpp1 — 2 = hf(zy) = Tpp=ar +hf(ze),

tomando h suficientemente pequeno, podemos entonces dibujar la solucién que
pasa por un punto inicial dado.

10.2. Modelos dinamicos discretos lineales.

En general, obtener la expresién explicita de la solucién general f*(z) es bastante
complicado. Con ayuda de un ordenador podemos conseguir numéricamente cuan-
tas iteraciones deseemos en esa expresion, pero esto no resulta en general de mucha
ayuda para entender la conducta global del sistema. Un instrumento que resulta en
muchas ocasiones adecuado en el caso de sistemas unidimensionales es el analisis
grafico, a través del llamado diagrama de Cobweb.

Supongamos una arida isla cerca de la costa de un rico continente. Estamos interesa-
dos en una especie particular de pajaros que anidan en estas islas. Desgraciadamente
el habitat de la isla es muy desfavorable ya que si los pajaros estuvieran aislados su
poblacién disminuiria un 20 % cada ano. Esta situacién podemos reflejarla utilizando
el modelo de Malthus (exponencial)

xk+1:O.8O.:1:k, k:O,l,Q,-" s

donde xj, es la poblacion de pajaros en el tiempo k. Hay una colonia de pajaros en
el continente y cada ano 1000 pédjaros emigran a nuestra isla. Entonces, el cambio
de poblacién en la isla puede ser descrito por el modelo

Tpe1 = 0.802, + 1000, k=0,1,2, - .

Observemos que el modelo es lineal en el sentido de que la funcién f(x) = 0.80z +
1000 representa a una linea recta.

Ahora descubriremos y probaremos un teorema sobre sistemas dinamicos lineales
discretos, que corresponden al tipo

Tr1=mxr+b, k=012
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donde m y b son constantes. Recordemos que los sistemas dindmicos discretos estan
descritos por una ecuacion de la forma

karl:f(a:k)? k2071727”"

En el caso particular de sistemas dinamicos discretos lineales, la funcién f es del tipo
f(x) = mz + b, y estamos interesados en puntos de equilibrio del sistema dindmico
discreto. Aquellos puntos x tales que f(z) = x. Estos puntos se llaman de equilibrio
porque si un término es uno de estos puntos, cada sucesion de términos siguientes
permanece en el mismo punto. De esta manera decimos que el sistema se encuentra
en equilibrio. Es inmediato comprobar el siguiente resultado.

RESULTADO 10.2.1 S§im no vale 1 entonces hay un unico punto de equilibrio
» b

v 1—m
Los modelos dinamicos discretos pueden comportarse de manera sorprendente. Al-
gunas veces una sucesion obtenida del sistema dinamico lineal discreto tiende direc-
tamente al punto de equilibrio. En otras ocasiones saltan alrededor de él, con saltos
cada vez mas pequenos hasta tender al punto de equilibrio. O por el contrario los
saltos son cada vez mas grandes y no tienden al punto de equilibrio.

Nuestro objetivo es formular y probar un teorema que nos determine cuando ocurre
cada una de estas clases de comportamiento. Comenzamos la construccion del dia-
grama de Cobweb dibujando las graficas

@) =ma+b, gle)=a

Dibujamos el punto z; en el eje OX. A continuacién marcamos el valor f(x;) = 2oy
obtenemos el punto (x1, z3). El proximo paso es trazar una linea horizontal desde el
punto (z1,z2) hasta que corte a la recta g(z) = x en el punto (22, z3). Calculamos
x3 = f(x2) y repetimos sucesivamente este proceso.

1000

800

600

400

200

200 400 600 800 1000

Figura 10.1: Diagrama de Cobweb.
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Observemos en la Figura 10.1 que en este caso “la red de arana” nos lleva al punto
de equilibrio. En la Figura 10.2 hemos representado en el eje de abscisas el tiempo
y en el eje de ordenadas el nimero de individuos. Puede verse que si el tiempo au-
menta la poblacion tiende al punto de equilibrio. Se trata por tanto de un punto de
equilibrio estable.

800
700
600
500
400

300

5 10 15 20

Figura 10.2: Punto de equilibrio estable.

EJEMPLO 10.2

= Vamos a calcular y dibujar z2,x3,--- , para el modelo z;y; = 0.80x; + 1000 y el
valor inicial zo = 500.

El modelo anterior podemos escribirlo como

xk—i-l:f(xk)a k:O71727”'7

donde f(z) = 0.80x + 1000. Esta es una buena manera de representar a nuestro
modelo porque la funcién f(z) nos describe como la poblacién, en cada ano esté de-
terminada por la poblacién en el ano anterior.

Los dos graficos f(z) = 0.8z 4+ 1000 y g(x) = x se cortan en el punto x* = 5000.
Este punto se llama punto de equilibrio ya que la poblacién en los préximos anos
serd la misma que la poblacion actual.

£(5000) = 0.8 x 5000 + 1000 = 5000
Podemos encontrar este valor también de manera algebraica

f(z) =2 = = =0.8z+ 1000 = x = 5000
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Figura 10.3: Estudio del punto de equilibrio.

La Figura 10.3 nos muestra como determinamos graficamente el punto de equilibrio.

A continuacion nos centraremos en la clasificiacacion de los puntos de equilibrio o en
el andlisis de la estabilidad. En el analisis de la evolucién de poblaciones el problema
principal es:

= Evaluar la estabilidad de la poblacién usando modelos matematicos.

» Examinar los efectos de diferentes factores sobre la estabilidad de la poblacién.

Hemos tenido ocasion de ver que en los sistemas dinamicos lineales discretos, el
punto de equilibrio

0

1—m’
en algunas ocasiones es un punto de equilibrio atractivo, (aquel que a largo
plazo los términos xj tienden al z* cuando k tiende a o), y otras veces es un
punto de equilibrio repulsivo, (aquel donde x; tiende a mas o menos infinito).
A continuacién presentamos un teorema que nos permitird determinar cuando un

punto de equilibrio es atractivo o repulsivo.

TEOREMA 10.2.2 Sea el sistema dindmico lineal discreto

xp = f(zp—1),  f(x) =mz+Db
conm # 1. Sea x* = b/(1 —m) el punto de equilibrio,
» i |m| < 1 entonces x* es atractivo, en el sentido de que para cualquier condi-
cion inicial xo

lim z, = 2*
k—o0
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= i |m| > 1, entonces x* es repelente, y al menos que xy = x* se cumple

lim |z;| = .
k—o0

Demostracion. Comenzamos calculando el valor de xy,

To=mx, +0b
T3 = mro +b=m2x; +b(m+1)
xy=mzz+b=m(m?*r; +b(1+m))+b=mz; + b(1 +m + m?)

k—2
v =mFP o +b(1+m+m?+ -+ mF2) = mA +mej.
=0

Si suponemos que |m| < 1 entonces al hacer que k tienda a infinito

lim m* 1z, = 0.
k—oo
Por otro lado,
k—2 00
’ k J 1
lim m" = E m = ——
7=0 7=0

por ser la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica de razén
|m| < 1. Por lo tanto,

. b .
lim zp, = —— =2a".
k—oo 1—-m
k-2
Por un razonamiento similar, si |m| > 1 se cumple que mF~1z; y E m’ no estan
3=0
acotados cuando k — oo. [

10.3. Modelos dinamicos discretos no lineales
Para un sistema de la forma
Tk+1 = f(xk)a k= 07 17 27 Tty (104)

donde ahora la funcién f no es lineal, la situacion es diferente a lo estudiado en
la seccion anterior. Lo que debemos tener en cuenta, es que pueden existir muchos
puntos de equilibrio. En el caso lineal el tipo de punto de equilibrio nos lo daba el
parametro m de la recta. En el caso no lineal el caracter de cada punto esta deter-
minado por la pendiente de la curva f(x) en el punto z*, y sabemos que este valor
puede determinarse por la derivada de la funcién f en el punto x*.

TEOREMA 10.3.1 Consideremos el sistema dindmico (10.4) siendo x* un punto
de equilibrio f(x*) = z*. Entonces
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w si|f'(z*)] < 1 el punto de equilibrio es atractivo, en el sentido de que si xg
esta suficientemente cerca de x* entonces

lim z;, = 2™ .

k—o0

Algunas veces a un equilibrio de esta caracteristicas se le dice equilibrio estable, ya
que si el sistema se mueve ligeramente del punto de equilibrio, al final retorna al

mismo.

EJEMPLO 10.3

= Consideremos el sistema dindmico discreto no lineal de May

i1 =arp(l—x,), a>0, k=0,1,2---.

Encontrar los puntos de equilibrio y clasificarlos.

Sea a = 2.5 y x¢g = 0.1. Utilizando el diagrama de Cowbew. clasificar el punto
de equilibrio del sistema.

Repetir el proceso para a = 3.3, 3.55

Cuando « aumenta de 3 a 4 jobservas algiin cambio en el tipo de soluciones
obtenidas?.

Empezamos encontrando los puntos de equilibrio. En este caso la funcién f
no lineal que nos define el modelo es

f(z)=ax(l—2).

Por tanto, tendremos que resolver la ecuaciéon f(z) = x, que tiene por solu-
ciones,
"t =0, ¥ =1- 1 )

@
Para clasificar estos puntos de equilibrio, tenemos que hacer uso del Teorema
10.3.1. La derivada de la funcién f(z) vale f'(z) = a — 2az. Por tanto, el

primero de los puntos es asintéticamente estable si
I 0)=lal<1 = 0<a<l.

En cuanto al segundo, sera estable si

1
f’(l—)’:|2—a\<1 = l<a<3.
(7

Si consideramos el modelo no lineal f(z) = 2.5z(1 — x) y como semilla o va-
lor inicial zg = 0.8, podemos encontrar su orbita haciendo uso del software
Mathematicag.

Empezamos definiendo la funcion,
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flk][x] =k*xx*(1—x)

posteriormente, encontramos los puntos de equilibrio
NSolve|p[2.5][x] == x,¥]

{{x— 0, x— 0.6 }} y finalmente la érbita
NestList[p[2.5],0.8,25]

{{ 0.8, 04, 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6
0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 }}

En consecuencia, £* = 0.6 es un punto de equilibrio estable. Podemos com-
probarlo si dibujamos su diagrama de Cobweb.

iters = NestList[p[2.5], 0.8, 20]

gi = ListPlot[Partition[Flatten[Transpose[{iters,
iters}]], 2, 1], PlotJoined — True, DisplayFunction
— Identity]

fg = Plot[{x, p[0.5]1[x]}, {x, 0, 1},

PlotStyle — {RGBColor[1l, O, 0], RGBColor[O, O, 11},
DisplayFunction — Identity]

Show[fg, gi, AspectRatio ->1, DisplayFunction —
DisplayFunction]

Obteniéndose como respuesta
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Figura 10.4: Diagrama de Cobweb para f(x) = 2.5z(1 —z) y 2o = 0.8.

e Ahora, consideramos el diagrama de Cobweb para f(z) = 33z (1 —x) y
xg = 0.8. Los primeros 25 elementos de su érbita son:

{0.8, 0.52799, 0.82241, 0.48196, 0.82392, 0.47873, 0.82350, 0.47963, 0.82363,
0.47936, 0.82359, 0.47944, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47946,
0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942 }.

Es decir, en este caso la poblacién tiene un comportamiento periédico de orden
dos tendiendo a los valores x] ~ 0.4794270 y z3 ~ 0.823603.
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Figural0.5: Diagrama de Cobweb para f(x) =3.3z(1—z)y z9 = 0.8.

e Repitiendo los calculos para f(x) = 3.5z (1—x) y zo = 0.8, se obtiene la érbita:

{{0.8, 0.559999, 0.8624, 0.41533, 0.84990, 0.44647, 0.86497, 0.40878, 0.84587,
0.45628, 0.86831, 0.40021, 0.84014, 0.47004, 0.87185 , 0.391, 0.83343, 0.48587,
0.87430, 0.38464, 0.82842 } } .

La poblacion se comporta de manera periédica de orden 4.
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Figura 10.6: Diagrama de Cobweb para f(xz) =35z (1 —z)y zo = 0.8.

e Por dltimo, si consideramos f(z) = 4281 —z) y x9 = 0,8, ahora la poblacién
se comporta cadticamente.
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Figura 10.7: Diagrama de Cobweb para f(x) =4z (1 —z)y zo = 0.8.

Tendremos ocasion de volver sobre este ejercicio cuando estudiemos los sistemas
caoticos.



10.4 Puntos de equilibrio y periédicos de un sistema dindmico 293

10.4. Puntos de equilibrio y periédicos de un sis-
tema dinamico

En esta seccién trataremos de sistematizar y formalizar los resultados obtenidos en
las secciones anteriores, para estudiar los puntos de equilibrio y periédicos de un
sistema dinamico discreto unidimensional.

Dado un sistema dindamico

Tpy1 = flar), f: X —X,

se dice que z* € X es un punto de equilibrio del sistema si f(z*) = z*. Si z* es un
punto de equilibrio, la solucién cuya condicién inicial es zy = 2* cumple f*(z) = z*.
Esto significa que los puntos de equilibrio son estados fijos: una vez el sistema entra
en ellos, permanece invariable en todos los instantes futuros.

Los puntos de equilibrio se clasifican segin el comportamiento de las soluciones
con condiciones iniciales cercanas a ellos, en puntos de equilibrio atractivos,
repulsivos e indiferentes. En lo que sigue, consideraremos el siguiente sistema
dindmico unidimensional

Ty = fan), J:XCR—R

= Puntos de equilibrio atractivos. Sea z* un punto de equilibrio de ;1 =
f(zg). Se dice que z* es atractivo si |f/(2*)] < 1

= Puntos de equilibrio repulsivos. Sea z* un punto de equilibrio de z;.1 =
f(zx). Se dice que x* es repulsivo si |f/(z*)| > 1

= Puntos de equilibrio indiferentes. Sea z* un punto de equilibrio de zy,1 =
f(zg). Se dice que z* es indiferente si |f/(z*)] =1

= Puntos ciclicos. Se dice que z* es un punto peridédico o ciclico del sistema
dindmico x4 = f(xy), si existe un n tal que f"(z*) = z*. Un punto es
periodico si su Orbita se “cierraz vuelve a comenzar por su valor inicial. El
minimo entero k tal que f*(z*) = x*, se llama orden del punto periédico.
En tal caso la orbita

{‘T*a f(ZL'*), fQ(x*)’ T fk_l(x*)}

recibe el nombre de periodo o ciclo de orden k.

10.4.1. Estabilidad

Un punto de equilibrio de un sistema dindmico representa un estado fijo del sistema.
Ahora bien, no todos los estados de equilibrio tienen la misma naturaleza.



