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Figura 10.9: Diagrama de Cobweb.

10.5. Sistemas cadticos

En el Ejemplo 10.3 hemos tenido ocasiéon de comprobar que sistemas o modelos
muy simples, pueden pasar de tener un comportamiento deterministico a un com-
portamiento cadtico, modificando ligeramente los valores de un parametro. En esta
seccién formalizaremos este concepto.

La teorfa del caos fue introducida en ecologia por May (974, 1976) y Oster (1976) en
el contexto de funciones reales de variable real esta siendo estudiada con intensidad
en los tultimos anos y aparece en casi todos los modelos discretos no lineales.

Figura 10.10: Mariposa o atractor de Lorentz.

Lo primero que nos llama la atencion es el hecho de que vivimos inmersos en el caos.
De manera usual, llamamos caos a todo aquello que no somos capaces de
sistematizar.

El primer investigador del caos fue un meteorélogo llamado Edward Lorentz. En
1960 utilizaba un modelo matemético para predecir el tiempo, que consistia en un
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sistema de 12 ecuaciones no lineales. La simulacion se realizaba con un ordenador,
que daba como respuesta un comportamiento probable de la atmésfera. En cierta
ocasion, quiso repetir de nuevo los calculos anteriores, para ello volvié a introducir
los nimeros en el ordenador, pero para ahorrar papel y tiempo, solo utilizé 3 niimeros
decimales en vez de 6. Lo sorprendente fue que el resultado encontrado era total-
mente diferente a los obtenidos en la vez anterior. Del andlisis de esta situacion
surgio una nueva teoria que se conoce con el nombre de la teoria del caos.

Lo verdaderamente interesante era que diferencias muy pequenas en las condiciones
iniciales tenfan una gran influencia en la resolucién final del problema. A este efecto
que tienen las pequenas diferencias iniciales después se le dio el nombre de efecto
mariposa:

“El movimiento de una simple ala de mariposa hoy produce un diminuto
cambio en el estado de la atmosfera. Después de un cierto periodo de tiem-
po, el comportamiento de la atmdsfera diverge del que deberia haber tenido.
Asi que, en un periodo de un mes, un tornado que habria devastado la costa
de Indonesia no se forma.”

Como podemos comprender, este descubrimiento causé en Lorentz un gran impacto,
ya que segun esta nueva hipdtesis, no seria posible predecir con exactitud el com-
portamiento de cualquier sistema, pues todas las medidas se ven afectadas por los
errores de calibracion de los instrumentos. Es imposible, por tanto, conocer las condi-
ciones iniciales exactas de la mayoria de los sistemas dinamicos. Afortunadamente,
Lorentz se dio cuenta de que las soluciones del sistema que parecian tener un compor-
tamiento hecho totalmente al azar, después de verlas representadas en una grafica
sucedia algo sorprendente. El resultado siempre ocupaba una determinada region
del espacio, y tenia forma de una espiral doble.

Figura 10.11: Atractor de Lorentz.
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Antes de la aparicion de esta nueva teoria, sélo habia dos tipos de comportamientos
conocidos para un sistema dindmico: un estado fijo, donde los variables nunca cam-
bian, y el comportamiento periddico, donde el sistema esta en un “circuito cerrado”
y se repite infinitamente. Las soluciones del sistema de Lorentz son definitivamente
ordenadas (siguen una espiral). Nunca se paran en un punto, ni se repiten, ni son
periddicas. A su representacion grafica se la conoce con el nombre Atractor de
Lorentz!. Estas graficas deben cumplir otra condicién: no puede cortarse a si mis-
ma ya que, si asi fuese, habria dos curvas diferentes a partir de ese punto de corte,
lo cual significaria dos realidades simultaneas y diferentes.

Una curva de estas caracteristicas no puede estar contenida en un plano, y por
supuesto su dimension es fraccionaria. Este tipo de atractores reciben el nombre
de atractores extranos, ya que su representacion grafica es un fractal. Quere-
mos insistir en la idea fundamental que encierra el concepto de atractor, como es
la siguiente: mientras es casi imposible predecir exactamente el estado futuro de un
sistema, es posible, y aun mas, muchas veces es facil modelar el comportamiento
general del sistema.

A continuacién, resumimos algunos de los rasgos caracteristicos de los sistemas
caoticos.

= Son muy sensitivos a las condiciones iniciales. Un cambio muy pequeno en los
datos iniciales dan lugar a resultados totalmente diferentes.

= Parecen un desorden, o hechos al azar, pero no lo son, hay reglas que determi-
nan su comportamiento. Los sistemas hechos al azar no son cadticos.

10.5.1. Diagramas de bifurcacién

Podemos preguntarnos si la teoria del caos puede ser utilizada para estudiar el
comportamiento de ciertos sistemas dindmicos bioldgicos. En efecto, la ecuacién en
diferencias

$t+1:ﬂ$t<1—$t), t:O71727”'

donde z; es la fraccion de la poblacion en el tiempo ¢, es una férmula que hemos
tenido ocasion de trabajar repetidamente con ella. Se trata de la curva logistica,
utilizada para estudiar la evolucion de poblaciones en ecologia.

Hemos visto en el Ejemplo 7.3 que al variar el valor del pardmetro p, el sistema
puede tender a un solo punto de equilibrio, a dos, a cuatro, - - -, o bien presentar un
comportamiento cadtico.

LEl atractor es la regién del espacio hacia la cual convergen las trayectorias posibles dentro de
un sistema.
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Figura 10.12: Diagrama de bifurcacién del modelo de May.

Su diagrama de bifurcacién se obtiene dibujando en el eje de abscisas los valores del
parametro p y en el eje de ordenadas los valores a los que tiende el sistema. Por
ejemplo si 4 = 2.5 entonces x; — 0.6, o bien, en el caso y = 3.3 entonces x; — 0.823
y x; — 0.479. La Figura 10.12 representa la grafica obtenida. Si seleccionamos
cualquiera de las zonas del diagrama de bifurcacion de la Figura 10.12 y la ampliamos
obtenemos la Figura 10.13. Podemos comprobar una de las propiedades que definen
a un objeto fractal, como es la autosemejanza.

Figura 10.13: Autosemejanza del diagrama de bifurcacién.

El diagrama de bifurcacién tiene propiedades importantes. Entre ellas presentamos
la siguiente: sabemos que a medida que aumentamos el valor del pu el periodo se va
duplicando.

Tabla 10.1
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La Tabla 10.1 muestra algunos de estos valores, y ademas los cocientes entre la
amplitud de un intervalo y el inmediatamente anterior, por ejemplo (3.5441 —
3.4495)/(3.4495 — 3). Lo llamativo de este hecho, es que los cocientes tienden al
numero transcendente:

4.669201609110299067185532038204662016...

que se conoce con el nombre de constante de Feigembaun. Es un problema abierto
el estudiar la importancia que este nimero juega en la naturaleza. Se piensa que
puede tener un protagonismo similar al nimero e.

Las aplicaciones de la teoria del caos son miltiples y en campos muy diversos, en
Biologia, en Economia, en Medicina,... etc. Hasta ahora parecia que al estallar el caos
no serfamos capaces de hacer nada, por ejemplo, si el avién empieza a moverse de
una manera extrana pensamos que la catastrofe es inevitable; o bien, si el corazon
empieza a latir rapidamente y sin ayuda inmediata puede ocurrir lo peor. En los
ultimos anos, en el campo de la Medicina, las investigaciones actuales, nos ofrecen
esperanzas de “domesticar” el caos. Edward Ott, Ceslo Grebogi (fisicos) y James A.
Yorke (matematico) han elaborado un algoritmo matematico que permite convertir
un determinado tipo de caos en un proceso peridédico sencillo. La idea que encierra
el algoritmo, es que no es necesario comprender todo el movimiento cadtico para
poderlo regular. Lo que tenemos que hacer es “mirar” continuamente a que direccién
tiende el proceso, y realizar perturbaciones pequenas para volver a dirigirlo en el
camino deseado. Naturalmente aqui no se termina de vigilar el sistema, porque
después el caos aparecera de nuevo. Por otro lado, el profesor A. Garfinkel de la
Universidad de California, ha conseguido transformar el movimiento cadtico de un
corazén sacado a un conejo en un movimiento regular.

10.6. Modelos discretos con retardo

Hasta ahora en todos los modelos discretos estudiados hemos supuesto que cada
miembro de la especie en el tiempo k contribuye al crecimiento de la poblacién para
el tiempo k + 1 de la siguiente manera:

Ik-i-l:f(xk)? k:071727""

Esto ocurre, por ejemplo en la mayoria de poblaciones de insectos, pero no para
otros muchos animales, donde son fértiles en una época muy concreta del ano. En
tales casos, para analizar la dindamica del modelo, hemos de incorporar el efecto
del retardo, que en cierta manera viene a jugar un papel parecido al estudio que
realizamos de la poblacién por estructura de edades. Si el retardo (por ejemplo, la
madurez), es de un paso 7', entonces nos aparece el siguiente modelo de ecuaciones
en diferencias

xk+1:f(xkaxk—T)7 k:071727""



