Tema 7

MODELOS DISCRETOS
MATRICIALES

7.1. Introduccion

La dinamica de una poblacién viene determinada por el nimero de nuevos nacimien-
tos y la probabilidad de morir que tienen los individuos que componen la poblacion.
Por ello, es muy importante saber la estructura de edades de la poblaciéon que es-
tamos estudiando. Es decir, como se reparten los individuos en las diferentes clases
de edad y lo que es mas importante, conocer las probabilidades asociadas de su-
pervivencia, mortalidad y fecundidad. Generalmente esta informacién se refleja en
una tabla de vida, en la mayoria de los casos correspondiente a las hembras de la

poblacién, ya que son las que contribuyen a la dindmica de la poblacion en términos
de fecundidad.

El presente tema es una introduccién al estudio de los modelos estructurados basa-
dos en el algebra matricial. Se inicia con un modelo probabilistico cldsico como son
las cadenas de Markov y se centra fundamentalmente en el estudio de uno de los
modelos méas conocidos como es el modelo de Leslie.

7.2. Cadenas de Markov

Los dos resultados que podemos obtener al realizar el experimento aleatorio de lan-
zar una moneda al aire los designaremos por Fy = salir caray Ey = salir cruz. Si
repetimos t veces este experimento la probabilidad de que en uno de ellos obtenga-
mos FE; no depende de lo que haya salido en el experimento anterior; ambos sucesos
son independientes. Sin embargo, existen muchos otros fenémenos representados por
variables aleatorias dependientes. En 1907 Markov estudié estas situaciones en las
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168 Tema 7 Modelos discretos matriciales

cuales la probabilidad de que ocurra un suceso depende del suceso inmediatamente
anterior, y son estas las que estudiaremos en esta seccion.

Supongamos una secuencia de n pruebas o experimentos donde cada uno de ellos
tiene un conjunto de resultados posibles (que consideraremos finito) y que designare-
mos por las letras Fy, Fs, F3, --- E,, , mutuamente exclusivos. Si al realizar una
prueba se obtiene el resultado E;, entonces diremos que el sistema o el fenémeno
se encuentra en el estado F;. Utilizaremos E! para representar al estado E; al cabo
de t pruebas. En consecuencia, P[E!] serd la probabilidad de que después de ¢ ex-
periencias el sistema se encuentre en el estado E;. Por otro lado, llamaremos Pfj
a la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado E; en la prueba t
condicionada a que en la prueba anterior ¢ — 1 se encontrara en el estado EF;. Es
decir,
P = P[E}/E;"]

DEFINICION 7.2.1 Una sucesién de estados by, Ey, Es, --- E,,, mutuamente
exclusivos constituyen una cadena de Markov cuando

-1 —1 pt—2 7t-3 1 70 .
Pf] = P[Ef/E; | = P[Ef/E; .E;FZ.E;FS. BB Vi j=1,2,00m
Es decir, la probabilidad de que el objeto en el experimento ¢ esté situado en el estado
E; sélo depende del estado £ del experimento anterior ¢ — 1 y es independiente de
los otros experimentos anteriores. En cierto modo, es como si el sistema no tuviese
“memoria”.

Es evidente que la probabilidad Pf] depende de tres variables: los sucesos F;,E; y el
“tiempo "t. En general,

P} = PIE{/E" # P

DEFINICION 7.2.2 En el caso particular en el que la probabilidad P, sea in-

(]
dependiente de la prueba t, diremos que la cadena de Markov es homogénea o
estacionaria, en cuyo caso escribiremos Pj; = P;.

Desde ahora y a lo largo del curso siempre consideraremos cadenas homogéneas.

Al ser P;; una probabilidad se cumpliré:

P; >0, > Py=1, ije{l,2,--- m}. (7.1)
=1

7.2.1. Matrices estocasticas

Si p§ , 7 =1,2,--- ,m es la probabilidad de que el objeto esté situado en el experi-
mento t = 1,2,--- ,n, en el estado L}, entonces

Pi=py Pty Pt 40 Py =120 m. (7.2)
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Con los niimeros p} formamos un vector columna X (t), y con los Pj; una matriz
cuadrada A. Ahora, las identidades (7.2) podemos expresarlas

Xt)=AX(t—-1), t=1,2---n. (7.3)

La cadena de Markov homogénea esta representada por el sistema de ecuaciones
lineales en diferencias anteriores. Observemos que por las condiciones (7.1) la matriz
A cumplira:

= La suma de los elementos de cada una de sus columnas vale la unidad. Sin
embargo, no ocurre lo mismo con la suma de los elementos de sus filas

» Todos sus elementos Pj; son mayores o iguales que cero y menores o iguales
que uno.

A una matriz de transiciéon de este tipo se la conoce con el nombre de matriz
estocastica. Aquellas matrices estocasticas donde la suma de los elementos de cada
fila sea la unidad reciben el nombre de doblemente estocésticas.

7.2.2. Diagramas de estados

Podemos representar las diferentes relaciones entre los estados de una cadena por
medio de un diagrama formado por nodos y flechas orientadas con las probabilidades
de transicién. A esta representacion se la conoce con el nombre de diagrama de
transicién o de estados.

Figura 7.1. Diagrama de estados.

En la Figura 7.1 se ha dibujado el diagrama correspondiente a la matriz estocéstica:
1/2 0 1/3

A= 0 1 2/3
1/2 0 0
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EJEMPLO 7.1

Para beber agua un animal puede ir a un lago o a un rio. Se sabe que no va al lago dos
dias seguidos y que si toma agua en el rio la probabilidad de que el dia siguiente beba
agua en cada uno de los sitios es la misma.

= Estamos ante una cadena de Markov homogénea con dos estados, F1 que representa
al hecho de que el animal beba agua en el lago y E5 que beba agua en el rio.

1/2
A= (0 12
1 1/2
= Observemos que se trata de una cadena particular, ya que el paso de un estado al
siguiente no depende de los anteriores, sino del primero de ellos.

» La matriz de transicion es

EJEMPLO 7.2

Una tienda de animales que vende peces incluye una garantia por la que cualquier pez que
muera antes de cumplir tres meses se reemplaza de forma gratuita. Una vez que el pez se
ha reemplazado ya no queda cubierto por la garantia. Se sabe que:

1. El 3% de los peces mueren durante su primer mes.
2. El 5% de los peces que han cumplido un mes mueren durante el segundo.

3. El 7% de los peces que han cumplido dos meses mueren durante el tercer mes.

= Podemos representar la situacién anterior por medio de una cadena de Markov siendo
los estados, F;:= pez en el mes ¢ = 1,2,3 de garantia, F4:= pez sin garantia por
haber sido repuesto, y Es:= pez sin garantia por tener mas de 3 meses.

= El diagrama de estados que representa a esta cadena aparece en la Figura 7.2.

Figura 7.2. Diagrama de estados.
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7.2.3. Cadenas de Markov regulares

Recordemos que estamos considerando un nimero finito de experimentos, no obs-
tante podemos realizar un desarrollo similar considerando

X(t):AX(t_1)7 t:172a3a"'7

ya que uno de los objetivos que perseguimos al modelar una determinada situacién
real es el de poder conocer su comportamiento a largo plazo. Puesto que la matriz
de transicién A nos resuelve el problema de encontrar la ley de probabilidad, el
limite de esta ley cuando el tiempo tiende a infinito, nos proporciona un método
para estudiar el comportamiento a largo plazo de la cadena de Markov.

TEOREMA 7.2.3 Si A" representa a la potencia n-ésima de la matriz de transi-
cion A, entonces P[E]'/E)] = A™(i, j).

Demostracion. Vamos a utilizar el método de induccién sobre la potencia n de
la matriz de transicién. Sean i,j dos valores cualesquiera de {1, 2,--- ,m}, por
definicién de los elementos de la matriz A tenemos

P[E}/E]] = Py = A(i, j) .
Supongamos ahora que el teorema sea cierto para el paso n — 1, es decir
PIE}YED) = A" (4, 5). (7.4)

Haciendo uso de la ley de la probabilidad total,
P(E!/ES) =" P[E;~'/EY) PIE}/E}~ .EY),
k=1

Por la hipdtesis (7.4) de induccién P[E;~!/EY] = A" !(k, j), y por la definicién de
cadena de Markov P[E{L/E,?_l.E]Q] = P[E"/E}" Y = Py, = A(i, k). Es decir,

PE!/ES) =) A(i, k) A" (k, ) |
k=1
que corresponde al elemento de la fila ¢ columna j del producto de las matrices
AAVT = An

DEFINICION 7.2.4 Una cadena de Markov es regular si existe un niumero na-
tural n tal que la potencia n-ésima de su matriz de transicion A tiene todos sus
elementos positivos.

Observemos que si la cadena es regular, entonces la matrices A™ con m > n también
tendran todos sus elementos positivos.
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Figura 7.3. Ejemplos de cadenas de Markov.

Una manera alternativa de probar que una cadena es regular es:
= Viendo si todos los estados son accesibles.
= Comprobando que existan dos ciclos al menos uno de ellos impar.

Las cadenas (a) y (b) de la Figura 7.3 no son regulares, ya que en el primer caso
solo contiene un ciclo, y en el segundo el estado E,; no es accesible. Sin embargo,
la cadena (c) si es regular pues todos los estados son accesibles y ademds existen
los ciclos EyF1E3FEy (impar) v E1EsFE, (par). En este dltimo caso (c), la potencia
n-ésima de su matriz de transicion es

0 1 0 1/3 1/3 1/3
A=|1/2 0 172 |, A= 1/3 1/3 1/3
1/2 0 1/2 1/3 1/3 1/3

7.2.4. Propiedades de las matrices estocasticas

Las matrices estocasticas por la forma particular en el que han sido definidas cumplen
cierto nimero de propiedades interesantes, de entre las cuales destacaremos por el
uso que haremos de ellas, las siguientes.

TEOREMA 7.2.5 Si A es una matriz de orden n estocdstica, entonces tiene al
uno como valor propio.

Su demostracién estd basada en probar que el determinante |A — I| es nulo. Para
facilitar la notacién consideraremos n = 4,

app — 1 a2 @13 Q14
a21
A—1I|=
asy azpy  aszz—1 as
41 Q42 Q43 Q44

azp —1 a3 ao
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sumamos a la primera de las filas el resto de ellas

4 4 4 4
E ajl—l E Cljg—l E Cl,jg—l E (Ij4—1
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

21 agy — 1 23 Q24
asy aso agz — 1 a3y
aq1 Q42 Q43 Qg4

Pero al ser A una matriz estocastica

4 4 4 4
E a1 = E CLJQZE a3 = E aj4:1,

J=1 Jj=1 J=1 J=1

y por tanto, todos los elementos de la primera fila del determinante anterior son
ceros, lo cual implica que este determinante es nulo, tal y como desedbamos probar.

TEOREMA 7.2.6 Si A es una matriz estocdstica de orden n con todos sus ele-
mentos positivos (regular), entonces la sucesion de matrices A™ ,n = 1,2,--- con-

verge hacta una matriz que tiene todas sus columnas iquales que coinciden con I1 tal
que:

s La distribucion 11 es el autovector asociado al autovalor 1 de la matriz es-
tocastica A. Esto es, Al =11,

La demostracién de esta propiedad queda fuera del alcance del objetivo del curso
pero puede consultarse en la pagina 264 del libro “Modelos matemdaticos y procesos
dindmicos "de Santiago Pérez-Cacho y otros.

Como aplicacién inmediata del Teorema 7.2.6 anterior, observemos que en el Ejemplo
7.1 la matriz de transicion A de la cadena de Markov regular tiene como valor propio
A1 = 1,A = —0.5 y autovectores U; = (1,2),U; = (—1,1). En consecuencia,

= (1/3,2/3) y por tanto
, 1/3 1/3
A= ( 2/3 2/3) ’

cuando t — oo.



174 Tema 7 Modelos discretos matriciales

EJEMPLO 7.3
Sea la matriz de transicién correspondiente a seis estados

/2 0 0 0
0 1/2 0 0
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
0 0 1/2 0
0o 0 0 1/2

OO OO O
_ o oo oo

Supongamos que en el momento inicial el sistema se encuentra en el estado Fjy.

1/8

3(1/16)

5(1/16)

6(1/16)

|Paso1 | Paso2 :Paso.? | Paso 4 |
! | :

Figura 7.4.

= Veamos como podemos pasar del estado inicial E4 al resto de los estados. Sabemos
que
X(0) =(0,0,0,1,0,0)T.

Como puede apreciarse en la Figura 7.4, al cabo de un paso la probabilidad sera,
X (1) =(0,0,1/2,0,1/2,0)",
o bien X (1) = A X(0). Del mismo grafico deducimos que,

(2) = (0,1/4,0,1/2,0,1/4)T
(3) = (1/8,0,3/8,0,1/4,1/4)T
(4) = (1/8,3/16,0,5/16,0,3/8) .

Py ey

O de forma matricial:

—

X@2)=AX(1), XB)=AX(?2), X(4)=A4X(3).
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= Con el programa Mathematicag podemos encontrar A200,

A:={{1.,1/2,0,0,0,0},{0,0,0.5,0,0,0},{0,1/2,0,1/2,0,0},{0,0,1/2,0,1/2,0},
{0,0,0,1/2,0,0},{0,0,0,0,1/2,1}}
MatrixPower[A, 200]

{{1., 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.}, {0., 1.07909*10~* | 0., 1.746 *10~'?, 0., 0.}, {0., 0.,
2.82509*10719, 0., 1.746* 101, 0.}, {0., 1.746*1071Y, 0., 2.82509*10~ 1%, 0., 0.}, {0.,
0., 1.746*10719, 0., 1.07909*10~19, 0.}, {0., 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.}}

= Del apartado anterior deducimos que

1 08 06 04 02 0 0 0.4
00 0 0 0 0 0 0
- 00 0 0 0 0 0 0
o B B
Am ATXQO)=1f 0 o 9 o o o 11 | o
00 0 0 0 0 0 0
0 02 04 06 08 1 0 0.6

Es decir, a largo plazo existe un 40 % de posibilidades de que partiendo
del estado E,; la cadena se encuentre en el estado F; y un 60 % de que
esté en el Lj.

EJEMPLO 7.4

Supongamos que en un laboratorio se coloca un conjunto de ratones en una caja dividida
en tres compartimentos comunicados y todos con la misma facilidad de acceso, tal y como
se indica en la Figura 7.5. Los compartimentos permanecen cerrados y se abren cada
lunes. Sabiendo que semana tras semana todos los ratones cambian de ubicacién y que los
ratones cuando salen eligen un compartimento al azar, veamos cudl serd su distribucion
de los ratones al cabo de “infinitas” semanas.

Figura 7.5.

= Observemos que estamos ante una cadena de Markov cuyo diagrama de estados es
el siguiente:
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A partir del diagrama es inmediato obtener la matriz de transiciéon

A=

W= O Wi
O NN =

wWl—=wINn O

= Si X;(t) representa al nimero de ratones en el compartimento ¢ = 1, 2, 3 en la semana
ty X(0) = (X1(0), X2(0), X3(0))” es la distribucién inicial, deducimos del enunciado
que

X (1) = 2X5(0)+ %Xg(())
Xa(1) = §X1(0)+ 7X3(0)
X3(1) = $X1(0)+ 2X5(0)

Sistema de ecuaciones lineales que podemos expresarlo matricialmente

Xi(1) 0 2 3 X1(0)
Xo(1) | = % 0 5 X2(0) ],
X3(1) 3 3 0 X3(0)

es decir

Razonando de la misma manera

En general
X(t)=A'X(0), t=1,2 ---.

En consecuencia, para obtener el nimero de ratones en cada uno de los comparti-
mentos en la semana ¢, tendremos que encontrar el valor de la matriz potencia A’.
Una aproximacion de este valor podemos obtenerla con el Mathematicag

A:={{0,2/3,0.5},{2/3,0,0.5},{1/3,1/3,0}}
MatrixPower|[A, 100]

{{0.375,0.375,0.375}, {0.375,0.375,0.375}, {0.250, 0.250, 0.250} }.
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= Ahora, estamos interesados en deducir este valor de una manera diferente. Observe-
mos que si la matriz A fuese diagonal, entonces A’ serfa muy facil de encontrar,
bastaria elevar a t los elementos de la diagonal. Por esta razon, en primer lugar
procederemos a diagonalizar la matriz simétrica A.

Los valores propios de la matriz A son los siguientes:

)\ 2 1
3
A-XI|=0=| 2 -\ ; =0,
i Ly
3 3
desarrollando obtenemos la ecuacién caracteristica
9N —7TA—2=0,
cuyas soluciones son A\; = 1, Ay = —2/3, \3 = —1/3. Por tanto, la matriz A es

diagonalizable siendo los subespacios propios asociados a estos valor propio
S1=<1(3,3,2) >, Se=<(-1,1,0)>, S3=<(-1,—-1,2) > .

En consecuencia, la matriz de paso C es,

3 -1 -1
cC=1 3 1 -1
2 0 2

Para encontrar A?, actuamos de la manera siguiente
D=C1'AC = A=cCDC!' = A'=cD'C?,

que en nuestro caso

3 -1 —1 1 0 0 3 -1 -1
A= 3 1 -1 0 (—2/3)¢ 0 31 —1
2 0 2 0 0 (—1/3)t 2 0 2
Simplificando
t t t t t
344(=3)"+(-3) 3D -

ol ool
Wl W=
SN—
~
ool 0olw
[S—y
—
Wl W=
SN— SN—
o~

2 4
3-4(-2)"+ 4
H-9)) i

Finalmente hacemos que ¢t — oo, entonces

ol ool

A=

3/8 3/8 3/8
At — | 3/8 3/8 3/8 |,
1/4 1/4 1/4
y en consecuencia después de infinitas semanas la distribucién de los ratones tiende
hacia
Primero = 2X;(0)+ 2X5(0) + 2X5(0) = 2(X71(0) + X»(0) + X3(0)) = 2Total
Segundo = 2X;(0)+ £X5(0) + 3X5(0) = 2(X1(0) + X2(0) + X3(0)) = 2Total

Tercero = 1X1(0)+ 1X2(0) + 1X3(0) = $(X1(0) + X2(0) + X3(0)) = ;Total
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= Un camino alternativo para llegar a la conclusién anterior es utilizar el Teorema
7.2.6.

En efecto, la cadena de Markov es regular ya que todos los estados son accesibles
y existen dos ciclos E1EsE3E; y F1FEyFE, al menos uno de ellos impar (ademés
A? tiene todos sus elementos positivos) . Sabemos que el vector propio asociado al
autovalor A =1 es (3,3,2).

Il = (3/8, 3/8,1/8),
y en consecuencia si t — oo,

3/8 3/8 3/8
At — | 3/8 3/8 3/8
1/4 1/4 1/4

7.3. Cadenas de Markov y Genética

A continuacion utilizaremos las cadenas de Markov para estudiar como se propaga
un determinado rasgo hereditario en sucesivas generaciones.

7.3.1. Herencia autosomica

Los genes son las unidades mas pequenas de la herencia. Como es sabido, los genes
son partes de la molécula de ADN que se encuentran en los cromosomas, los cuales
codifican la secuencia de aminoacidos de una proteina. Ademas, el ADN no sélo
lleva esta informacion, sino que es capaz de hacer nuevas copias de si mismo. El
cuerpo humano tiene un niimero aproximado de entre diez y cien billones de células.
Cada una de las células tiene 46 cromosomas, con un nimero aproximado de 100.000
genes.

El rasgo que se va a heredar esta regido por dos genes, cada uno de los cuales es
usual representarlo con las letras A y a. Si el tipo de herencia es autosémical los
individuos de la poblacion, independientemente del sexo poseen los dos genes, siendo
AA, Aa y aa los diferentes pares que pueden formarse. A estos conjuntos de dos genes
se les conoce como genotipo del individuo y determinan la forma en que el rasgo
controlado por los genes se manifiesta en el individuo. Por ejemplo, en algunos tipos
de flores determinan su color; el genotipo AA produce flores rojas, el Aa rosas, y el
aa blancas. También el color de los ojos viene configurado por los genotipos, de esta
manera AA y Aa dan lugar a personas que tienen los ojos color café y el genotipo
aa de color azul. En este caso se dice que el gen A domina al a o que a es recesivo
con respecto al A.

Si la herencia es autosémica un individuo forma su genotipo heredando un gen de

ICualquier cromosoma con exclusién del cromosoma, sexual; los que son comunes a los dos sexos.
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los dos del padre y uno de los dos de la madre, siendo el azar el que determina cudl
de los dos genes pasa a su descendiente. Si uno de los padres es del genotipo aa y
el otro del Aa, el descendiente recibird siempre un gen a del aa y un gen A o a,
con igual probabilidad, del progenitor del genotipo Aa. Asi, el descendiente tiene la
misma probabilidad de ser del genotipo aa o Aa.

’ HAAxaa\AAan\AAxaa\Aaan\Aaxaa\aaxaa

AA 1 0.5 0 0.25 0 0

Aa 0 0.5 1 0.5 0.5 1

aa 0 0 0 0.25 0.5 1
Tabla 7.1.

En la tabla anterior aparecen las probabilidades de los posibles genotipos de los
descendientes para todas las combinaciones posibles de los genotipos de los padres.

EJEMPLO 7.5

Supongamos que un agricultor tiene una gran poblaciéon de plantas con una cierta dis-
tribucién de tres tipos de genotipos, AA, Aa y aa. Este hombre desea iniciar un programa
de cultivos en el que todas las plantas de la poblacién sean fecundadas por una planta del
genotipo AA. Queremos obtener la férmula de la distribucién de los tres posibles genotipos
de la poblacion, después de un cierto nimero de generaciones.

= Parat=0,1,2,---,

e Xj(t) representa la fracciéon de las plantas del genotipo AA que hay en la
generacion de orden ¢

e Xs(t) representa la fracciéon de las plantas del genotipo Aa que hay en la
generacién de orden ¢

e X3(t) representa la fraccién de las plantas del genotipo aa que hay en la
generacién de orden ¢

En consecuencia, X;(0), X2(0) y X3(0) son las fracciones de la distribucién inicial
de los tres genotipos. También se tiene que,

Xl(t)+X2(t)+X3(t):1; t=0,1,2,---

Por medio de la Tabla 7.1 se determina la distribucién de los genotipos en cada
generacién a partir de la distribucién en la generacién anterior,

Xi(t)=X1(t—1)+ 3 Xo(t — 1)
Xo(t) = 3Xo(t — 1)+ X3(t — 1) t=1,2,--

X5(t) =0
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Por ejemplo, la primera de las ecuaciones establece que todos los descendientes de
una planta del genotipo AA seran también AA, si se sigue este programa de cultivo
v que la mitad de las descendientes de una planta del genotipo Aa seran del genotipo
AA. Estas ecuaciones podemos escribirlas de manera matricial,

— —

X(t)=AX(t-1); t=1,2,-

donde,
X1 (t) Xy(t—1) 150
Xt)=| Xot) |; Xt-1)=| Xot—1) |; A= I
Xs(t) X3(t—1) 0 00

De la ecuacién X (t) = AX(t — 1), se deduce:
X(t)=AX(t—1)=A’X(t—2) =-.- = A'X(0).

Entonces, podemos encontrar una expresién explicita para A?, aplicamos la ecuacién
anterior y obtenemos una expresién explicita para X (t). Para ello, primero se dia-
gonaliza la matriz A. Es decir, buscamos una matriz invertible C' y una matriz
diagonal D tales que

A=0CDC™ .

Entonces, se tiene que

At =cDict.
En nuestro caso,
1
’A—)\I|:0:>)\1:1, )\225, A3 =0,
y los valores propios asociados son:
U =(1,0,07, To=(1,-1,0", Us=(1,-21)".

Por lo tanto,

1 1 1 00
C=10 -1 -2 |, D= 30
0 0 1 0 00
Luego,
1 1 1 1 00 11 1\ '/ xi(0
Xt)y=(0 -1 -2 0 (3! 0 0 —1 -2 X5(0)
0 0 1 0 00 0 0 1 X3(0)
Es decir,
X1(t) 1 1-(3)" 1-(x)"! X1(0)
Xt)=| X)) |={0 () (3" X2(0)
X3(t) 0 0 0 X3(0)
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Multiplicando,

Y como X1 (0) 4+ X2(0) + X3(0) = 1, se tiene, para t =1,2,--- :
X1(t) =1 - (3)'X2(0) — (3)" " X5(0)
Xa(t) = (3)'X2(0) + (3)' ' X5(0)
X3(0) =0

Estas férmulas proporcionan las fracciones de los genotipos de la generacion de
plantas de orden ¢, expresadas en funcién de las fracciones de los genotipos iniciales.
Como (%)t tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito, de estas ecuaciones deducimos

Xi(t) — 1, Xo(t) — 0, X3(t) =0.

Conclusién: Cuando ¢ tiende a infinito, es decir, en el limite, todas las plantas de
la poblacién seran del tipo AA.

= Podemos considerar el ejemplo como una cadena de Markov, siendo los estados
Ey,Es v E3 los correspondientes a los genotipos AA, Aa y Aa respectivamente.
Observemos que dicha cadena no es regular, ya que los estados Ey y E3 no son
accesibles, y por tanto para estudiar el comportamiento a largo plazo de la matriz
A! no podemos hacer uso del Teorema 7.2.6.

Supongamos que p y ¢ son las proporciones de los alelos A y a entre los machos y en-
tre las hembras. Entonces, si suponemos que la poblacion es grande, la probabilidad
de que la descendencia reciba el alelo A de los dos padres es p?. De manera similar,
las probabilidades de los genotipos Aa y aa son 2pq v ¢, respectivamente. El térmi-
no 2pq proviene del hecho de que los individuos Aa y aA tienen genotipos idénticos.
Este resultado conduce al teorema siguiente, descubierto en forma independiente
por Hardy y Weinberg en 1908.

RESULTADO 7.3.1 (Ley de Hardy-Weinberg) Supongamos que en una gran
poblacion de padres, los alelos A y a de un gen particular se presentan en las pro-
porciones p y q = 1 — p. Si suponemos que estas proporciones son las mismas para
los machos y para las hembras y, ademds, que el apareo es aleatorio, la primera y
todas las generaciones sucesivas se compondrdan de los tres genotipos, AA, Aa y aa,
en las proporciones p*,2pq y ¢>.
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EJEMPLO 7.6

s El color de la flor del chicharo esté controlado por un par de genes. Los tres genotipos
AA, Aa vy aa se caracterizan por sus flores rojas, rosas y blancas, respectivamente.
Si se cultiva un campo al azar con 60 % de flores rojas y 40% de flores blancas,
.,qué proporciones de los tres genotipos estaran presentes en la cuarta generacién?.

En este ejemplo p = 0.6 y ¢ = 0.4. Por la ley de Hardy - Weinberg, las proporciones
de flores rojas, rosas y blancas en la primera generacién y en todas las demds son
de p? = 0.36,2pq = 0.48 y ¢*> = 0, 16, respectivamente. Tengamos en cuenta que la
Ley de Hardy - Weinberg solo es valida cuando el apareo es aleatorio y cuando los
tres genotipos son igualmente viables. Situaciones donde el apareo no es aleatorio,
se presentan frecuentemente en experimentos biolégicos controlados. Por ejemplo, la
cria de caballos de carreras.

7.3.2. Herencia ligada al sexo

En la herencia ligada al sexo? por el cromosoma X, el macho posee un gen A o
bien a y la hembra dos AA, Aa, o aa. Se emplea la expresion ligada al sexo por el
cromosoma X, porque tales genes se encuentran en dicho cromosoma, del cual el
macho tiene uno y la hembra dos, lo que determina su sexo. La herencia de tales
genes funciona de la manera siguiente:

= Un descendiente macho recibe, con igual probabilidad, uno de los genes de su
madre y una descendiente hembra recibe con igual probabilidad el gen de su
padre y uno de los de su madre.

Del comentario anterior deducimos la Tabla 7.2.

’ HAXAA‘AXACL‘AXCLCL‘CLXAA‘(IXA(Z‘CLXCLCL

1 0.5 0 1 0.5 0

a 0 0.5 1 0 0.5 1

AA 1 0.5 0 0 0 0

Aa 0 0.5 1 1 1 0

aa 0 0 0 0 0.5 1
Tabla 7.2.

2Dos ejemplos muy conocidos de herencia ligada al sexo son el daltonismo, es decir, la imposi-
bilidad de distinguir el rojo y el verde, y la hemofilia, la no coagulacion de la sangre. Las dos
enfermedades son producidas por dos genes recesivos que se encuentran en el cromosoma X. Para
que un hombre sea dalténico tiene que recibir el gen de su madre a través del cromosoma X, mien-
tras que en el caso de la mujer, tiene que recibir un gen del padre (dalténico) y otro de la madre.
Esta es la causa de que existan mas daltonicos entre los hombres que entre las mujeres.
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Estamos interesados en un programa de fecundacion o cruzamiento relacionado con
la herencia ligada al sexo. Lo iniciamos con un macho y una hembra, se selecciona
al azar dos de sus hijos, uno de cada sexo, y se cruzan repitiéndose sucesivamente el
procedimiento. Con los animales es comin hacer este tipo de cruzamientos. La pareja
original macho-hembra puede ser cualquiera de los seis tipos que corresponden a las
seis columnas de la Tabla 7.2.

Ax AA, AxAa, Axaa, axAA, axAa, aXaa

Las parejas de hermanos que se aparearan en las siguientes generaciones tienen
una cierta probabilidad de ser alguno de estos seis tipos. Para calcularlas, siendo
t=0,1,2,---, estableceremos lo siguiente:

= 11(t) = la probabilidad de que una pareja de hermano y hermana sea del tipo
A x AA en la generacion de orden t.

s 129(t) = idem del tipo A x Aa

» 24(t) = idem del tipo a X aa
Con estas probabilidades se puede formar un vector columna
B(t) = (w1(t), 22(t), w3(t), 2a(t), 25(1), w6(t)) ", t=10,1,2,---

y se verificard que Z(t) = A'Z(0), t = 1,2,---, donde A € Mgy es la matriz de
transicion.

EJEMPLO 7.7

Para calcular la matriz A € Mgyg elegimos, por ejemplo, para la generacién de los
padres la opcién A x Aa. Las diferentes posibilidades para los machos son A o a y
para las hembras AA o aa, con lo cual, las distintas posibilidades para los hijos son:
AxAA, Ax Aa, ax AA, a x Aa, con probabilidades respectivas i, i, %, %. Con estas can-
tidades construimos la segunda columna de la matriz A. Razonando de la misma manera
deducimos que la matriz A buscada es la indicada en la Tabla 7.3.

| AxAA[AxAa| Axaa|axAA|axAa]axaa]

Ax AA 1 0.25 0 0 0 0
A x Aa 0 0.25 0 1 0.25 0
A X aa 0 0 0 0 0.25 0
ax AA 0 0.25 0 0 0 0
a X Aa 0 0.25 1 0 0.25 0
a X aa 0 0 0 0 0.25 1

Tabla 7.3.
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= Para calcular los valores y vectores propios de A recurrimos al programa Mathema—
ticag de Wolfram Research Lt.

En primer lugar procedemos a definir la matriz de transicion A.

A:={{1,0.25,0,0,0,0},{0,0.25,0,1,0.25,0},{0,0,0,0,0.25,0},
{0,0.25,0,0,0,0}, {0,0.25,1,0,025,0},{0,0,0,0,0.25,1}};

y calculamos los valores propios de la matriz A

Eigenvectors[A]

{1., 1., 0.809017, —0.5, 0.5, —0.309017}

y sus vectores propios

Eigenvalues|A]

{{0,00 00,1}, {1, 0, 0, 0, 0, 0}, { -0.552272, 0.421898, 0.130374, 0.130374,
0.421898, -0.552272}, {0.104257, -0625543, -0.312772, 0.312772, 0.625543, -0.104257
},{0.288675,-0.57735, 0.288675, -0.288675, 0.57735, -0.288675 }, {-0.10385, 0.54377,
-0.439919, -0.439919, 0.54377, -0.103851 }}

Finalmente construimos la matriz de paso

C := Transpose[Eigenvectors|[A]]

que nos permite diagonalizar la matriz A

diagonal := Inverse[C|.A.C

El valor de A?, para un valor de ¢ grande podemos calcularlo haciendo

potencia := C.DiagonalMatrix[1., 1., 0.809017*, (—0.5)%, 0.5%, (—0.309017)*].In—
verse|C]

Limit[potencia,t — Infinity]

O bien de manera aproximada

MatrixPower|[A, 100]

En ambos casos:

1 066 033 0.66 0.33 O
0 0 0 0 0 O
0 O 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 033 066 033 066 1

» Conclusion: Si suponemos, por ejemplo, que la pareja original es del tipo A x Aa,
entonces X (0) = (0,1,0,0,0,0)”, multiplicamos RX (0) y obtenemos

(0.66,0,0,0,0,033).

A largo plazo, la probabilidad de que la pareja hermano y hermana sean del tipo
A x AA es 2/3, y la probabilidad de que sean del tipo a x aa es de 1/3.
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EJEMPLO 7.8

Supongamos que al realizar estudios climéaticos en una determinada zona de nuestra provin-
cia obtenemos los siguientes datos. Si un dia es caluroso, entonces la probabilidad de que
el dia siguiente sea también caluroso es 0.65, y 0.35 la probabilidad de que haga frio. Por
otro lado, si un dia es frio, entonces 0.7 es la probabilidad de que el dia siguiente siga
siendo frio y 0.3 de que sea un dia caluroso.

Figura 7.6. Diagrama en drbol.

Si hoy hace frio, vamos a calcular la probabilidad de que pasado manana haga frio.
Para encontrar la soluciéon podemos utilizar el diagrama de la Figura 7.6. En él
observamos que la probabilidad pedida es:

0.7%0.74+0.3%0.35 = 0.595.

Es decir, existe casi un 60 % de posibilidades de que si hoy hace frio pasado manana
también lo siga haciendo. De forma similar, la probabilidad de que si hoy hace frio
pasado manana sea un dia caluroso es

0.7%0.3+0.3*%0.65 = 0.445

El ejemplo también puede resolverse utilizando las cadenas de Markov. Existen dos
estados F1 que representa al dia frio y Es al dia caluroso, siendo la matriz estocastica

0.70 0.35
A= ( 0.30 0.65 ) '

Si hoy hace frio podemos representar esta situacién por el vector X (0) = (1,0)7.
El producto X (1) = AX(0) nos dard las probabilidades del préximo dia, y X (2) =
AX (1) = A%2X(0) las de pasado maiiana

T = (070 035 71\ [ 07%07+40.35%0.3
1030 0.65 0 /) \ 03%x0.7+0.65+0.3
Puede probarse fiacilmente que La cadena de Markov es regular. Por tanto, para
realizar un estudio a largo plazo de los diferentes escenarios que pueden presentarse

debemos encontrar el valor de la matriz potencia A™. Si utilizamos el programa
Mathematicag
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0.7 0.35

A:= (0.3 0.65

MatrixForm[MatrixPower [A, 100]]

(0.538462 D,538452x
\0.481538 0.481538/

Eigenvalues[A]

Eigenvectors[Ai]

{{0.759257, 0.650791}, {-0.707107, 0.707107})

0.758257/ (0.759257+ 0.650791)

0.538462

0.650791/ (0.759257+ 0.650791)

0.461538

Conclusién: independientemente de como sea el dia de hoy, a largo plazo existe un
53.84 % de posibilidades de que el dia sea frio y un 46.16 % de que sea caluroso.

Si hoy es un dia caluroso, ;jcudl es la probabilidad de que dentro de tres dias sea un

dia frio?.

EJEMPLO 7.9

Representemos por X1(0) e X5(0) a las poblaciones iniciales de conejos y zorros respecti-
vamente. Se sabe que el niimero de conejos en cualquier mes es la mitad de la poblacién
de conejos del mes anterior y que el nimero de zorros en dicho mes es la suma de las
poblaciones de zorros mas la mitad de la de conejos en el mes anterior. Vamos a calcular
las poblaciones de zorros y conejos al cabo de “mucho”tiempo para estudiar la evolucién

de las poblaciones a largo plazo.

Sean X;(t) e X3(t) las poblaciones de conejos y zorros al cabo de t meses. Del

enunciado del ejercicio se deduce

{ Xi(t+1)=0.5X(t)

t=20.1.2.---
Xo(t+1) = 0.5X1(t) + Xao(t) T %

O bien en forma matricial,

e =02 D). r=onz

Si llamamos
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entonces

X(t)=AX(t—1) = A'X(0).
Para completar el resto del ejercicio utilizamos el ordenador.

A= {{0.5,0},{0.5,1}}

Eigenvalues|A]
(05, 1}

P := Transpose[Eigenvectors|[A]]
Q := P.DiagonalMatrix[(0.5)¥, 1].Inverse[P]
MatrixForm[Limit[Q,k — Infinity]]

()

e Como sabemos, inicialmente X (0) es la cantidad de conejos e X5(0) el nimero
de zorros, entonces

0 0\ /X:1(0)) _ 0

1 1) \X2(0))  \X1(0) + X2(0) )
Conclusién: A largo plazo desapareceran los conejos y la cantidad de zorros sera la
suma inicial de zorros y conejos.

EJEMPLO 7.10

Supongamos que en una comunidad auténoma la poblacion estd dividida en cuatro clases,
FE1, FEs, Fs v E4, ordenadas de mayor a menor de acuerdo con la riqueza. Una persona que
pertenece a una clase en un momento dado puede ascender, mantenerse o descender en el
siguiente con probabilidades dadas por la tabla:

| BB [ Bs | By
B [07]02]01] 0
B, | 02]04]01]03
E; [01]03]04]02
E.| 0 [01]04]05

siendo el elemento P;; la probabilidad de que un individuo que en un momento dado
pertenece a la clase j en el siguiente periodo pertenezca a la clase 1.

= Sien el ano 2000 el 17% de la poblacién pertenece a la clase Eq, el 24 % a la Es, el
30% ala E3y el 29% a la E4, podemos calcular la la distribucién en el afio 2001.

Sea A a la matriz de transicién de esta cadena de Markovy el vector X}, la situacién
correspondiente al ano k, entonces

Xiy1 = AX
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0.7 02 0.1 0 0.17 0.197
, S 02 04 0.1 0.3 0.24 0.247
Xaoor = AXa000 = | (4 3 04 02 030 | — | 0.267
0 0.1 04 05 0.29 0.289
Del mismo modo,
0.7 02 0.1 0 0.197 0.214
S S 02 04 0.1 0.3 0.247 0.251
Koo = AXo001 = | (5 (3 g4 02 0267 | — | 0.258
0 0.1 04 05 0.289 0.276

Por otro lado, la distribucién en 1999 puede calcularse de la siguiente manera,

S S S e
Xoooo = AXi1999 = Xiggg = A7 Xoono

EJEMPLO 7.11

Los trabajadores de un parque natural se clasifican en 3 categorias profesionales: cientificos
X1, personal auxiliar Xs y colaboradores X3. En cada generacién t representaremos a la
fuerza de trabajo del parque por el nimero de personas incluidas en las tres categorias
anteriores, es decir (X1 (t), Xo(t), X3(t)). Supongamos que

1.

2.

Cada trabajador activo sélo tiene un hijo que sigue trabajando en el parque.

La mitad de los hijos de los cientificos lo son también, la cuarta parta pasa a ser
personal auxiliar especializado y el resto es personal colaborador no especializado.

Los hijos del personal auxiliar se reparten entre las 3 categorias segin los porcentajes
30 %, 40 %, 30 %

Para los hijos de los colaboradores las proporciones de reparto entre las categorias
son 50 %, 25 % y 25 %.

Empezaremos el ejemplo planteando en forma matricial un modelo que represente
la distribucion de la fuerza de trabajo del parque de generacién en generacion. Para
ello, sea X (0) = (X1(0), X2(0), X3(0))T el vector de distribucién inicial y

X(t) = (X1(t), Xa(t), X3(t)T

el vector de distribucién correspondiente a la generacién de orden t. Del enunciado

se deduce,
X1(1) 0.50 0.3 0.50 X1(0)
Xo(1) ] = 1025 04 0.25 X5(0) |, X(1)=AX(0), -, X(t) = A'X(0).
X3(1) 0.25 0.3 0.25 X3(0)

Estamos ante una cadena de Markov donde el estado E; representa a los cientificos,
E5 al personal auxiliar, F3 al personal colaborador y la matriz de transicién es A.
Es facil ver que esta cadena es regular siendo el diagrama de estados el que aparece
dibujado en la Figura 7.7.
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Para estudiar el comportamiento a largo plazo del modelo podemos calcular la matriz
potencia A! cuando ¢ — oo. Un valor aproximado ser4

A:={{0.5,0.3,0.5},{0.25,0.4,0.25},{0.25,0.3,0.25}};
MatrixPower [A,500]

{{0.44176,0.44176, 0.44176},{0.294118, 0.294118, 0.294118},
{0.264706, 0.264706 0.264706} }

Figura 7.7. Diagrama de estados.

= Puesto que la cadena es regular, podemos utilizar el Teorema 7.2.6, para lo cual
necesitamos conocer los valores y vectores propios de la matriz A.

Eigenvalues|A]

{1.,0.15, —1.68812 1017}
Eigenvectors[A]

{{0.744438, 0.496292, 0.446663}, {0.784465, 0.496292, 0.446663},
{-0.707107, —3.18473 10~1¢, 0.707107}}

La distribucion estable vendréd dada por el vector propio asociado al valor propio 1
(0.744438, 0.496292, 0.446663)T ,

una vez normalizado (0.44, 0.29, 0.27)7 .

Conclusién: La distribucion de los trabajadores a largo plazo independientemente
de la distribucién inicial es

e ¢l 44 % seran cientificos,
e el 29% serdn personal auxiliar,

e el 27 % seran personal colaborador.

EJEMPLO 7.12
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Supongamos que disponemos de una casa, un granero, un gato y un ratén. Los animales
pueden estar los dos en la casa, los dos en el granero o uno en el granero y otro en la casa.
Realizamos de forma sucesiva la siguiente experiencia:

Lanzamos dos monedas al aire, si salen dos caras cambiamos al raton del lugar donde se
encuentre. Si salen una cara y una cruz, es el gato el que se cambia. Por ultimo, si salen
dos cruces, entonces cambiamos al gato y al raton del sitio donde se encuentran.

= Sitenemos en cuenta las diferentes opciones para la casa, inmediatamente quedara tam-
bién determinada las opciones para el granero. Los diferentes estados son:

1. FEj: la casa esta vacia.

2. FEs: en la casa sélo se encuentra el gato.
3. FEj: en la casa sdlo esta el ratén.
4

FEy: los dos animales estan en la casa.

Observemos que podemos modelizar la situacién anterior por medio de una cadena
de Markov ya que la probabilidad P;; de pasar del estado E; al E; sélo depende
del i y del j. Por otro lado, como 1/4 es la probabilidad de sacar dos caras o dos
cruces y 1/2 la probabilidad de que salga una cara y una cruz, entonces la matriz
de transicién para esta cadena es:

0 1/2 1/4 1/4
1/2 0 1/4 1/4
1/4 1/4 0 1/2
1/4 1/4 1/2 0

Por ejemplo, la probabilidad P»3 de pasar del estado E3 al Fy sera pasar de la
situacion de que el ratén estd en la casa y el gato en el granero a la nueva situacion
de que se permuten los dos animales, y esto obliga a que al lanzar las dos monedas
salgan dos caras, cuya probabilidad es 1/4. De manera similar, Py3 es la probabilidad
de pasar del estado E3 (ratén el la casa) al estado Ey (los dos animales estédn en
la casa) y por ello es necesario que en una moneda salga una cara y en la otra una
cruz, cuya probabilidad es 1/2.

= Para estudiar la evolucién a largo plazo de esta cadena tenemos que ver en primer
lugar si es regular. Para ello al calcular

3/8 1/8 1/4 1/4
1/8 3/8 1/4 1/4
1/4 1/4 3/8 1/8
1/4 1/4 1/8 3/8

A? =

observamos que todos sus elementos son no nulos y en consecuencia la matriz A es
regular. Por tanto, podemos utilizar los Teoremas 7.2.5 y 7.2.6.

Eigenvalues[A]
{_1/2’ _1/27 0, 1}

Eigenvectors[A]
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{{Oa 07 _]-7 1}7{_17 ]-a 07 0}7 {_17 _17 ]-7 1}5{17 1a 17 1}}

La distribucion estable vendrd dada por el vector propio asociado al valor propio 1
(L, 1,117,
que una vez normalizado (0.25, 0.25, 0.25, 0.25)T )

= Finalmente

025 0.25 0.25 0.25
Ao, | 025 025 025 025 | o

0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 025 0.25 0.25

Si, por ejemplo, inicialmente la casa se encuentra vacia
X(0)=(1,0,0,07,
entonces
X(t) = A*X(0) = (0.25, .25, 0.25, 0.25)T

y es igual de probable que a largo plazo nos encontremos en cualquiera de los cuatro
estados posibles.

EJEMPLO 7.13

= Supongamos que en un laboratorio se coloca un conjunto de ratones en una caja divi-
dida en tres compartimentos comunicados y todos con la misma facilidad de acceso,
tal y como se indica en la Figura 7.1. Los compartimentos permanecen cerrados y se
abren cada lunes. Sabiendo que de los ratones que habia en cada compartimento, la
mitad va a cada uno de los restantes, veamos como estaran distribuidos los ratones
al cabo de “infinitas”semanas.

Figura 7.8.

Si x;(t) representa al numero de ratones en el compartimento ¢ = 1,2, 3 en la semana
t y #(0) = (21(0),22(0),23(0))T es la distribucién inicial, deducimos del enunciado
que

51:1(1) = %$2(0)+

za(1) = %

x3(l) = 521 (0)+ %1172(0)
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Sistema de ecuaciones lineales que puede ser expresado matricialmente de la siguiente
manera

z1(1) 0 3 3 x1(0)
(1) | = % 0 3 22(0) |,
x3(1) 5 30 23(0)

es decir

8
—
I
o
81
o
S~—

Razonando de la misma manera
7(2) = AZ(1) = Azf(O) .

En general
() = A7), t=1,2---.

En consecuencia, para obtener el niimero de ratones en cada uno de los comparti-
mentos en la semana ¢, tendremos que encontrar el valor de la matriz potencia A’.
Una aproximacion de este valor podemos obtenerla con el Mathematicag)

A :={{0,0.5,0.5},{0.5,0,0.5},{0.5,0.5,0}}
MatrixPower[A, 30] = {0.333333,0.333333, 0.333333}
MatrixPower[A, 50] = {0.333333,0.333333,0.333333}
MatrixPower[A,400] = {0.333333,0.333333,0.333333}

Ahora, estamos interesados en deducir este valor de una manera diferente. Observe-
mos que si la matriz A fuese diagonal, entonces A! serfa muy ficil de encontrar,
bastaria elevar a t los elementos de la diagonal. Por esta razén, en primer lugar
procederemos a diagonalizar la matriz simétrica A (recordemos que toda matriz
simétrica es diagonalizable) .

Los valores propios de la matriz A son los siguientes:

-2
|[A-XI|=0=

|
SIS ST
P ST NI

Il

[a)

D=0 | =

desarrollando obtenemos la ecuacion caracteristica

1
—)\3+%>\+Z:O = AN +3)2+1=0,

cuyas soluciones son A\; = 1,2 = —5,A3 = —%. Los vectores propios asociados a
estos autovalores son:

Sy =< (1,1,1) >

Sy =< (=1,0,1), (~1,1,0) > .

La matriz de paso sera:
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Para encontrar la matriz A’, actuamos de la manera siguiente
D=C1'AC = A=cCcDC! = At=cD!C™!,

que en nuestro caso sera

1 -1 -1 1 0 0 1 -1 -1
A= 1 0 1 0 (—1/2) 0 1 0 1 :
1 1 0 0 0 (—1/2)t 11
simplificando
“1-2(-3)" ~14+(-3) —1+(—%)t
A= | () 120y 1 ()

Si hacemos que t — oo, entonces

1 1 1
FENGEEAN
i1
3 3 3
y en consecuencia después de infinitas semanas la distribucion de los ratones tiende
hacia L1
zo(t) | = 773 z2(0) |
z3(t) 3 3 3 3(0)
es decir,
1 1 1 1 Total
21(t) = 321(0) + 522(0) + 323(0) = 3(21(0) + 22(0) + 23(0)) = —5
Total
wa(t) = 321(0) + §22(0) + 323(0) = §(21(0) + x2(0) + 23(0)) = 3
1 Total
xg(t) = %xl(O) + %LEQ(O) + %xg((]) = 5(%1 (0) + .IQ(O) + IL’3(O)) = 3

7.4. Modelo de Leslie

Recordemos que al construir un modelo matematico lo que se intenta es determinar
un conjunto de ecuaciones que representen, lo mejor posible, a una situacion real.
Cuando la variacién de una poblacién se realiza en funcién del tiempo, se obtiene
un proceso (continuo o discreto) que recibe el nombre de dindmica de la poblacién,
siendo sus objetivos principales el estudiar los cambios numéricos que sufren las
poblaciones, determinar sus causas, predecir su comportamiento y analizar sus con-
secuencias ecolégicas. En concreto, en ecologia de poblaciones interesa encontrar



194 Tema 7 Modelos discretos matriciales

métodos cuantitativos que permitan conocer la evolucién del niimero de individuos
a lo largo del tiempo, con el objetivo de “ajustar’los datos experimentales con los
proporcionados por el modelo y ademas predecir la poblacion futura.

EJEMPLO 7.14

La tabla siguiente recoge la poblacién humana entre los anos 1800 y 1995 en miles de
millones de personas.

| 1800 | 1850 [ 1870 [ 1890 | 1910 | 1930 | 1950 [ 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 |
1091 [ 1.13 [ 1.30 [ 1.49 | 1.70 [ 2.02 | 2.51 [ 3.62 | 3.97 | 4.41 [ 484 | 5.29 [ 5.75 |

= A la vista de estos datos, podemos preguntarnos si es posible encontrar una férmula
matemadtica (un modelo) que los represente “lo mejor posible 7, y ademés, nos pro-
porcione informacién sobre la evolucién de la poblacién del planeta en los préximos
anos. La respuesta a estas preguntas constituyen el niicleo central del presente curso.

Hay un amplio rango de modelos matematicos aplicados a la Biologia todos ellos con
un nivel més elevado de dificultad. En este curso estudiaremos los mas elementales,
no obstante, a pesar de su sencillez proporcionan un amplio nimero de aplicaciones.

Si representamos por ¥, al tamano de una poblacién en el tiempo ¢, existen cuatro
procesos que afectan al cambio de su tamano, como son los nacimientos (N), las
inmigraciones (I), las muertes (M) y las emigraciones (E). Si suponemos el intervalo
de tiempo [t, t 4 1], entonces el cambio de la poblacién puede expresarse por medio
de la siguiente ecuacion en diferencias:

Y=+ N+I-M-F

Los modelos que estudian el crecimiento de poblaciones independientemente de la
densidad de dichas poblaciones corresponden a los casos mas simples, siendo las
hipotesis mas generales que se suelen establecer las siguientes:

= Todos los individuos son iguales.
= Los recursos disponibles son ilimitados.

s El ntimero de hembras coincide con el de machos.
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7.4.1. Modelo discreto exponencial

Este modelo suele ser el adecuado para describir el crecimiento de poblaciones de
muchas plantas, insectos, mamiferos y otros organismos que se reproducen en cada
estacion. Supongamos que una poblacién crece a una tasa constante, es decir, la
poblacién de la especie después de un periodo de tiempo (una hora, una semana, un
mes, un ano, ..., etc.) es un multiplo constante de la poblacién en el periodo anterior.
Por ejemplo, podemos suponer que cada generacién es distinta, cada organismo
produce 7 hijos y después muere, entonces el crecimiento de la poblacién en el
intervalo [t, ¢ + 1] se describe por la ecuacién en diferencias:

Yt+1 = TYt, t= OJ 17 27 e (75)
siendo r la tasa de crecimiento. Si nos fijamos en una poblacién de bacterias, donde
en un tiempo dado un organismo se divide en dos, entonces r = 2.

Si yo es la poblacion inicial de (7.5) deducimos,

Y1 = o, Yo = ry1(t) = ryp, e e = r'yo .

De este modelo y; = yor' se vé que la poblacién aumenta indefinidamente si r > 1y
disminuye hasta su extincion si r < 1. Cuando r = 1 la poblacién permanece en un
valor constante 1.

Observemos que la ecuacion anterior también puede representar a una situacion
diferente, por ejemplo 1, = yor' es la férmula utilizada por los bancos cuando deposi-
tamos cierta cantidad de dinero durante un tiempo. En este caso, yo es la cantidad
depositada, r la tasa de interés anual y ¢ el tiempo que hemos dejado el dinero.

EJEMPLO 7.15

Recuperemos el Ejemplo 7.14 relacionado con la poblacion humana entre los anos 1800 y
1995.

=  En primer lugar, estamos interesados en calcular la tasa de crecimiento r del modelo
discreto exponencial. Para ello realizamos los cocientes y;41/y; en cada uno de los
intervalos de tiempo [t,t + 1]. Los datos obtenidos se encuentran en esta tabla:
| 1.3/0.91=1.24176 | 1.15044 | 1.14615 | 1.14094 | 1.29412 | 1.24257 |

| 1.44223 | 1.09669 | 1.11083 | 1.09751 | 1.09298 | 5.75/5.29=1.08696 |

Como podemos apreciar la tasa de crecimiento varia de un periodo de tiempo a otro,
por esta razén consideramos como dato representativo en el periodo [1800, 1995]
la media aritmética, cuyo valor es 1.17861. En consecuencia, el modelo discreto
exponencial viene dado por y; = 0.91 % 1.17861¢

En la Figura 7.9 podemos apreciar como el modelo se ajusta muy bien a los datos
reales en la primera fase, es decir en el periodo [1800,1950], sin embargo existe
una gran discrepancia en [1950,1995]. Es necesario, por tanto, mejorar el modelo
teniendo en cuenta la densidad de la poblacién, pues es evidente que a medida que
la poblacién aumenta, disminuyen los recursos disponibles.
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Figura 7.9. Rojo: Datos reales. Azul: y; = 0.91 * 1.17861"

Una manera diferente de encontrar el valor de la tasa de crecimiento r es tomar
logaritmos neperianos en la expresién y; = yort, es decir Iny; = Inyg + tlnr y
ajustar el logaritmo neperiano de los datos a una recta a través del método de los
minimos cuadrados. El procedimiento puede facilitarse haciendo uso del ordenador
y utilizando un nimero muy variado de software, de entre los cuales elegiremos, por
su sencillez, Statgraphicsg

| Infy] || -0.0943107 | 0.122218 | 0.262364 | 0.398776 | 0.530628 | 0.703098 |
| — ] 0.920283 | 1.28647 | 1.37877 | 1.48387 | 1.57691 | 1.66582 |

Una vez ejecutado el programa se obtiene

Logly,] = log[yo] + Log[r] « t = —0.0771347 + 0.169038 ¢ ,

o bien,

yo = e 00T — 0.925765, = 0169038 — 1 18417,

y el modelo exponencial serd ahora y; = 0.925765 * 1.18417¢

7

6

2 4 6 8 10 12

Figura 7.10. Rojo: Datos reales. Verde: y; = 0.925765 * 1.18417%.

El modelo discreto exponencial es muy simplista, ya que estamos suponiendo que
todos los individuos de la poblacion son iguales, pero es evidente que tanto la tasa
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de natalidad como la de mortalidad dependen de la edad del individuo. Una manera
de poder resolver este inconveniente es dividir la poblacién en clases de edades, y
de esta manera asignar tasas de fertilidad y natalidad a los individuos dependiendo
de la clase a la que pertenezcan.

7.4.2. Modelo discreto matricial

Estudiemos un modelo de crecimiento de la poblacién para una especie de péjaros,
donde el nimero de machos sea igual al de hembras. Ademads, sean X;(t — 1) la
poblacién de hembras jévenes en el ano t — 1 y Xy(t — 1) el niimero de hembras
adultas en el mismo ano. Suponemos que cierta proporciéon « de los pajaros jévenes
sobreviviran para llegar a adultos en la primavera del ano siguiente t. Cada hembra
que sobrevive produce huevos en la primavera, los incuba y producen, en promedio
v pajaros hembras jovenes en la siguiente primavera. Los adultos también mueren
siendo (3 la proporcion de adultos que sobreviven de una primavera a la siguiente.

Por las hipétesis que hemos establecidos podemos plantear el siguiente sistema de
ecuaciones que relacionan a la poblacion de hembras jévenes y adultas en los anos ¢
yt+1,
{ Xq(t) = 1 Xo(t = 1)
Xo(t) = aXi(t—1)+ pXo(t—1)

que podemos representar matricialmente,

() -(a3)(x)
0 bien de manera simbélica,
Xt)=AX(t-1) = X(t)=A"X(0).

Observemos el parecido de las dos expresiones encontradas para los dos modelos
estudiados y; = r'yy, en el modelo discreto exponencial, y X (t) = AtX (0), en
el modelo discreto matricial. No obstante, tenemos que hacer notar que ahora si
podemos distinguir entre la tasa de supervivencia de pajaros jovenes y adultos.

EJEMPLO 7.16

Supongamos que en el modelo discreto matricial anterior, cada hembra adulta produce
por término medio cuatro hembras (lo cual indica al menos ocho huevos), la cuarta parte
de las hembras jévenes sobreviven para llegar a adultas y las tres cuartas partes de las
hembras adultas sobreviven.

= A la vista de estos datos, la matriz que representa al modelo es

0 4
A= < 0.25 0.75 )
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Puede observarse que «, 3 € [0,1] y ademds o < 3 ya que no es tan probable que
sobrevivan mas los pajaros jovenes que los adultos.

Supongamos que inicialmente tengamos 5 hembras adultas y 1 hembra joven.

X(l):(o.g5 0%)(;):(24())7

el total de hembras de la poblacién después de un ano es 24 y la razén de hembras
jovenes a adultas es 5 a 1. En el segundo ano, (si aproximamos los nimeros decimales)

X(2) = ( 0.11375 1.5%‘25 > < 2£ > B ( 025 0-475 >2 ( ; ) - < 186 > |

En la Tabla 7.4 hemos escrito las razones X (t)/X2(t) y Tt /T;—1 del total de hembras
en los anos sucesivos.

’ t \ Xi(t) ‘ Xo(t) ‘ T; H X1(t)/Xa(t) H Ty /Ty ‘
0 1 5 6 0.2 -
1 20 4 24 5 4
2 16 8 24 2 1
3 32 10 42 3.2 1.75
4 40 15 55 2.66 1.309
5 62 22 84 2.81 1.527
10 379 137 516 2.76 1.441
11 547 197 744 2.77 1.441
12 790 285 1075 2.77 1.444
19 | 10286 | 3711 | 13997 2.77 1.444
20 | 14844 | 5355 | 20199 2.77 1.443
Tabla 7.4.

Notemos como la razén X;(t)/Xs(t) se acerca a la constante 2.771 mientras que la
poblacién total parece aumentar a una tasa constante del 44 % anual. Ademds, en
la Figura 7.11 se han representado las diferentes proporciones de hembras jévenes
(en rojo) y de hembras adultas en funcién del tiempo, y se puede apreciar como a
partir de un determinado momento estas proporciones permanecen constantes.

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

l 5 10 15 20

Figura 7.11. Rojo: proporcién jévenes. Azul: Proporcién adultas
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;Cuadl es la razon tedrica para que se cumplan las observaciones del
ejemplo anterior? Veamos que la respuesta a esta pregunta puede generalizarse y
esta muy relacionada con el método de las potencias utilizado para estimar el valor
propio dominante de una matriz cuadrada.

Supongamos que (jl,ﬁg sean los vectores propios asociados a los valores propios
A1, Ao de la matriz A que representa al modelo discreto matricial. Entonces al for-
mar estos vectores una base del plano vectorial, podemos escribir X 0)=0c U 1+Co (72
con unos valores determinados de ¢; y ¢o. En consecuencia,

X(t)=AX(t—1) = A'X(0) = AUy + eoU>)

pero por definicion de valor y vector propio, Aﬁi = )\i(jz-, e ,At(jz- = )\f(jl con
1 = 1,2. Llevando estos valores en la expresién anterior

)?(t) = ClAtﬁl + CQAt(j2 = Cl)\i[_jl + CQ)\;[?Q .
Por otro lado, la ecuacién caracteristica de A es
A= XI| =X -pA—ya =0,

cuyas soluciones son
\ 0+ /6% + dya
= 5 ,
Sabemos, por hipdtesis que v > 0; 0 < o < 1; 0 < § < 1. Entonces, 4oy > 0y
3% + 4ya > 0. Existirdn, por tanto, dos valores propios reales y diferentes y ademés

si un valor propio es positivo, el otro serd negativo. Es decir, |\{| > |Az], con lo que
|)\2//\1| < 1.

Ahora, podemos tener en cuenta este hecho en
Y tr7 tr7 t 7 A2 !
X(t) - Cl)\lUl —+ CQ)\QUQ = )\1 01U1 +co | — U2 .

Cuando el valor de t aumenta la expresién (Ay/A;) tiende a cero, luego
X(t) ~ e M0,

= A largo plazo, la distribucion de las edades se estabiliza y es propor-
cional al vector U;.

Cada grupo de edad cambiara por un factor A\; cada ano. Asi, a la larga, la ecuacién
X (t) = A X (0) actiia igual que la ecuacion y; = r'yo. En un corto plazo (es decir,
antes de alcanzar la estabilidad) los ntimeros oscilan. La magnitud de esta oscilacién
depende de la magnitud de A2/A; (que es negativa, con lo se explica la oscilacién).

= Los valores y vectores propios de A determinan el comportamiento
de las generaciones futuras.
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Para la matriz A con la que trabajamos en el ejemplo, obtenemos como valores
propios:
A~ 1.4436; A2~ —0.693.

Como A1 = 1.44, esto explica el 44 de aumento en la poblacion de la ultima columna
de la tabla.

U, = (0.94066,0.339344)"; U, = (—0.985322,0.170707)" .

Observemos que (71 cumple 0.94066/0.33934 ~ 2.772 , que es la quinta columna de
la tabla.

Sabemos que si \; > 1, entonces la poblacion aumentara cuando

(B+VB2+4a7)/2> 1= F+day < (2—p)° =4—48+ 3,

es decir si
1-8

«

v >

Como en nuestro caso § = 0.75, a = 0.25, resulta que v > % = 1, con lo que la

poblacién aumentard, cosa que ya sabfamos (lo hace a un ritmo del 44 %).

Consideraciones finales:

1. Para que podamos aplicar el modelo discreto matricial, es necesario que el
medio ambiente sea estable, es decir que los cambios ecolégicos que se registren
no modifiquen las tasas de natalidad y mortalidad de los individuos de la
poblacion.

2. En las hipétesis del modelo no hemos tenido en cuenta un factor muy impor-
tante como es la densidad de la poblacion. Es evidente que las las tasas de
natalidad y supervivencia varian con el tamano de la poblacién, ya que en
caso contrario la poblacién creceria de forma ilimitada y dominaria al resto de
las especies.

7.4.3. Generalizacién del modelo matricial
(a) Descripcién del modelo

Los primeros investigadores que aplicaron el algebra matricial al estudio del cre-
cimiento de poblaciones fueron Bernardelli y Lewis (1942). Para ello, dividieron a
la poblacion en clases de edades y construyeron un modelo basado en un conjunto
de ecuaciones en diferencias, una para cada clase de edad. Mas tarde, Leslie (1945,
1948) construyé la teoria y desde entonces a las matrices que aparecen en este tipo
de modelos se las conoce con el nombre de matrices de Leslie. Entre las muchas

personas que trabajaron en este campo, podemos citar, por la importancia de sus
contribuciones a Goodman (1968), Keyfitz (1968) y Pielon (1969).
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Patrick Holt Leslie (1900 - 1974) acabd sus estudios de Fisiologia en Oxford en
1921, después de padecer diversos problemas médicos, los cuales condicionaron el
resto de su vida. En 1935 empez6 a trabajar en el Departamento de Poblacion
Animal de la Universidad de Oxford, bajo la direccion del profesor Charles Elton,
y diez anos después aparecieron publicados sus primeros trabajos en dinamica de
poblaciones relacionados con la clasificaciéon por edades. Posteriormente, en 1948
investigé el problema de introducir en los modelos matriciales el crecimiento logistico
de poblaciones, asi como las relaciones del tipo presa - depredador. Por ultimo, en
1959 propuso nuevos modelos matriciales para tener en cuenta el efecto de retardo
en el tiempo en la evolucion de las poblaciones.

Una clasificacién muy general de los modelos matriciales aplicados al estudio de la
evolucién de las poblaciones en funcién de la matriz A de proyecciéon, puede verse

en la siguiente figura:
I MATRIL A I

CONSTANTE | YWARIABLE
|
| | |
Yariabilidad Yariabilidad Yariabilidad
generada generada generada
internamente externamente gxternamente e
internamente
] |
| | | |
Dependiente de | |Cependiente de Determinista Estocastico
la frecuencia la densidad

———

‘ Feriodico ‘|Nuperiédicu|

Figura 7.12. Clasificacién de los modelos matriciales.

Como ya hemos indicado, el modelo de crecimiento constante es muy elemental, ya
que es frecuente que el nimero de descendientes, asi como el niimero de hembras que
sobrevivan, dependan de la edad. Por ejemplo, en una poblacién humana la mujer
adulta con un promedio de edad de 47 anos tendra menos hijos que la mujer con un
promedio de 27 anos. Para evitar estos inconvenientes, es necesario disponer de un
modelo que permita el agrupamiento por edades con diferentes tasas de natalidad
y de supervivencia. Es por ello, que el objetivo que nos planteamos en esta seccién
es el de generalizar el modelo discreto matricial que hemos analizado en la seccion
anterior.

Es interesante comentar que, a pesar de su sencillez, éste es es el modelo que con
mas frecuencia utilizan los demografos en sus estudios de prediccion del crecimiento
de poblaciones.

En primer lugar, tenemos que insistir en el hecho de que sélo se tiene en cuenta la
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poblacién de hembras de la poblacion, es por ello que la primera hipétesis del mod-
elo es suponer que el nimero de hembras sea igual al nimero de machos. Cuando la
poblacién que tenemos que estudiar es tal que esta hipotesis no se cumple, entonces
esta circunstancia supone una gran restriccién sobre el modelo, pero por lo general,
esta circunstancia no suele darse en la mayoria de los casos.

Por tanto, el modelo de Leslie describe el crecimiento de la parte femenina
de una poblacién clasificando a las hembras por edades en intervalos de
igual nimero de anos.

Supongamos que la edad maxima alcanzada por una hembra de una poblacion, por
término medio, sea ' anos y que esta poblacion la dividimos en n clases de edades,
donde para simplificar la notaciéon consideraremos n = 4. Cada clase, es evidente
que tendrd F/n = E /4 anos de duracién. Por lo tanto, podemos construir la tabla,

| CLASE || EDAD |

1 0,E/4)

2 [E/4.E/2)
3 [E/2,3E/4)
1 BE/4.E]

Supongamos que en el momento inicial (¢ = 0) conocemos el nimero de hembras
que hay en cada uno de los intervalos. Llamemos X;(0),i = 1,2, 3,4, al nimero de
hembras existentes en la clase ¢ en el momento inicial. Con estos nimeros podemos
construir el vector

X(0) = (X1(0), X2(0), X3(0), X4(0))" ,

conocido con el nombre de vector de la distribucién inicial de las edades. Es evidente
que, por causas bioldgicas, a medida que transcurra el tiempo se modificard este
vector inicial. Nuestra tarea sera la de construir un modelo matricial para ver como
se produce la evolucién del vector X (0) con el paso del tiempo. Para ello, realizamos
distintas observaciones de la poblacién en tiempos discretos to, 1, -« ,tr, - -.

La segunda hipdtesis que exigiremos al modelo serd la de obligar a que todas las
hembras que estén en la clase (i 4+ 1) en el tiempo 4,1, se encontraban en la clase
(7) en el tiempo anterior t; (suponiendo que no existen muertes ni nacimientos).
Como podemos facilmente entender, esta restriccion obliga a que la duracion entre
dos tiempos consecutivos de observacion sea igual a la duracion de los intervalos de

edad; esto es:
t*O't*Et*QE' .tka.
0_71_472_4a 7k_47
Los procesos de nacimiento y muerte entre dos tiempos consecutivos de observacion
se pueden describir mediante los siguientes parametros demograficos:
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= Al promedio del niimero de hijas que tiene una hembra durante el tiempo
que permanece en la clase de orden 7, lo llamaremos a; con ¢ = 1,2, 3,4

= La fraccién de las hembras que estan en la clase ¢ y se espera que sobre-
vivan y pasen a la clase de orden i + 1 la llamaremos b; con i = 1,2, 3.

Es evidente, segun las definiciones dadas que
1. a;>0,1=1,2,3,4.
2. 0<b;<1lconi=1,23.

El caso b; = 0, no puede ocurrir ya que esto supondria que ninguna hembra viviria
mas alla de la clase i. También supondremos que hay al menos un a; > 0 lo que
garantiza que habra nacimientos. A la clase donde a; > 0 la llamaremos clase fértil.

Si X(k) = (X1(k), Xa(k), X3(k), X4(k))" representa al vector de distribucién de
las edades en el tiempo t;, entonces el nimero de hembras de la primera clase en
el tiempo t; vendra dado, iinicamente por las nacidas entre los tiempos tp_1 v ts.
Podemos escribir,

Xl(k’) = (lle(k’ — ]_) + CLQXQ(I{? - ].) + CL3X3(]{7 - 1) + CL4X4(]C - 1) . (76)

Por otro lado, el nimero de hembras en la clase de orden ¢ + 1 con ¢ = 1,2,3 en el
tiempo ¢ es igual al nimero de hembras de la clase de orden 7 en el tiempo t;_; que
todavia estan vivas en el tiempo t.

Expresando matricialmente (7.6) y (7.7) tenemos,

Xl(k?) a; Qag a3 Qg Xl(k’ — ]_)
Xok) | | v 0 0 O Xo(k—1)
X3(k) | 0 b 0 0 X3(k—1)
X4 (k) 0, 0, b3 O Xy(k—1)
O de una forma vectorial,
X(k)=LX(k—-1) (7.8)

donde, de manera totalmente general, a la matriz

ap Qz -+ Qp—1 Qn
by 0 --- 0 0

I — 0 by --- 0 0 7
0, 0, -+ b,.1 O

se la conoce con el nombre de matriz de Leslie.
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De (7.8) es fécil ver que

X(k) = L¥X(0).

De este modo, conocida la distribucién inicial X (0) y la matriz L, se puede deter-
minar la distribucién de las hembras en cualquier tiempo.

EJEMPLO 7.17

Supongamos que las hembras de una poblacién animal viven por término medio 25 anos
y que esta poblacién se divide en cinco clases de edades iguales con intervalos de 5 anos.
Supongamos que la matriz de crecimiento de Leslie viene dada por

021 31
$ 0000
L=l0 % 00 0
00 200
000 320

Si inicialmente hay 10 hembras en la primera clase, 20 en la segunda, 5 en la tercera, 10
en la cuarta, y 8 en la dltima clase, podemos estudiar la evolucién de la poblacién para
los proximos anos.

= En efecto, el vector inicial es,

X(0) = (10, 20, 5, 10, 8)T .

Calculando
021 3 1 10 83
) 0000 20 5
()=LX0)=] 0 &£ 0 0 0 5 | =1 20/3
00 200 10 10/3
000 20 8 15/2

—
—

~—
Il
h

X X 2X(0) = (205/6,83/2,5/3,40/9,5/2)"
X(3) = LX(2) = L3X(0) = (201/2,205/12,83/6,10/9,10/3)"
X X 4X(0) = (164/3,201/4,205/36,83/9,5/6)"

—
w
~—
Il
~

Por tanto, después de 20 anos (4 periodos), aproximadamente habra 55 hembras en
la primera clase, 50 de [5,10); 6 de [10,15), 9 de [15,20) y 1 entre 20 y 25 anos.
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(b) Comportamiento en el limite del modelo

Para conocer la dindmica del crecimiento del modelo
X(k)=LX(k—-1)=L'X(0), k=0,1,2---,

debemos recurrir al estudio de los valores y vectores propios de la matriz L de Leslie.
Recordemos que los valor propio son las raices de la ecuacién caracteristica:

aL— A ay as Qg
by XA 0 0
0 by =X 0
0 0 0 =X

p(A) = |L | = —0

Desarrollamos este determinante aplicando la definicién, o por elementos de una fila
o columna,

p(A) = (a1 — A)(=A)? — azbi(—A)? + agbibs(—X) — asbibsbs = 0,
simplificando
p(A) = A — a1 A® — agbi A* — asbibo\ — agbibybs = 0. (7.9)
A la vista de la expresion anterior, se justifica la introduccién de una nueva funcion,

(}\) o ﬂ agbl agblbg &4b1b2b3
V=T e Mo

Ahora, resolver la ecuacién p(A) = 0 es equivalente a resolver la equivalente g(\) = 1.
Un rapido estudio de la funcién g(A) nos permite deducir las siguientes propiedades:

(7.10)

= Decrece monétonamente para los valores de A > 0, ya que si
O0< M <A = q(r)<qlh).
= Tiene una asintota vertical en A = 0.

= El valor ¢(\) tiende a cero, cuando A — oc.

Estas propiedades nos permiten esbozar una grafica de la funcién ¢(\), la cual puede
verse en la Figura 7.13.

A

Figura 7.13. Representacién grifica de g(\)
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Observemos que existe un tnico valor \; positivo, tal que g(A;) = 1. Esto es, la
matriz de Leslie, L tiene un tnico valor propio A; positivo para el cual g(A) = 1.
Ademas, al ser ¢’(\1) # 0 la raiz serd simple, o bien, su grado de multiplicidad es 1.

El paso siguiente serd el de calcular el autovector propio asociado al valor propio
A1. Por definicién, A; es aquel valor no nulo que cumple, LU; = AUy, siendo U; el
vector propio asociado. Si X = (X1, X», X3, X4)7, entonces

ay — A a9 as ay X1 0

o by —-A 0 0 x| |o
(L=XMDX=0 = 0 by —A 0 X, |1 o
0 0 0 =X Xy 0

Como el sistema lineal homogéneo anterior es compatible indeterminado, suprimimos
la primera de las ecuaciones y llamamos X; = a. El resto de las incégnitas valen

( by by

Xo=—X = —
S VRS Vi
by Xo — M X3 =0 = X3:/\—X2=70é
bs X5 — X34 =0 1 1
b3 b3b2b1
Xy=—Xg3="—"—
D VR D

La solucién general del sistema homogéneo es el subespacio unidimensional de R?,

by byby  bsbob;  \©
S:{(a,/\—la,)\—%a, % a) coa#0p,

que puede ser generado por el vector

(1.0 by by’
7)\17 /\127 )\13

Generalizando el resultado anterior, concluimos diciendo que el vector propio asoci-
ado al valor propio dominante \;, para una matriz de Leslie de orden n es:

T
0, — bi biby bibabs b1babz -+ by 1
1 — 'Y ) N 29 N~ 3 o Ty T =1 .
AT A
Insistimos en el hecho de que al tratarse de un valor propio A; tnico el subespacio
S de vectores propios asociados serd de dimensién uno, y en consecuencia, cualquier

otro vector propio asociado a Ay serda un multiplo de U;. Estos resultados, podemos
resumirlos en la siguiente propiedad,

TEOREMA 7.4.1 Una matriz de Leslie L, tiene un inico valor propio positivo \y.
Este valor propio es simple y tiene un vector propio asociado Uy cuyas coordenadas
son todas positivas
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A continuacién intentaremos justificar que el comportamiento a largo plazo de las
edades de la poblacién quedara determinado por este valor propio A; y su vector
propio U; asociado.

TEOREMA 7.4.2 51 \; es el inico valor propio positivo de una matriz de Leslie
L y si \; es cualquier otro valor propio (real o complejo) de L, entonces:

Al <\

Para el estudio que estamos realizando se requiere que |\;| < A; para todos los
valores propios de L; en este caso, ya sabemos por el tema anterior, que \; sera un
valor propio dominante de L.

EJEMPLO 7.18

s Debemos observar que no todas las matrices de Leslie cumplen este requisito. En
1941 Harro Bernadelli publicd un trabajo en el Journal of the Burma Research Socie-
ty con el titulo “Population Wawes”, donde observé un comportamiento periédico
en lugar de un comportamiento estable de la poblacién. En concreto, propuso la
siguiente matriz:

0 0 6
_ | 1
L={3 00
0 1o
En este caso, los valores propios son :
1 V3 1 V3
)\1 ) )\2 2 + 9 7 >‘3 2 2 z,
con lo cual [A;] = |A2| = |A3] = 1 y por tanto, Ay = 1 no es dominante. No

obstante, esta matriz cumple que L? = I. Esto nos indicarfa, que cualquiera que sea
la distribucién inicial de las edades:

X(0)=X(3)=X(6)=-=X3k)=--

El vector de la distribucion de las edades oscila con periodo de tres unidades de
tiempo. Tales oscilaciones u ondulaciones de la poblacién no podria ocurrir si \;
fuese dominante.

La siguiente propiedad caracteriza a los valores propios dominantes:

TEOREMA 7.4.3 Si dos entradas consecutivas a;, a;y1 de la primera fila de la
matriz de Leslie son diferentes de cero, el vector propio positivo de L es dominante.
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Si tomamos los intervalos de clases lo suficientemente pequenos, entonces la propiedad
anterior se cumplira siempre. Por este motivo, de ahora en adelante supondremos
que se dan las condiciones para que el valor propio positivo sea dominante.

Sabemos, por el tema dedicado a la diagonalizacién de matrices cuadradas, que si
L es diagonalizable, entonces existira una matriz regular C' tal que,

M0 0 0
0 X 0 0 | .,
0 0 o 0 |=CTC
0 0 0 M\

La potencia k-ésima de la matriz de Leslie viene dada por,

A0 000
. o X o o | .
=cl g G o oo |C k=12
0 0 0 A

En consecuencia, para cualquier vector de distribucion inicial de edades, se tiene:

M0 0 0
— — k —
X(k)=LFX(0)=C 8 AO? Ao,g 8 C'X(0), k=1,2,
0 0 0 X

Dividiendo los dos miembros por A¥, obtenemos:

1 0 0
1 - 0 () o0 0 L=
)\—,fX(k;)—C 0 0 (i_f)k 0 C—X(0).
A
0 0 0 (A
Como \; es dominante, [A\;/\| < 1 para i = 2,3, 4. Se deduce que
Ai
;}irgo(x)kzo’ i=2,3,4.
En consecuencia
1 000
ol 0000/ 1o
;}LIEOA_TX(’“)_C 0000 |¢ X0
00 0O

Puede probarse, que el lado derecho de la igualdad, correspondiente al producto de
las matrices, coincide con

1 - .
lfim — X (k) =d U, (7.11)
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donde d > 0 es la componente del vector columna C~! X (0) y depende tinicamente
de la distribucién inicial X (0).

Esta tltima expresion (7.11) da para valores grandes de k la aproximacion X (k) =
d\Uy, o bien X (k—1) = dA¥~'U,. Si comparamos estas dos expresiones, observamos
que para k suficientemente grande

X(k) = d\U; = M\ dN 10, ~ M X (k—1).

Como conclusién, para valores grandes de tiempo:

Cada vector de la distribucién de las edades es un miiltiplo escalar
de la distribucion inmediatamente anterior, siendo esta constante el
valor propio positivo dominante de la matriz de Leslie.

La proporcién de hembras en cada una de las clases sera constante.

EJEMPLO 7.19

Supongamos que ahora la matriz de Leslie sea

0 4 3
1
L= 5 (1) 0
0 7 0
Resolviendo la ecuacion caracteristica :
3
\L—AI[:O:>)\3—2)\—§:0.

El valor propio positivo es el Ay = 3/2. Su vector propio asociado es

T T
= 1 1
Ul = ]-a bla b122 = ]-a Py .
JYRDY: 318

En consecuencia, para k suficientemente grande,

. 3.
X (k) ~ §X(kz— 1).
Por tanto, para cada periodo de tiempo (5 anos) aumentara en aproximadamente un

50 % el ntimero de hembras en cada una de las tres clases; como aumentard también
el nimero de hembras en la poblacion,

- 3 1 1\7"
By~d=)k (1, =, = .
o) ~ a3t (1 3. 15 )

Las hembras estaran distribuidas de acuerdo con la relacién 1 : 1/3 : 1/18; lo cual
corresponde a una distribucién del 72 % de hembras en la primera clase 24 % en la
segunda y 4% en la tercera.
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Si consideramos de nuevo la ecuacion
X (k) = d\FU,
que da el vector de distribucion de la poblacion por edades, para valores grandes de
tiempo. Se presentan tres casos que dependen del valor propio positivo ;.
= La poblacién finalmente crece si A; > 1.
= La poblacién finalmente decrece si A; < 1.
= La poblacién finalmente se estabiliza si A\ = 1.

Este ultimo caso es de especial interés ya que determina una poblacion de crecimiento
cero.

Para cualquier distribucion inicial de las edades, la poblacién tiende a una distribu-
cion en el limite que es algin multiplo del vector propio U;. Teniendo en cuenta que
LU, = \\U; = Uy, puede comprobarse que,

A =1<= a; + asb; + asbiby + - -+ ap,biby---b,_1 =1

La expresiéon R = aq + asby + - -+ + a,b1by - - - b,,_1 se conoce con el nombre de tasa
neta de reproduccién de la poblacion, y su interpretacién demografica es la de
ser el promedio de crias que tiene una hembra durante su esperanza de vida.

Por lo tanto, una poblacion es de crecimiento nulo si y solo si su tasa neta de repro-
duccion es igual a uno.

EJEMPLO 7.20

= Supongamos que una poblacién de animales hembras estd dividida en dos clases de
edades. En cada perfodo el 50 % de la primera pasa a la segunda. El ntiimero medio
de crias hembras de las de la primera clase es de 1 y de las de la segunda es 1.5.

Para construir el modelo de Leslie recordemos que conocemos por supervivencia el
porcentaje de hembras que sobreviven en un periodo de tiempo o mas y por fertilidad
el niimero de hembras que por término medio tiene en un periodo de tiempo cada
una de las hembras de la poblacién.

La expresién matricial del modelo de Leslie X (k) = LX (k — 1) es:

(38)-(& ) (388

Con los datos que tenemos,

(1) = ( 15000 ) _ ( 0%5 1(.)5 ) < 180) .
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Del mismo modo,

= 175 1 15 100
X(2)_<50>_<0.5 0)(50)’
y asi sucesivamente.

Para estudiar su comportamiento en el limite es necesario en primer lugar resolver
la ecuacion caracteristica,

|L—>\I|:O :>)\1:1.5; Ao = —0.5.

El vector propio correspondiente al valor propio positivo (que por el teorema estu-

diado serd dominante) es,
. b\ INT
U=(1,2) =(1,2) .
=(05) = ()

—

(k) ~ gX(k: _1),

Por tanto,

lo cual indica, que para valores de k grandes, en cada periodo de tiempo aumentara el
numero de hembras en un 50 % en cada una de las clases. Como ademas,

En consecuencia, las hembras estardn distribuidas de acuerdo a la proporcién 3 : 1.
EJEMPLO 7.21

La siguiente tabla corresponde a la distribucién en tres intervalos de edad de la poblacion
femenina de EEUU de hasta 44 anos en 1940 y 1955 (expresada en miles). Calcular la
poblacién en los anos 1970 y 1985.

EDAD || N. MUJ. 1940 | N. HIJAS 1940-55 | N. MUJ.1955 |

0-14 14459 4651 16428
15 - 29 15264 10403 14258
30 - 44 11346 1374 14837

= De la tabla anterior, se deducen los coeficientes

4651 14258
10403 14837
0 = 2 019101

11346
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con los que construimos la matriz de Leslie correspondiente

0.3217 0.6815 0.1210
L =10.9861 0 0
0 0.9720 0

Con ayuda del ordenador encontramos los valores propios de esta matriz,

A1 = 1.05941, A9 = —0.53186, A3 = —0.205852.

Al ser A1 = 1.05941 > 1 el valor propio estrictamente dominante, nos indica que la
poblacién crece cada 15 anos a un ritmo del 6 % (aproximadamente).

Si nos fijamos en el vector propio #; asociado al valor propio Ay,
71 = (0.620683,0.577732,0.530074) ,
podemos conocer cual sera la distribucion de las hembras por edades:

0.620683z + 0.577732x + 0.530074z = 100 = T = 57.86

Los porcentajes seran

Clase de 0 a 14 anos 57.87 x 0.620683 = 0.3591 (35.91 %)
Clase de 14 a 29 anos 57.87 x 0.577732 = 0.3340  (33.40%)
Clase de 30 a 44 afios 57.87 x 0.0.530074 = 0.3069 (30.69 %)

7.5. Tablas de vida y modelo de Leslie

El modelo de crecimiento discreto exponencial,
v = yor, t=0,1,2,---,
que hemos estudiados en la seccién anterior, o en su versién continua
y(t) =y(0)e™, t=0,1,2,--, (7.12)

es adecuado, por ejemplo, para describir la evolucién de una poblacion de bacterias
o de protozoos, en su primera fase de crecimiento. Sin embargo, la mayoria de las
plantas y animales no siguen estos modelos tan elementales, ya que, como hemos
tenido ocasién de comentar en la seccién anterior, los nacimientos y las muertes
dependen de la edad del individuo.

El objetivo basico de esta seccién, es el de aprender a calcular la tasa de reprodu-
ccién r para poblaciones donde la natalidad y la mortalidad dependen de la edad
del organismo. Ademéds construiremos un modelo matricial de Leslie a partir de los
datos presentados en una tabla de vida. Para que los resultados que obtendremos
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sean fiables, debemos insistir en el hecho de que nos encontramos en un medioam-
biente aislado que cuenta con recursos ilimitados, y que existe cierta estabilidad en
los parametros que definen al modelo.

Es conocido que una tabla de vida es una tabla estadistica, donde se recogen el
numero de individuos en cada una de las edades, sus probabilidades de superviven-
cia y sus tasas de fecundidad. Una primera dificultad con la que solemos encon-
trarnos al interpretar una tabla de vida es la del nimero tan elevado de notaciones
diferentes que se utilizan para representar a un mismo concepto. Por este motivo,
comenzaremos concretando la notacion que usaremos.

= Representaremos por x a la edad de un individuo, generalmente en anos,
aunqgue como puede entenderse esta unidad puede cambiarse.

De esta manera, un individuo tiene la edad 0 si se encuentra entre 0 y 12 meses.
Usaremos la constante k para referirnos a la edad final de la tabla de vida, que, en
la mayor parte de los casos, sera aquella en la que han muerto todos los individuos.
De forma equivalente, como ya ha quedado dicho, podemos representar también la
edad de un individuo por su clase de edad, de este modo, decir que una persona se
encuentra en la clase 7, es tanto como decir que su edad se encuentra entre 1 — 1 y
1. Por lo tanto, si el rango de las edades de la poblaciéon va de 0 a k, el rango de las
clases de edades va de 1 hasta k. Nosotros analizaremos el modelo y la tabla de vida
usando la notacion de las edades y dejaremos las clases de edades, como ya veremos,
para describir y analizar el modelo matricial.

Para que nuestro estudio sea coherente con la seccién anterior, seguimos suponiendo
que el nimero de hembras y machos son iguales y que estudiamos la evolucion de
una poblacion de hembras.

= Definimos la fertilidad como el nimero medio de hembras que han nacido al
finalizar la primavera de una hembra con una edad x determinada, y la repre-
sentaremos por b(x).

Por ejemplo b(5) = 3 significa que una hembra de 5 anos tiene por término medio,
al finalizar la primavera, 3 hembras recién nacidas. La fertilidad serd por tanto un
nimero positivo, que al expresar valores medios puede ser cero (el individuo de edad
x no es fértil), o bien un nimero decimal.

La Tabla 7.5 nos da una hipotética tabla de vida para un organismo que vive 4 anos.

L2 [ S() [ b(z) | U(z) = S()/S(0) | g(x) = Uz +1)/(2) |
0] 500 | 0 1.0 0.80
1] 400 | 2 0.8 0.50
2 200 | 3 0.4 0.25
3 50 | 1 0.1 0.00
4 0 [0 0.0 -

Tabla 7.5.
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A continuacién definiremos la tasa de supervivencia,

=  Representaremos por S(x) al nimero de individuos que han sobrevivido al
comenzar cada nuevo ano.

En la tabla anterior, comenzamos con 500 individuos, los cuales todos han fallecido
al iniciarse el quinto ano.

= Representaremos por l(x) a la probabilidad de que un individuo sobreviva desde
el nacimiento hasta comienzos de la edad x.

Por la definicién anterior, es evidente que

_ S(@)
l(z) = 50)°

La representacion gréfica de [(x) en funcién de = nos da una grafica que se conoce
con el nombre de curva de supervivencia. Es bastante corriente utilizar la escala
logaritmica, en el eje de abscisas colocamos la edad del individuo x y en el de
ordenadas In(I(z)). Estas curvas corresponden a algunos de los tipos que aparecen
a la izquierda de la Figura 7.14.

= La curva azul es tipica de poblaciones en las cuales la mayor mortalidad ocurre
en las edades mayores. Por ejemplo, en poblaciones humanas pertenecientes a
paises subdesarrollados.

= La curva en color verde se da cuando la mortalidad no depende de la edad.
Por ejemplo, en muchas especies de pajaros grandes y peces.

= Por ltimo, la curva roja es caracteristica de poblaciones con un alto niimero de
mortalidad infantil. Por ejemplo, en las plantas y en algunas especies animales
que necesitan de una gran descendencia para que la especie sobreviva.

Aln(l(X))

Tipe II1

X In(I(x))

Figura 7.14. Tipos de curvas de supervivencia.

Observemos en la Tabla 7.5 que I(1) = 0.8, es decir, el 80 % de la poblacién inicial
sobrevive hasta llegar a la edad 1. Nuestra poblacién corresponde al tipo I, como
puede observarse en la Figura 7.14 (derecha).
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» La probabilidad de supervivencia g(z), se define como la probabilidad de que
un individuo de edad x sobreviva a la edad x + 1, y viene dada por

l(z+1) '

g(z) = i)

EJEMPLO 7.22

Supongamos que para x = 0 tenemos 100 peces en un acuario. Contamos la poblacion
una vez al dia y obtenemos los siguientes datos:

X 0 1234|567 8|9 10|11
Num || 100 [ 85 | 72 | 61 | 52 |44 | 37 |31 | 26 | 22 |19 | 16
X 12 | 1314|1516 | 17 [ 18 [ 19 |20 | 21 | 22 | 23
Noim | 14 |12 10| 8 | 7| 6 | 5 | 4|3 |3 |22

Vamos a construir y comentar la curva de vida correspondiente a esta poblacion.

= De la tabla anterior obtenemos los diferentes valores de [(x) = S(x)/100, los cuales
se encuentran reflejados en la siguiente tabla:

z | 0] 1 [ 2347567 ] 38709
I(z) | 1 085072061052 044037031 0.26 | 0.22
x | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19
I(z) | 0.19 [ 0.16 | 0.14 | 0.12 [ 0.10 | 0.08 | 0.07 | 0.06 | 0.05 | 0.04
x | 20 | 21 | 22 | 23 | - - - - - -
I(z) | 0.03]0.037]0.02]002] - - - - - -

Con ayuda del Mathematicag), representamos graficamente estos datos,

1m

i |
| |
LR |
- = ...-"!'lllll}
5 1o 15 20 25

Figura 7.15. Representacién gréfica de (z,l(x))

La curva corresponde al tercero de los tipos estudiados en teoria. Es decir, estamos
ante una poblacién con una elevada tasa de mortalidad infantil.
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En nuestro ejemplo podemos ver en la Tabla 7.5 que la probabilidad de que un
individuo de edad 1 sobreviva y llegue a la edad 2 es de un 50 %.

Para poder estimar el valor r en (11.1) a partir de I(z) y b(x) es necesario encontrar,
en primer lugar, otros dos ntimeros como son la tasa neta de reproduccion y el
tiempo de generacion G.

s Se define la tasa neta de reproduccion R, como el niumero de individuos que
por término medio tiene una hembra durante toda su esperanza de vida. Es
decir,

R = 1(0)b(0) + [(1)b(1) + -~ + L(k)b(k) = Y U()b(z).

Si R > 1 la poblacion crecera exponencialmente, por el contrario si la tasa neta de
reproduccién es menor que uno la poblacién se extinguird y finalmente si R = 1
entonces la poblacion permanecera constante.

= Se define el tiempo de generacion, G, como la edad media de las hijas de todos
los individuos producidos.

El concepto fue dado en 1977 por Caughley, y a efectos practicos vale:

> l(@)b(z)x

G=20—

[(x)b(x)

=0

Si suponemos que la poblacion crece exponencialmente, sustituimos el tiempo G en
(11.1). De esta manera, Ng = Nye"®, o bien, Ng/Ny = €. El nimero Ng /Ny es
aproximadamente la tasa neta de reproduccién R.

El valor de r encontrado es sélo una aproximacién que se diferencia como maximo
en un 10% del valor real (Stearms 1992). Si deseamos saber el valor exacto de r
debemos resolver la ecuacion

1= e I(z)b(x), (7.13)

que es una adaptacién de la ecuacion de Euler (1707-1783). Desgraciadamente re-
solver (7.13) es bastante dificil. Lo que a efectos précticos se hace es calcular un
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primer valor aproximado r =~ In R/G y a continuacién sustituir este valor en (7.13).
En nuestro caso, de la Tabla anterior obtenemos los valores

1
R=29, G=148276, r= %R = 0.718061 ,
que al sustituir en (7.13) con r = 0.718061 comprobamos que 1.07733 > 1. Es decir,
el valor encontrado para r es demasiado pequeno. Probamos con diferentes valores y
finalmente vemos que r = 0.776 esta cerca del valor exacto de la ecuacion de Euler.

7.5.1. De las tablas de vida al modelo matricial

Desde este momento nos referiremos a la clase de edad a la que pertenece el individuo,
en lugar de referirnos a su edad. Hemos visto la manera de calcular el valor de
r, y en consecuencia, podemos predecir el tamano total de la poblacion usando
las ecuaciones del crecimiento exponencial (11.1). Pero también seria interesante
conocer como evoluciona el nimero de individuos que hay en cada una de las clases.
Supongamos que .

X(t) = (X1(2), Xa(t), - 7Xk(t))T )

donde X;(t) indica el nimero de individuos en la clase i para el tiempo t.

Para confeccionar el modelo de Leslie, necesitamos conocer los parametros de super-
vivencia y de natalidad. Si tenemos en cuenta las definiciones anteriores, la proba-
bilidad de que un individuo que se encuentra en la clase 7 sobreviva y pase a la clase
¢+ 1 vendra dada por

1)

bi: ) ':172737"'
i—1)° "

De manera similar, la natalidad de los individuos que se encuentran en la clase ¢
puede calcularse por
alzb(z)b,, 221,2,3,

En consecuencia, la evolucién de una poblacion divida en 4 clases de edades, puede
modelizarse por la ecuacién matricial en diferencias:

X1<t -+ 1) = CL1X1 (t) + a2X2<t) + CL3X3<t> -+ CL4X4(t)
Xo(t+1) = 0 Xy(t)
X3(t+1) = byXo(t)
O bien,
Xl(t + 1) a; QAo a3 Qg Xl(t)
Xot+1) | |y 0 0 O Xo(t) = e
Xs(t+1) 0 b 0 0] |xy0] T XEHD=LXO.
Xy(t +1) 0 0 by 0/ \Xyt)
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La matriz L sabemos que es la matriz de Leslie que tiene como primera fila los
valores de la natalidad y su subdiagonal principal son las probabilidades de su-
pervivencia, el resto de los elementos de la matriz son ceros. En la secciéon anterior
hemos demostrado que para una poblacién con pardmetros de nacimientos y muertes
constantes, independientemente de los valores iniciales, cuando ha transcurrido un
“nimero adecuado”de generaciones el porcentaje de individuos en cada una de las
clases permanece constante, aunque el tamano total de la poblacién crece exponen-
cialmente.

EJEMPLO 7.23
Supongamos la siguiente tabla de vida para una poblacion de caracoles:

Edad en afos H S(x) \ b(x) ‘

0 500 0
1 400 | 2.5
2 40 3
3 0 0

» Construimos la siguiente tabla para calcular i(z), g(z), Ry, G y estimar el valor de r.

’ x H S(x) \ b(x) \ l(x) = S(x)/S(0) \ g(z) =1z +1)/l(x) \ [(x)b(x) \ [(x)b(x)x ‘
0 || 500 0 1 0.8 0 0
1 400 2.5 0.8 0.1 2 2
2 40 3 0.08 0.0 0.24 0.48
3 0 0 0.00 — 0 0

Con los valores anteriores calculamos

3
R=> l(x)b(z) =224
=0

3
> l@)b(w)x
G = 2=0 _ 248 1.107 afios
3 2924
Zl(w)b(w)
=0

_ IR
G

r = 0.729 individuos/(individuos x ano)

Para encontrar el valor exacto de la tasa de reproduccién r utilizamos la ecuacion

de Euler ,
1= e " i(x)b(z),
x=0

el valor r = 0.729 se encuentra por debajo del valor exacto. Probamos con diferentes
valores hasta llegar al r = 0.749.
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= Para construir el modelo de Leslie empezamos completando esta otra tabla, para
encontrar las tasas de natalidad a;, i = 1,2,3 y de supervivencia b;, : = 1, 2.

Lz [ 1) [b() [ i [ b =100)/1(i —1) | ai =b(i)b; |
0 1 0 - - -
11 08 | 25 ||1 0.8 2
21008 3 2 0.10 0.30
3 0 0 3 0.00 -
Nuestro modelo matricial vendra dado por:
Xl(t + 1) 2 03 0 Xl(t)
Xg(t + 1) =108 0 O Xg(t) s
Xg(t + 1) 0 01 O Xg(t)

Si suponemos que X (0) = (50,100, 20)7, entonces podemos encontrar X (1) y X (2)

) X, (1) 203 0\ /50 130
e(1)=[X2(1) | = (08 0 0] [100] =1 40
X3(1) 0 01 0/ \20 10

X1(2) 203 0\ /50 272
X2)=|[Xx22) | =(08 0 0] [100] = (104
X3(2) 0 01 0 20 4

Podemos hacer una proyeccién de la poblacién teniendo en cuenta los valores y
vectores propios de la matriz de Leslie. Como no existen dos valores consecutivos de
a;, entonces la matriz L posee un valor propio dominante. En efecto, si utilizamos
el programa Mathematicag),

Eigenvalues|L]

{2.11355, -0.113553, 0}

Eigenvectors]L]

{{-0.93511, -0.35395, -0.01667 }, { 0.10594, -0.74621, 0.65713, }, { 0, 0, 1}}.
El valor propio dominante es A\; = 2.11355, es decir, a la larga, la poblacién crece a

un ritmo del 111 %. La estabilidad en los porcentajes en cada una de las clases viene
dada por el vector propio asociado al valor propio A\; = 2.11355.

0.935114/(0.935114 + 0.35395 + 0.0167467) = 0.72 = T72%
0.353950/(0.935114 + 0.35395 + 0.0167467) = 0.28 = 27%
0.016746/(0.935114 + 0.35395 + 0.0167467) =0.01 = 1%

Para terminar, podemos relacionar la tasa de reproduccion r del modelo exponencial
con el valor propio dominante En efecto, sabemos que

T, = Toe™ = Toe" " Ve" = ' T),_ .

Por otro lado, habiamos demostrado que T,, =~ A\171;,_1. En consecuencia, " = A1, o
bien r ~ In(A\1) = In(2.11355) = 0.748368.
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EJEMPLO 7.24

Supongamos la siguiente tabla de vida para una determinada poblacion:

Edad en anos x H S(x) \ b(x) ‘

0 500 0
1 400 2
2 200 3
3 50 1
4 0 0

» Empezamos completando la tabla para calcular I(x), g(x), Ro, G y estimar el valor
de 7.

’ x ‘ S(x) ‘ b(x) ‘ l(x) = S(x)/S(0) ‘ g(z) =lx+1)/l(x) ‘ [(x)b(x) ‘ l(x)b(x)x ‘
0| 500 0 1 0.8 0 0
1| 400 2 0.8 0.5 1.6 1.6
21 200 3 0.4 0.25 1.2 2.4
3 50 1 0.1 0 0.1 0.3
4 0 0 0 - 0 0

Con los valores anteriores calculamos

4
Ry =) I(z)b(x) = 2.9
=0
4
l(x)b(z)z
G—xz:(:)—“—lél&aﬁos
o4 29 7
> U(x)b(x)
=0
1
r=— C]j’o = 0.718 individuos/(individuosx afio)

= Supongamos que inicialmente la poblacion de caracoles es de 200 en la primera clase,
0 en la segunda, 0 en la tercera, y 0 en la cuarta. Estamos interesados en construir
la matriz de Leslie para esta tabla de vida y proyectar la poblacién “a largo plazo”.
Para ello elaboramos la tabla.

Lz i | U(a) [ b®) | b =1()/1(i —1) [ a; = b(i)b; |
0]-] 1 0 - -
11108 2 0.8 1.6
212104 ] 3 0.5 1.5
313101 1 0.25 0.25
4141 0 0 - 0
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El modelo escrito en forma matricial, es el siguiente:

nl(t—l— 1) 1.6 1.5 025 0 nl(t)

712(75 + 1) 0.8 0 0 0 ng(t) = o . o
ng(t—l-l) = 0 05 0 0 ng(t) :>N(t+1)—LN(t),t—0,l,2 .
n4(t—i— 1) 0 0 025 0 n4(t)

Sabemos que el vector de valores iniciales es
N(0) = (200,0,0,0)",

lo que nos permite proyectar la poblacién para cualquier ano. Por ejemplo, al cabo
de 5 anos
N(5)=LN(4) = L5N(0) = (7613,2804, 642, 75)T7

o bien, al cabo de 25 anos
N(25) = LN(24) = L®N(0) = (4.20 x 10'°,1.54 x 10'°,3.56 x 10%,4.09 x 10%)" .

Esto supone que un 68 % de la poblacién se encuentra en la primera clase, un 25 %
en la segunda, un 6 % en la tercera y un 1% en la cuarta. Si ahora cambiamos el
vector inicial, por ejemplo:

N(0) = (10, 10,10, 10)",

y realizamos las mismas proyecciones

—

N(5) = LN(4) = L°N(0) = (67,27,4,2)"
o bien, al cabo de 25 anos
N(25) = LN(24) = L¥ N(0) = (3.85 x 10”,1.41 x 10°,3.26 x 10%,3.75 x 10")" .

Es decir, los porcentajes en cada una de las clases son 68 %, 25 %, 6 % y 1%, idénti-
cos a los encontrados en el caso anterior.

El ejemplo nos muestra el efecto de los valores iniciales en el crecimiento de la
poblacion. Después de algunas fluctuaciones ambas poblaciones se com-
portan de manera similar. Si representamos graficamente las poblaciones para
cada una de las clases en diferentes anos, utilizando una escala logaritmica en el eje
de ordenadas, obtenemos lineas rectas, lo cual nos indica un crecimiento exponencial
de la poblacién.

Calculamos los valores y vectores propios de la matriz de Leslie.
L:={ {1.6, 1.5, 0.25, 0 },{0.8, 0, 0, 0 },
{0,0.5,0, 0}, {0, 0,0.25,0 } }
Eigenvalues[L]
{2.17332, —0.47682, —0.096498,0} ,

al ser el valor propio estrictamente dominante A = 2.17332 > 1, la poblacién crece
un 117 % cada ano. Lo cual supone un crecimiento exponencial con una tasa r =
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In2.17332 = 0.77625. Observemos que el valor de r encontrado es el valor exacto,
mientras que el obtenido en la primera parte del ejemplo » = 0.718 era un valor
aproximado. Si N (0) = (200, 0,0, 0)7 la poblacién total crece de manera exponencial
de acuerdo al siguiente modelo

P(t) = P(0)e"™ = 200e*770%

Para finalizar, representaremos graficamente las poblaciones de hembras para cada
una de las clases en las primeras 10 generaciones. Si N(t) = LN (0) entonces, en
el eje de abscisas situaremos los diferentes valores de ¢ = 0,---,10, y en el eje de
ordenadas los n;(t), i = 1,2, 3,4, correspondientes en la escala logaritmica.

Figura 7.16. Evolucién en cada clase de edad

La grafica en rojo corresponde a la clase de menor edad, la verde a la segunda, la
azul a la tercera y la coloreada en negro representa a las hembras de mayor edad.
Como podemos apreciar, a “largo plazo”la poblaciéon crece a un ritmo constante,
que coincide con la pendiente de las rectas (r = In2.17332 = 0.77625) y ademas los
porcentajes en cada una de las clases permanecen constantes (las cuatro rectas son
paralelas).

7.6. Modelo de Lefkovitch

A la hora de estudiar la evolucién de muchos organismos, la variable edad, que hemos
tenido en cuenta en el modelo de Leslie, no es la mas importante. Por ejemplo, en
el caso de los insectos, los individuos pasan por las etapas de ser huevos, larvas,
crisélidas y por fin adultos. La tasa de supervivencia (b;), puede estar més influen-
ciada por la etapas del insecto que por su edad. De hecho, la supervivencia de un
escarabajo no depende de que tenga 3 o 6 meses, sino de que sea una larva o que se
encuentre en la etapa adulta. El paso de una etapa a otra es a menudo bastante flex-
ible y depende de factores muy diversos como la densidad de poblacion, la cantidad
de comida suplementaria, la temperatura, la luminosidad, etc. Afortunadamente,
podemos modificar la matriz de Leslie para tener en cuenta estos factores.

En 1965 Lefkovich propuso un modelo matricial para estudiar la evolucién de una
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poblacién que generalizaba al modelo propuesto por Leslie. La diferencia fundamen-
tal entre ambos modelos reside en el hecho de que ahora se clasifica a los individuos
de la poblacion en etapas, en lugar de clases de edades.

L. P. Lefkovich nacié en Londres en el ano 1929, donde se gradué en zoologia,
entrando a trabajar en 1954 en el Agricultural Research Council Pest Infestation
Laboratory de Londres. Fue el primero en estudiar los modelos matriciales clasifi-
cando previamente a los individuos por etapas en lugar de por edades.

Modelo de Leslie

Figura 7.17. Comparaciéon modelos de Leslie y Lefkovich.

La Figura 7.17 ilustra de manera esquematica a los dos modelos. Ahora p; representa
la probabilidad de que un individuo que se encuentra en la etapa ¢ en el periodo
n permanezca en la misma etapa para el periodo siguiente n + 1. En consecuencia,
utilizando el razonamiento que venimos usando en los modelos discretos matriciales,
es facil comprobar que el modelo viene dado por,

171(]{7 —+ ].) P1 Qa2 as das J]l(k)
CL’Q(k’ + ].) o b1 D2 0 0 ZL’Q(]C)
£IZ’4(/€ + 1) 0 0 b3 P4 LC4(]€)

En contraste con la matriz de Leslie, ahora tenemos entradas positivas p;, en la
diagonal principal.

A continuacién mostramos una tabla que nos permite escribir la matriz de transicion
para un modelo simplificado que representa el ciclo de vida de un insecto, con tres
etapas (huevo, larva, adulto).

’ H huevo ‘ larva ‘ adulto ‘

huevo 0 0 EF,,
larva =y by 0
adulto 0 Pla Paa
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Como ejemplo més complejo, consideraremos un modelo que analiza el crecimiento
de una colonia de corales. Hemos considerado tres clases de tamanos (pequenos,
medianos y grandes). La tabla siguiente permite encontrar la matriz de transicion

’ H pequeno \ mediano \ grande ‘
pequeno | P, + Fy, | Py + Fop | Py + Fyp
mediano P, Pom Py,

grande Py Py P,

Como antes, la diagonal principal representa la probabilidad de que una colonia
permanezca en la misma clase de tamano. Los elementos de la subdiagonal principal
representan la probabilidad de que una colonia crezca y pase al tamano siguiente. Sin
embargo, ahora existe la posibilidad de que parte de la colonia pueda fragmentarse
(Pym) y pasar de ser grande a ser mediana, o bien (P,,) pertenecer a las colonias
pequenas. Las colonias pequetias pueden agruparse y formar colonias medianas (FPp,)
o directamente colonias grandes (P,,). Finalmente, observemos que la primera fila
es la suma de dos términos, el primero de ellos corresponde a la fecundidad, y el
segundo a la transicién de un estado a otro. Puede probarse que para este tipo de
modelos su comportamiento en el limite es exactamente igual al modelo de Leslie,
es decir:

= La poblacion tiene un tipo de crecimiento exponencial, y presenta una dis-
tribucién estable de etapas.

EJEMPLO 7.25

= La siguiente tabla muestra la matriz de transiciéon para un modelo simplificado que
representa el ciclo de vida de un insecto, con tres etapas (huevo, larva, adulto).

’ H huevo ‘ larva ‘ adulto ‘

huevo 0.25 0 2
larva 0.75 0.5 0
adulto 0 0.5 1

A continuaciéon vamos a realizar una proyeccién a largo plazo de la poblacién sa-
biendo que inicialmente hay 10 huevos, 5 larvas y 7 adultos.

Podemos calcular la poblacion después de 25 y 26 anos, utilizando el programa
Mathematicag.

Si x0 = (10,5,7)T es el vector de los valores iniciales, y A la matriz de transicién,

MatrixPower A, 25].x0
MatrixPower|A, 26].x0
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{547115.39, 390901.81, 355547.78}
{847874.41, 605787.45, 550998.68}

Es decir, tenemos un crecimiento con una tasa

847874.41  605787.45  550998.68
547115.39  390901.81  355547.78

= 1.549718,

que coincide con el valor propio dominante de la matriz A.
Eigenvectors[A]

{ 1.5497176, 0.10001411+0.744708 i, 0.10001411+0.744708 i }
A la larga, la poblacién crece a un ritmo del 55 %.

La distribucion entre etapas es

547115.39
= 0.422
547115.39 4 390901.81 + 355547.78 0 9
390901.81
= 0.30218
947115.39 + 390901.81 + 355547.78
47.
355547.78  0.27485

547115.39 4 390901.81 + 355547.78

La estabilidad en los porcentajes en cada una de las etapas viene dada por el vector
propio asociado al valor propio A\; = 1.54971

Eigenvectors[A]

{{0.7192950, 0.5139203, 0.467440}, {0.7195268 — 5.5511151 10~ 174, —0.302013 —
0.5624783 7, —0.053913+0.26791885}, {0.7195268 +5.5511151 10717 i, —0.302013 +
0.5624783 7, —0.053913 — 0.26791885}

0.719295/(0.719295 + 0.5139203 + 0.467440) = 0.422952 = 423 %
0.513903/(0.719295 + 0.5139203 + 0.467440) = 0.302189 = 30%
0.467440/(0.719295 + 0.5139203 + 0.467440) = 0.274859 = 27.7%

Podemos comprobar el resultado encontrando los porcentajes, por ejemplo, en la
poblacién al cabo de 25 anos,

547115.39/(547115.39 + 390901.81 4 355547.78) = 0.422951
390901.81/(547115.39 + 390901.81 + 355547.78) = 0.302189
355547.78/(547115.39 + 390901.81 + 355547.78) = 0.274859

Estos modelos matriciales basados en el tamano y no en la edad, suelen utilizarse
para estudiar la evolucion de poblaciones de plantas, donde es mas facil medir su
tamano que conocer su edad. Recordemos que en estos modelos, estamos suponiendo
que las tasas de supervivencia y reproduccién son constantes y esto hace que en la
practica solamente podamos usarlos para periodos cortos de tiempo, para los cuales
estas hipotesis son ciertas.
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7.7. Modelos que dependen de la densidad

En ciertas ocasiones, es posible que no todos los individuos de la poblacién se re-
produzcan y mueran con la misma tasa. Recordemos que la hipdtesis que venimos
manteniendo en este tema, es que era la edad la que produce la modificacion de las
tasas de supervivencia y natalidad, lo cual daba lugar al modelo de Leslie, que es
independiente de la densidad de la poblacion.

Es posible introducir esta nueva hipétesis en el estudio de los modelos matriciales.
Por ello, al construir un modelo debemos tener en cuenta las siguientes conside-
raciones:

= ;Dependerd la tasa de natalidad, o la tasa de supervivencia, de la densidad de
la poblacién?.

= ;La densidad depende s6lo de la poblacién total o por el contrario el efecto
estd distribuido sobre varias clases de edades?

= ;Son los efectos de la densidad instantdneos, o existe un tiempo de retardo?

7.7.1. Caso practico

Como un ejemplo que ilustra los comentarios anteriores comentaremos el trabajo de
Law (1975), relacionado con un tipo de hierba llamada Poa annua. Para estudiar
su crecimiento, Law considerd cuatro clases de edad y ademas la etapa de semillas
(Figura 7.18). La duracién de cada clase era aproximadamente de ocho semanas.

Semillas

8]
p|:| p1 IE

Figura 7.18. Ciclo de vida de Poa annua.
La matriz de transicion para este ciclo de vida viene dada por

ps 0 By By Bs
g 0 0 0 O
0 ppo 0 0 O
0 0 ppo 0 O
0 0 0 p2 O
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siendo su estructura muy parecida a la matriz de Leslie. No obstante, la incorpo-
racién de un banco de semillas (semillero) en el modelo hace que el primer elemento
de la matriz p, sea la probabilidad de que una semilla sobreviva pero no germine.
Law encontré de manera experimental los siguientes valores

0.75 — 0.25e%00005N i N < 27726
po(N) =
0 si N > 27726
ps = 0.2
gs(N) = 0.05
Bi(N) = B3(N) = 100e-0-0001N
BQ(N) — 200670'0001]\[

siendo N la densidad de la poblacién. La representacion grafica de dichas funciones
es la siguiente:

0.5 200
150
100

50

5000 10000 15000 20000 1000 2000 3000 4000 5000

Figura 7.19. Izquierda = po(N). Derecha= Bi(N) = B3(N) (rojo), Ba2(N) (azul).

Como puede apreciarse, entre dos intervalos de tiempo, el 20 % de las semillas del
semillero sobrevivian pero seguian dormidas, mientras que 5 %de ellas germinaban.
La proporcién de individuos que sobreviven pg es inicialmente 0.75 cuando la densi-
dad de la poblacién es muy baja, pero a medida que ésta aumenta, dicha proporcién
va disminuyendo.

Puede comprobarse que la poblacion crece y ademés se mantienen constantes las
proporciones de cada una de las clases .
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 6

1.- Supongamos un sistema con dos estados: un cazador dispara contra unos
animales. Existe el estado E; de acierto, y el estado F, de fallo. Se sabe
que si el cazador acierta, entonces en el segundo disparo tiene una proba-
bilidad de 3/4 de acertar. Si por el contrario en un disparo falla, entonces
la probabilidad de acertar en el siguiente es de 1/2.

= Escribir la matriz estocastica A que representa a esta cadena de
Markowv.

= Dibujar el diagrama de estados de la cadena.
= ;Es la cadena regular?.

= Encontrar el valor de A’ y analizar el resultado.

2.- Se encierra a una rata en una caja dividida en compartimentos con puer-
tas que los comunican segin se muestra en la figura. Cuando la rata sale
de un compartimento elige uno al azar.

= Indicar si el proceso puede representarse por una cadena de Markov.
= En caso afirmativo, calcular la matriz de transicién A.

= Estudiar si la cadena es regular.

= Dibujar el diagrama de estados.

= Estudiar la evolucion a largo plazo del proceso.

3.- Las familias de un pais se clasifican segin residan en areas rurales, ur-
banas o suburbanas. Los estudios de movilidad demografica estiman que,
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ot
1

en promedio, en el curso de un ano, el 15 % de las familias urbanas cam-
bian de residencia y se trasladan a un area suburbana, y el 5% a un area
rural; mientras que el 6 % de las familias residentes en areas suburbanas
se trasladan a areas urbanas, y el 4% a &areas rurales, y finalmente el
4% de las familias rurales emigran a las areas urbanas y el 6% a las
suburbanas.

= Calcular la probabilidad de que una familia que vive ahora en un
area urbana siga viviendo en un area urbana dentro de dos anos?.;Y
en una suburbana?

= Supongamos que actualmente el 40 % de las familias del pais vi-
ven en areas urbanas, el 35 % en suburbanas y el 25 % en rurales
. Qué porcentaje de familias viviran en areas urbanas dentro de dos
anos?,

= ;Qué distribucion de poblacion es de prever en el futuro?

En la herencia autosémica, supongamos que cada planta se fecunda con
una de su propio genotipo. Construir un modelo matricial y analizar su
comportamiento a largo plazo.

El parque natural Sierra de Cazorla decide programar mensualmente sus
visitas guiadas siguiendo el siguiente método: Si en un mes se visité el
pueblo, al mes siguiente se visitara, dos de cada tres veces el parador,
y una de cada tres veces el interior del parque. Si la visita fue al in-
terior, al mes siguiente sera a cualquiera de los tres lugares con igual
probabilidad. Finalmente, si la visita fue al parador, al mes siguiente se
visitara el parador una de cada tres veces, y el pueblo de Cazorla dos de
cada tres veces. Después de seguir este esquema durante cinco anos, jse
habra cumplido con la programacién del parque de visitar al menos un
25 % el parador nacional de turismo?

El siguiente modelo discreto matricial X (t41) = AX(t), siendo t =0, 1, 2---
las distintas generaciones (periodos), representa a una poblacién de ve-
nados hembras con

A:(O(.)6 0%8)’ X(O>:<;88>‘

= Demostrar que a largo plazo la poblaciéon crecera por un factor
aproximado de 1.27

= Supongamos que no deseamos que la poblaciéon crezca. Podemos
controlar dicha poblacién eliminando algunas hembras. Si a repre-
senta la proporcién de hembras que sacrificamos en cada periodo,
explicar por qué ahora la matriz que representa al modelo es:

0o 1
A= ( 0.6 08—a ) '
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= Explicar por qué no es deseable un a = 0.6

= Experimentar con diferentes valores de o« de manera tal que la
poblacion de hembras no crezca ni desaparezca.

7.- Supongamos un modelo de Leslie para describir la evolucién de una poblacién
divida en 7 clases de edades X (t+ 1) = LX(t),t=0,1,2,---, con

0 0 019 044 0.80 0.50 0.45 521

087 0 0 0 0 0 0 403

0O 08 0 0 0 0 0 316

L=| o o0 08 0 o0 0 0 |, X(0)=] 253
O 0 0 08 0 0 0 200

O 0 0 0 08 0 0 143

o 0 0 0 0 087 0 411

s ;Cudl es la interpretacién de los valores L ;,j > 27

s ;Cudl es la interpretacién de los valores L; 1 ;,1 <1 <67

= Calcular el valor propio dominante de L, e interpretar el resultado.

= Encontrar la tasa r de crecimiento de la poblacién teniendo en cuen-
ta el resultado obtenido en el apartado anterior.

= Calcular el vector propio asociado al valor propio dominante, e in-

terpretar el resultado.

8.- Una sala de cine decide programar las peliculas segiin el siguiente méto-
do: si una semana se proyecté una norteamericana, a la semana siguiente
se programara, dos de cada tres veces, una espanola, y una de cada tres
veces, una francesa. Si la pelicula programada fue francesa, dos de cada
tres veces sera norteamericana y una de cada tres francesa. Finalmente,
si la pelicula programada fue espanola, la semana siguiente se progra-
mara espanola una de cada tres veces y norteamericana dos de cada tres
veces. Si inicialmente las cuotas de pantalla son el 50% para el cine
norteamericano, el 35 % para el cine espanol, y el 15 % para el francés.

= ;Estamos ante una cadena de Markov regular? Justifica la respuesta.

= Comprueba que la matriz que representa al modelo tiene a A = 1

como valor propio.

= Analiza el comportamiento a largo plazo del modelo para contestar
a la siguiente cuestiéon. Después de seguir este esquema durante un
“largo plazo”, ;se habra cumplido con la cuota de pantalla que exige
programar al mes el 25 % de peliculas de produccién nacional?

9.- Supongamos el modelo discreto matricial

— —

X(tr1) = AX(t), t=0,1,2,- -

05 0 O
A= 0 025 0
0.5 075 1
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10.-

11.-

12.-

= ;Son todos los estados accesibles?

—

= Si X(0) = (10,20,0), ;cudl serd la distribucién después de 30 anos?

Una poblacién de aves se encuentra repartida entre dos humedades A y
B. Se sabe que cada dia un 20 % de aves del A se traslada a B mientras
que un 30 % de aves de B lo hace a A.

= Si inicialmente hay el mismo nimero de aves en cada humedad,
;.qué porcentaje de éstas se encuentran en cada uno de ellos después
de dos dias?

= ;Qué porcentaje de ellas debe haber en cada humedad si se sabe
que este porcentaje se mantiene constante a través del tiempo?.
Comprueba el resultado

s ;Cudl es el porcentaje de aves en cada humedad después de un
numero elevado de dias?

Se pretende realizar el estudio de la contaminaciéon de cierta regién en
la que se estan produciendo vertidos industriales. Se han clasificado los
terrenos en los siguientes niveles de contaminacién: (a) terrenos limpios,
(b) terrenos con nivel de contaminacién medio, y (c) terrenos con nivel
de contaminacion alto. Se comprueba que la evolucién de la contami-
nacion de un ano para otro se ajusta a los siguientes datos. Cada ano se
contamina un 30 % de los terrenos limpios de la siguiente manera:

= El 20 % con un nivel de contaminacién medio

s El 10 % con un nivel de contaminacién alto.

Anualmente el 30% de los terrenos con nivel de contaminacién media
pasan a tener contaminacion alta. Ante esta situacién, la autoridades
emprenden un plan de recuperacion de las zonas contaminadas. El plan
actia directamente sobre los terrenos méas contaminados consiguiendo,
por un lado, limpiar totalmente el 70 % de los terrenos con contami-
nacién alta, y por otro, reducir la contaminacién de otro 10 % de zona
de alta contaminacion que pasa a contaminacién media. El territorio es-
tudiado tiene una extensién de 1000 hectareas e inicialmente todas el-
las estaban limpias. Estudiar la tendencia pasado un nimero suficien-
temente grande de anos, ;cuantas hectareas de terreno estaran total-
mente limpias?, ;cuantas hectareas de terreno estaran con una alta con-
centracién de productos contaminantes?

Una poblacién de ardillas esta divida en tres clases de edades de dos anos
de duracion, a las que llamaremos jovenes, medianas y adultas. La matriz
de Leslie viene definida de la siguiente manera: una hembra joven aporta
otra hembra y una mediana 24, ademas la cuarta parte de las jovenes
sobreviven para llegar a medianas y el 50 % de las medianas se hacen
adultas.
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= Estudiar la evolucién de la poblaciéon a través de la tasa neta de
reproduccién.

= ;Tiene la matriz L un valor propio estrictamente dominante? Justi-
fica la respuesta.

= Calcular el % de crecimiento o decrecimiento de la poblacién.
= Si X(0) = (40, 20,30)7. ;Cudl sera la poblacién cuatro afnos después?.

= Si sabemos que a largo plazo la poblaciéon de ardillas sera de 7900.
. Como estaran distribuidas en cada una de las clases?.

13.- Dado el modelo discreto matricial de Leslie,

l’l(t+1) . 1/3 1 1‘1(75)
zo(t+1) )\ a 0 xo(t)
= Si la unidad de tiempo se considera un ano, explicar el significado

de cada uno de los coeficientes de la matriz

= Calcular los valores de « para los cuales la poblacién a largo plazo
desaparece, permanece constante y aumente indefinidamente.

= Hallar el valor de a para que la poblacién crezca un 10 % anual
. Tienden las clases de edad, en este caso, hacia unas proporciones
constantes? En caso afirmativo, encontrarlas.

14.- Sea la matriz

0 0 2
A= 3/4 0 o0
0 1/2 0

14.a.- ;Es A una matriz de Leslie? Justificar la respuesta e interpretar
biologicamente los elementos de la matriz.

14.b.- ;Tiene la matriz A algiin valor propio positivo estrictamente domi-
nante? Justificar la respuesta

14.c.- Sea el modelo matricial:
Z(t+1) = AZ(t), t=0,1,2,,---.

Si #(0) = (100,100, 100)”, ;cuél sera el valor aproximado de #(30)?

15.- Sea una poblaciéon de hembras dividida en tres clases de edades de 5 anos
de duracién. Su evolucion esta determinada por un modelo de Leslie
siendo su matriz,

1 a9 2
L=|1/2 0 0
0 2/3 0

= ;Desaparecera esta poblacién a largo plazo?
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= Encontrar el valor de as para que cada 5 anos la poblacién aumente
en un 50 %

= Para el valor de as anteriormente encontrado. Si a largo plazo el
nimero de hembras es de 800, ;cuantas de ellas seran jévenes?
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Tema &8

OTROS MODELOS MATRICIALES

8.1. Introduccion

En este tema mostramos algunos ejemplos mas elaborados de modelos matriciales
que los estudiados en el tema anterior. Se inicia con dos casos practicos en dinamica
de poblaciones. En el primero se realiza una proyeccion para los proximos anos de una
colonia de pajaros, tomando como punto de partida los datos reales correspondientes
al periodo 1991 - 1994. En el segundo se prueba como la reduccién de una poblacion
de ardillas modifica la tasa de crecimiento de la poblacién.

A continuacion se presenta un modelo elemental que simula la produccién de células
rojas del cuerpo humano. Finalmente, se ofrece un modelo que puede ser utilizado
en la gestién de un coto de caza o una granja para la explotacion duradera de una
poblacion de animales y otro modelo para explotar de una forma racional la madera
de un bosque.

8.2. Dinamica de una poblacién de pajaros

El Helmeted Honeyeater (Lichenostomus melanops cassidiz) es un tipo de pajaro
de Australia que actualmente se encuentra en peligro de extincién. En esta seccion
construiremos un modelo matricial con el objetivo de estudiar la evolucion de la
poblacién en los proximos anos, basandonos en los datos que aparecen en la si-
guiente tabla, correspondientes al periodo 1991-1994.

235
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| Edad || 1991 | 1992 | 1993 [ 1994 |

0 26 28 27 29
1 16 17 20 20
2 12 11 13 14
3 9 8 9 10
4 7 6 6 8
) ) 4 ) )
6 4 3 3 4
7 3 3 2 3
8 2 2 2 2
9 1 1 1 2

| Total | 85 | 83 | 8 [ 97 |

Empezamos definiendo las hipdtesis basicas sobre las que construiremos nuestro
modelo.

= Dividiremos la poblacién en cinco clases de edades. En la primera de ellas se
encontraran los pajaros hembras de edad 0, es decir de 0 a 12 meses, y en la
ultima las hembras de 4 anos o més (de 48 meses en adelante).

= Por la informaciéon de que disponemos, supondremos que las hembras de la
primera clase no son fértiles y las fertilidades del resto de las clases son iguales.

= Los pardmetros de natalidad y supervivencia se mantienen constantes.

En la tabla 8.1 hemos dispuesto el niimero de pajaros hembras para cada una de las
cinco clases en el periodo 1991-1994.

| Clase | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 |
1 26 | 28 | 27 [ 29
2 16 [ 17 [ 20 | 20
3 12 [ 11 | 13 | 14
4 9 8 9 [ 10
5 22 | 19 | 19 [ 24

| Total | 85 | 83 | 88 | 97 |

Tabla 8.1

Una rapida mirada al numero total de individuos, nos permite conjeturar que la
poblacién tiende a crecer con el paso del tiempo. Podemos encontrar una primera
aproximacién de este crecimiento haciendo la media aritmética de los datos que
disponemos. Es decir,
83 |, 88 | 97
85 8 & 833 88 — 1.04633,



8.2 Dinamica de una poblacién de pédjaros 237

la poblacién crece ano tras ano a una media aproximada del 4.63 %.

Como sabemos, la primera fila de la matriz de transicién del modelo, esta formada
por las tasas de natalidad,

28 27 29
+ +
85-26  83-28 = 88-27 _ () 480298 .

3

Por otro lado, el elemento as; representa al porcentaje de individuos de la primera
clase que sobreviven al pasar un ano para llegar a la segunda,

CL11:0, a2 = 13 = Q14 = Q15 =

17 20 | 20
a9 = % = (.702958..

De forma similar, el resto de las tasas de supervivencia seréan,

11 13 14
16 + 17 +

Qg = S 20 — ().717402
8 9 10

ay3 = 121—3113 =0.751338
6 6 8
2 + 2 + he)

a5y = 2 ; 9 — (.7682.

Por tltimo, encontramos la probabilidad de que una hembra de la tdltima clase siga
permaneciendo a la misma clase en el ano préximo,
13 , 13 , 16
ar5 = 221—3919 = (0.705433.
En consecuencia, el modelo matricial X(t) = Aff(t —1),t=1,2,--- que representa
a la dinamica de esta poblacién de Helmeted Honeyeater es:

X (t) 0 048 048 048 0.48 Xi(t—1)
X,(t) 0.702 0 0 0 0 Xy(t—1)
Xs(t) =] 0o o077 0 0 0 X3t —1)
X4(t) 0 0 0751 0 0 Xa(t—1)
Xs(t) 0 0 0  0.7682 0.705 Xs(t—1)

Si tomamos como vector inicial
X0) = (26,16,12,9,22)"

podemos saber la “bondad”del modelo, calculando el niimero de individuos en las
siguientes generaciones. De esta manera, para el ano 1992 el modelo predice

X (t) 0 048 048 048 0.48 26 28
Xa(t) 0.702 0 0 0 0 16 18
Xs(t) =] o o077 o0 0 0 12 |~ | 11
X4(t) 0 0 0751 0 0 9 9
X5 (t) 0 0 0 0.7682 0.705 22 22
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En la tabla siguiente pueden verse las proyecciones de la poblacion para distintas
generaciones,

| Clase || 1991 | 1992 | 1993 [ 1994 | 1995 || 2011 | 2012 |
1 26 [ 28 [ 29 | 31 | 32 | 69 | 73
2 16 [ 18 [ 20 | 21 | 22 [ 47 | 49
3 12 [ 11 [ 13 ] 14 ] 15 || 32 | 33
4 9 9 9 |10 [ 11 || 23 | 24
5 22 | 22 | 23 | 23 [ 23 || 51 [ B3

| Total || 85 | 88 | 94 | 99 | 103 | 222 | 232 |

El modelo prevé un crecimiento de la poblaciéon con una tasa

88 94 99 103
85 + 88 + 94 + 99
4

= 1.048,

del 4.8 %, muy parecida a la obtenida con los datos reales de los primeros afios.
Ademsds, en el periodo 2011 - 2012 la poblacién se espera que crezca 232/222 =
1.04505, un 4.5 %.

Si utilizamos el programa Mathematicag para conocer los valores y vectores propios
de la matriz A, obtenemos A; = 1.04897 como valor propio dominante y

U, = (0.659, 0.441, 0.301, 0.216, 0.482)" ,

su vector propio asociado. En consecuencia, a largo plazo, la poblacién crecera a un
ritmo del 4.897 % anual, y los porcentajes de hembras en cada una de las clases se
mantendran constantes, tal y como puede observarse en la Figura 8.1.

MW

25 F
20

15 |

\/—__—_—_——

T e

13932 1232 19394 19393 1936 1937

Figura 8.1. Rojo=clase 1, verde=clase 2, azul=clase 3, negro=clase 4, amarillo=clase 5
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8.3. Dinamica de una poblacién de ardillas

Recordemos que entendemos por dinamica de la poblacién a la variacién del nimero
de individuos de una poblacién en funcién del tiempo. Como un caso particular de
este tipo de dindmica, mostraremos un ejemplo concreto que corresponde a la evolu-
cién a largo plazo de una poblacién de ardillas (Spermophilus armatus).

Estas ardillas pueden encontrarse en el estado de Utah en USA, y suelen desper-
tarse de la invernacién cada ano a finales de Marzo o primeros del mes de Abril,
dependiendo de las condiciones climatolégicas. Las hembras paren muy rapidamente
después de despertar y establecer su territorio. En los primeros dias de Mayo nacen
las crias y las ardillas jovenes dejan sus madrigueras aproximadamente tres sem-
anas después. Durante los meses de Junio y Julio todas las clases de edades y sexos
son activas. Finalmente, los adultos comienzan la hibernacién a finales de Julio, de
tal manera que en Septiembre todas las ardillas estan de nuevo invernando en sus
madrigueras.

La investigacion se realizé en dos fases, la primera de ellas se desarrollé desde 1964
a 1968, y se dejo plena libertad a la poblacién. En este caso, el nimero de ardillas
fluctud entre 178 y 255, con una media de 205. La primera parte de la tabla 8.2
corresponde a la tabla de vida durante esa primera etapa.

La segunda fase se desarrolld entre los anos 1968 - 1971 y los investigadores inter-
vinieron reduciendo la poblacién a 100 ardillas. La segunda parte de la tabla 8.2
muestra su tabla de vida, para esta segunda etapa.

| x(ano) | 1(x) |bx) [ I(x) | b() |
0.00 1.000 | 0.00 || 1.000 | 0.00
0.25 | 0.662 | 0.00 || 0.783 | 0.00
0.75 | 0.332 | 1.29 || 0.398 | 1.71
1.25 | 0.251 | 0.00 || 0.288 | 0.00
1.75 || 0.142 | 2.08 || 0.211 | 2.24
2.25 ] 0.104 | 0.00 || 0.167 | 0.00
2.75 0.061 | 2.08 || 0.115 | 2.24
3.75 | 0.026 | 2.08 || 0.060 | 2.24
4.75 0.011 | 2.08 || 0.034 | 2.24
5.75 | 0.000 | 0.00 || 0.019 | 2.24
6.75 - - 0.010 | 2.24
7.75 - - ][ 0.000 | 0.00

Tabla 8.2.

Si analizamos los resultados utilizando como software Populusg, observamos que
durante la primera de las fases las tasas de nacimientos y muertes estaban equili-
bradas, generando una tasa de crecimiento negativo (r=-0.0207 ardillas/(ardillasx
ano)).
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R_0=0.9275:; 6-3.6237: r=-0.0207: InR_0/6=-0.0208

Figura 8.2 Evolucién de A\ = e” (primer caso)

En la Figura 8.2 se aprecia que a medida que aumentamos el niimero de anos, A = e”
tiende al valor 0.979512.

La Figura 8.3 representa la distribucién estable de clases

R_0=0.9275; 6=3.6237: r=-0.0207: InR_0/6=-0.0208

L4

Proportion of Ropulation figer

Figura 8.3. Distribucién por edades (primer caso)

Cuando se reduce la densidad de poblacion de ardillas, la natalidad supera a la mor-
talidad y se produce un aumento considerable en la tasa de crecimiento (r=0.1267
ardillas/(ardillasx ano))
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R_0-16863; 6=4.1243; r=-0.1367: InR_0/6=-0.1267

3.3 112
lime Interwal t=1 10 t

Figura 8.4. Representacion grafica de A (segundo caso)

La Figura 8.4 muestra como ahora la estabilidad en las clases de edad tiene una
tendencia diferente a la primera de las fases estudiadas.

R_0:16863; 6=4.1243; r=-0.1367: InR_0/6=-0.1267

Figura 8.5. Distribucién por edades (segundo caso)

En conclusion, la reduccion en la densidad de la poblacién pone de manifiesto
que el agrupamiento tiene muchos efectos escondidos detras de una determinada
tasa de crecimiento. Por ejemplo, la natalidad, la mortalidad y la estabilidad en la
estructura de edad, son muy sensibles a la densidad de la poblacién.

8.4. Modelo para la produccién de células rojas

En el sistema circulatorio las células rojas son las encargadas de transportar el
oxigeno a través del cuerpo. En este proceso son destruidas y reemplazadas de forma
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constante, por lo que su nimero debe mantenerse en un nivel fijo. Nos proponemos
construir un modelo muy simple que simule la produccion de estas células rojas en
el cuerpo, para lo cual empezamos considerando unas hipdtesis basicas de partida.

1.- El bazo filtra y destruye una cierta fraccion de células al dia.

2.- La médula 6sea produce un ntimero proporcional al nimero de células perdidas
en el dia anterior.

Tomando a estas restricciones como punto de partida, nuestro objetivo sera de-
terminar el nimero de células rojas existente para un dia cualquiera k Para ello,
representaremos por,

= R, al nimero de células rojas en circulacion en el dia k.

= M al nimero de células rojas producidas por la médula en el dia k.

= « a la fraccién destruidas por el bazo.

= v a la produccién constante (nimero producido por nimero perdido.)
De las hipétesis y definiciones anteriores se deduce que,

Rk-Jrl = (1 — Oé)Rk + Mk
Miiw = vyaRy

o bien, matricialmente

Rk+1 l1—a 1 Rk b b
= . X(k+1)=AXk), k=1,2,3---.
(MkH) (VO‘ 0)<Mk) (E+1) (*)

Para estudiar su evolucion en el tiempo, es necesario encontrar la potencia de la
matriz A, ya que X (k) = AX(k — 1) = A*X(0). Necesitamos conocer, en primer
lugar, los valores propios de la matriz A.

A= {{1 - Oé}, {Pyaa O}}
Eigenvalues|A]
1—a—8qrt[(—-1+a)*+4ay], 1—a+Sqrt[(—1+ a)?+ 4ay]

{ . g . NCEY

Veamos a continuacién que el comportamiento del modelo dependerd de los valores
propios de la matriz de transicion A.

= Si los dos autovalores son menores que uno y D = C 1AC es la matriz
diagonal, entonces D* tiende a la matriz nula cuando & — oo. En consecuencia,
AF = CD*C~' tiende a largo plazo a la matriz nula, y en el cuerpo no
quedaran células rojas.
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» Si al menos uno de los autovalores es mas grande que uno, entonces D*
crecerd cuando k — oo, y A* también lo hara. Esto significa que el niimero de
células rojas aumentara de forma continua con el tiempo y llegard un
momento en el que el individuo fallecera.

= Entonces la tnica forma de mantener constante el naimero de células
rojas, seria cuando existiese un valor propio dominante que valiese
uno.

Pero teniendo en cuenta (8.1), esto tltimo ocurrird si y sélo si v = 1. Supongamos,
por tanto, que v = 1 con \; = 1 y Ay = —a, si calculamos los vectores propios
asociados

—

le = (L OZ), U = (]-7 _1) :
que nos permiten escribir
_ 1 l+a(—a)* 1—(—a)*
Ak — Dk 1 _
A pa ( o(l—(—a)") a+(-a)t )
y deducir

B 1
14«

R(k) (1 + a(=a)")R(0) + (1 — (—a)*)M(0)) .
Como la fraccion de células rojas a es reemplazada por el bazo cada dia, si k es
suficientemente grande, entonces R(k) tiende al valor de equilibrio R*, siendo

R(0) + M(0) '

R =
1+«

(8.2)

Conclusiones:

1.- Alser (—a) negativo, al calcular (—a)* con k — oo, el ntimero de células rojas
oscilard (dependiendo de que k sea par o impar) para aproximarse al punto de
equilibrio (8.2). Una posible explicacién biolégica de este hecho puede deberse
al efecto de retardo, ya que el nimero de células rojas que la médula désea
produce hoy esta en funcion de las que se destruyeron ayer.

2.- La convergencia hacia el punto de equilibrio (8.2) serd muy répida si « es
pequeno, y esto significaria que el bazo filtra pocas células rojas del dia anterior.

3.- Cuando se extrae sangre se reducen las cantidades R(0) y M(0) y hay una
reduccion en el punto de equilibrio que no se recupera con el tiempo. Este
comportamiento del modelo entra en contradiccion con la realidad, y por ello
es necesario modificarlo. Una posible mejora seria

Rk+1 = (1—Q)Rk+€
M1 = ~aRy

?

ya que ahora el punto de equilibrio seria constante de valor €/a.
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8.5. Explotacion de una poblacion de animales

Entendemos por explotacion a la separacion de algunos animales para su venta o
sacrificio. Nosotros nos limitaremos a lo que se conoce como politica de explotacion
duradera, lo cual significa:

= Diremos que una explotacion es duradera, si el rendimiento que se obtiene
al término de cada periodo es el mismo y la distribucion de las edades de la
poblacion se conserva al separar el rendimiento de cada periodo.

Por tanto, la poblaciéon animal no se agota, solo se explota el excedente debido al cre-
cimiento. La idea bésica del modelo que queremos construir es el siguiente. Se parte
de una poblacién con una determinada distribucién de las edades. Esta poblacion
tiene un periodo de crecimiento descrito por una matriz de Leslie. Al término de
este periodo, se obtiene como rendimiento una fraccion de cada una de las clases
de edades. La duracién del periodo de separacion de los animales que conforman el
rendimiento, debe ser breve en comparacién con el periodo de crecimiento (para que
el crecimiento o los cambios de la poblacién sean despreciables en dicho periodo de
separacion). Finalmente, la poblacién debe quedar con la misma distribuciéon de las
edades que la poblacién original. Este ciclo se repite después de cada separacién y
por tanto, el rendimiento es duradero. Sea:

X = (Xla X27 X37 X47)T 3

el vector de distribucién de las edades de la poblaciéon al inicio del periodo de cre-
cimiento; X; es el nimero de hembras de la clase de orden 7 que sigue formando
parte de la poblacién (que no se separan como rendimiento). La duracién de cada
clase debe ser igual a la duracién del periodo de crecimiento. Por ejemplo, si el
rendimiento se separa una vez al ano, la poblacién tendra que dividirse en clases de
un ano.

Sea L la matriz de Leslie que describe el crecimiento de la poblacion; por lo tanto,
LX = serd el vector de la distribucién de las edades de la poblacion al término del
periodo de crecimiento (esto es, inmediatamente antes de la separacién). Sea h; con
1 =1,2,3,4, la fraccién de hembras que se va a separar de las clases de orden i.
Entonces en la primera clase, después de un periodo de crecimiento se pasa de X;
hembras a,

a X1 + asXo + az Xz + as Xy,

siendo el numero de hembras que se separan
hi(ai1 X1 + ax Xy + az X3 + as Xy),
y en consecuencia

(Zle + a2X2 + CL3X3 + CL4X4 — hl((lle + a2X2 + CL3X3 + CL4X4) s



8.5 Explotacion de una poblaciéon de animales 245

seran las hembras que quedan en la primera clase después de la separaciéon. Por
tanto,

X1 = a1 X1 + aeXo + a3 X3 + as Xy — hi(a1 X7 + aaXo + a3 X3 + as Xy) .
Del mismo modo, en la segunda clase
i Xy — habi Xy = Xo,
y en la tercera y cuarta clase

b2X2 - h3b2X2 == X3
b3X3 - h4b3X3 == X4 .

Las ecuaciones anteriores podemos expresarlas matricialmente,
(1 — hl)(ale + CLQXQ + CL3X3 + a4X4) = X1
(1 — ho)b1 X4

(1 — hs)baXo
(1 — h4>b3X3 = X4

I
s

(8.3)

I
fa

Es posible realizar un razonamiento similar de forma mas simplificada, haciendo uso
del algebra matricial. Sea

hy 0 0 0
o a0 0
H=1"9 0 n o |
0 0 0 hy

la matriz de separacion de cada una de las clases. Si tenemos en cuenta lo que
entendemos por una politica duradera tenemos:

= La distribucién de las edades al final del perfodo de crecimiento (LX) menos
el rendimiento (HLX) serd igual a la distribucién de las edades al comienzo
del periodo de crecimiento (X).

O bien, B ~ ~ . .
LX-HLX=X = ((-HLX=X. (8.4)

Las ecuaciones (8.3) y (8.4) son idénticas e indican que X es un vector propio de
la matriz (I — H)L asociado al valor propio A = 1. Por esta razoén, los valores de
h; y X que aparecen en el modelo no pueden tomar cualquier valor, sino que por el
contrario estaran sometidos a ciertas restricciones que a continuacién analizaremos.

Sabemos que la matriz de Leslie es,

a; G2 a3 a4
bp 0 0 O
0 by 0 O
0 0 b3 O

I —
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Por tanto, la matriz (I — H)L vale,

(1 — h1>a1 (1 — hl)a2 (1 — hl)ag (]. — hl)a4

(1= ha)by 0 0 0
0 (1 — hg)b 0 0
0 0 (1= ha)bs 0

Observamos, que esta matriz es del mismo tipo que una matriz de Leslie y sabemos
que la condicién necesaria y suficiente para que una matriz de este tipo tenga como
valor propio la unidad es que su tasa neta de reproduccién R sea igual a 1. En
nuestro caso:

(1 — h1>(a1 + a2b1(1 — hg) + a3b1b2(1 - hQ)(]. — hg)

+a4b1b2b3(1 — hg)(]_ — h3)(1 — h3)) =1 (85)

Esta ecuacién, proporciona unas restricciones para las fracciones h; de separacion
de los animales. Solo aquellos valores que cumplan esta ecuacién y pertenezcan al
intervalo (0, 1) dan origen a un rendimiento duradero.

Si h; con i = 1,2, 3,4 satisfacen la ecuacién (8.5), la matriz (I — H)L tiene como
valor propio A\; = 1 y ademds este valor propio tiene grado de multiplicidad 1 (ya
que el valor propio positivo de una matriz de Leslie tiene siempre multiplicidad uno).
Por tanto, solo existe un vector propio X linealmente independiente que cumple la
ecuacion,

(I-H)LX =X,
de valor,
X =U; = (1, by(1 = hy), byby(1 — hy)(1 — hg), bibabs(1 — hy)(1 — hs)(1 — hy))" .

Este vector, determinard la fraccion de hembras que quedara en cada una de las 4
clases después de la separacién si se sigue una politica de explotacion duradera. El
nimero de animales suele estar condicionado por restricciones, por ejemplo del tipo
ecolégico (espacio, tipo de especies) o econémico (precio de venta de los animales de
cada clase).

8.5.1. Explotacién uniforme

Suele ocurrir con frecuencia que en muchas poblaciones es dificil distinguir o capturar
animales de una determinada edad. Por este motivo, es razonable pensar que la
captura se realiza al azar, lo que equivale suponer que se separa la misma fraccion
en cada una de las clases. En consecuencia, un primer caso de estudio es

h=hy =hy=hs="hy.
Entonces, la ecuacién (I — H)LX = X, se convertird en
1

1-WIZ=X = Lf- (ﬁ>x
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De este modo, 1/(1 — h) debe ser el valor propio tnico positivo \; de la matriz de
crecimiento de Leslie, L

1
A= —F—.
YT 1-h
Despejando h se obtiene
1
h=1-—.
A

El vector X es, en este caso, igual al vector propio de L correspondiente al valor

propio A;
)2: 1’ ﬁ’ %’ b1b2b3 T.
YR A3

Del valor de h encontrado, podemos deducir que, cuanto mayor sea Ay, mayor sera la
fraccion de los animales que se pueden separar de la poblacién sin agotarla. Se
observa también que si A; > 1, la fraccién a separar h se encuentra en el intervalo
(0,1). Esto era de esperar ya que A; > 1 significa que la poblacién aumenta con el
paso del tiempo.

8.5.2. Separacion de la clase de menor edad

En algunas poblaciones, las hembras mas jovenes son las tinicas que tienen valor
econémico. Por ello, sélo se separan las hembras de la clase de menor edad y por
ello,

hi=nh, hy =hs=hy =0.
Bajo estas consideraciones, la ecuacién (8.5) se transformara en

(1 = h)(ar + agby + asbiby + asbibobs) =1,

o lo que es lo mismo (1 — h)R = 1, siendo R la tasa neta de reproduccién de la
poblacién, correspondiente a la matriz L. Luego,
1
h=1-——.
R
En esta ecuacion se observa que una politica de explotacion duradera se logra cuando
R > 1, lo que equivale a que crezca la poblacion.

El vector de la distribucién de las edades después de la separacién es proporcional
al vector

X = (17 b17 b1b27 blb2b3)T 5
ya que A; = 1. En efecto, (I — H)L)? = X,

(]_ — h)a1 (1 — h)(lg (1 — h)a3 (1 — h)a4
by 0 0 0
0 by 0 0
0 0 bs 0

<1
I
<1
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En este caso la tasa neta de reproduccién R’ = 1 serd

R, = (1 — h) [CLl + (lgbl + a3blb2 + (l4b1b2b3] = (1 - h)R =1.

EJEMPLO 8.1

Una cierta poblacién de animales estd dividida en tres clases de edades de un ano de
duracién y la matriz de Leslie correspondiente es

0 4 3
L=| 12 0o o
0, 1/4, 0

= Separacién uniforme. Como hemos demostrado, en este caso la fraccién que debe-
mos separar, viene dada por la expresién

1
h=1-—.
A1

Necesitamos conocer los valores propios de la matriz L
|IL—X|=0 = M =15, 2 =-131; A\3=-0.19,

y en consecuencia, la fracciéon buscada es

1 1
h=1—-—=—-.
1.5 3
Es decir, de cada una de las clases de edades, debemos elegir la tercera parte de los

animales.

Para encontrar el vector de distribuciéon que quedaria después de cada separacién,
X = (1, bi/Ar, bibo/A2) T = (1, 1/3, 1/18)7 .

s Separacién de la clase de menor edad. Actuamos de la misma manera que en
el caso anterior, pero teniendo en cuenta que

1
R )

siendo R la tasa neta de reproduccién de la matriz L

1 1 1 19
R—a1+a2bl+a3b1b2—0+4<2> +3<2> <4> =3

8 11
h 19 21
El vector de distribuciéon de las edades seré:

. 1 1\7
X = (1, by, biby)" = (1,2 ) .

h=1-

Luego,
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EJEMPLO 8.2

Para una cierta especie de ovejas domésticas de Nueva Zelanda, cuyo periodo de cre-
cimiento es de un ano, se encontré la siguiente matriz de Leslie

0.0 0.045 0.391 0.472 0.484 0.546 0.543 0.502 0.468 0.459 0.433 0.421
0.845 0 0 0
0.975 0 0
0.965 0
0.950
0.

[=RololoNoloNoNoNoNo)

[=ReoleloleloleNoNo]

[=RoleloloNoNoNe)

[=ReRelolelole}]

CCOOOOSOOOO
=]

o
CCOOO%OOOOO
ot
[=heolslololoNolololoNa]

En cada uno de los casos estudiados, encontraremos la fraccion h a separar, y el vector de
la distribucién de las edades de las ovejas, después de cada separacién.

Separacion uniforme. Para conocer la fraccién h necesitamos en primer lugar
saber el valor propio positivo A;. Para ello, utilizamos el ordenador y puede com-
probarse que A\ = 1.17557

1 1

h=1-—=1

— =0.15.
A 1.17557 015

Entonces, la politica de explotacién uniforme consiste en separar, cada ano, el 15%
de las ovejas en cada una de las doce clases.

A continuacién encontramos la distribucién de las edades de las ovejas, después de
cada separacién. En este caso, es proporcional al vector

> b1 biby bibabs by b1
Y- (1 2 .
( ) A17 A% ) A:% ) b A%]‘

T
) = (1, 0.719, 0.59619, )T )

Por cada 1000 ovejas cuya edad estd comprendida entre 0 y 1 ano después de la
separacion, hay 719 ovejas cuya edad esta comprendida entre 1 y 2 anos, 596 entre
2 y 3 y asi sucesivamente.

Separacion de la clase de menor edad. El segundo caso se resuelve con la misma
técnica empleada en el ejemplo anterior. La tasa neta de reproduccién es

R = a1+ asby +aszbibs + -+ apbibebs---b,_1 =
= (04 (0.045)(0.845) + - - - 4 (0.421)(0.845) - - - = 2.513

La fraccién que se separa de la primera clase es

1 1
h=1-—==1———=20.602.
R 2.513

La distribucion de las edades de la poblacién de ovejas, después de la separacién, es
proporcional al vector

o1 = (1,0.845,0.824,0.795, 0.699, 0.626, 0.532, 0.418, 0.289, 0.162, 0.060) T .
Si hacemos el producto LU, obtenemos

(2.513,0.845,0.824,0.795,0.755, 0.699, 0.626, 0.532, 0.418, 0.289, 0.162, 0.060)”
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que es el vector de la distribucién de las edades inmediatamente antes de la sepa-
racién. La suma total de todas ellas es 8.518, por lo que la primera, 2.513 supone
el 29,5% del total. Esto significa que, inmediatamente antes de la separacién, el
29.5% de la poblacién estd en la clase de menor edad. Como en esta clase se separa
el 60.2 %, se concluye que cada ano el rendimiento equivale al 17.8 % de la poblacién
total de ovejas.

EJEMPLO 8.3

Supongamos que disponemos de una granja con una capacidad para 1760 cerdas. Hemos
dividido la poblacién en tres clases de edad: jévenes, medianas y adultas, cuyos precios de
venta son 36 euros, 30 euros y 42 euros respectivamente.

La tabla siguiente corresponde a la distribucion en las tres clases en los afios 1998 y 2000:

| Edad || Num. en 1998 [ Nm. crias 1998-2000 | Nim. 2000

[0,2) 160 160 1360
2,4) 300 1200 80
(4, 6] 100 0 0

Realizaremos un estudio para deducir si es mas rentable econémicamente sacrificar el
mismo numero de animales de cada una de las clases o si por el contrario interesa sélo
sacrificar una parte de los animales mas jévenes.

Para saber el crecimiento de la poblacién es necesario conocer la matriz de Leslie, y
en concreto los parametros de natalidad y supervivencia de la poblacion.

1 12 1 2
60 1 00 4 0 0 b 80 00

2
“TT60 " T 300 T BT 00 MT 160 27 P 300 3

El modelo matricial ser4,

X1(t) 1 4 0 Xi(t—1)
Xo(t) | = 1/2 0 0 Xo(t—1)
Xs(t) 0 2/3 0 X3(t—1)

Para la separacién uniforme de las hembras, es necesario encontrar el valor propio
estrictamente dominante de matriz de Leslie asi como su vector propio asociado.

1-X 4 0
1/2 =X 0 |==-A(NP=-X=-2)=0 = A =2 X=0\3=—1.
0 2/3 =\

Como el valor propio dominante es A\; = 2, la fraccion que debemos separar de cada

una de las ClaSGS es

el 50%. A continuacién necesitamos el autovector asociado al autovalor \; = 2,

-1 4 0 x 0 le_9, = 0 Tz =4«
1/2 —2 0 Yy = 0 = % —QZ : 0 } = Y=«
0 2/3 -2 z 0 3 N Z=3a
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Por tanto, el subespacio unidimensional de vectores propios asociados al A\; = 2
viene expresado por

S={(a, a, 1/3a) : a # 0},
el cual es generado por el vector (4, 1, 1/3), o bien uno proporcional (12, 3, 1).

Recordemos que una manera alternativa de encontrar este vector propio es,

T T T
U, = 1;ﬁ;@ — 17£7M — 1’17i )
N 2 2 412

A la vista del vector propio, debemos repartir los 1760 animales entre las tres clases
en la proporcién 12: 3: 1,

1760

T x12 = 1320 animales en la primera clase
1
% x*3 = 330 animales en la segunda clase
%20 x1 = 110 animales en la tercera clase.

ANTES DEL , IpEspuEs DEL
CRECIMIENTO CRECIMIENTO

Figura 8.6. Distribucién de las hembras antes y después de un periodo de crecimiento.

Ahora, debemos esperar un periodo de crecimiento (dos anos),

1 4 0 1320 2620
1/2 0 0 330 | = | 660
0 2/3 0 110 220

Finalmente el ntimero de animales que separamos de la primera clase sera de,
1
2620 — 1320 = 2620 5= 1320,

de la segunda,
660 — 330 = 660 x % = 330,

y de la tercera
1
220 — 110 = 220 * 3= 110.

De esta manera, el beneficio obtenido es de

1320 % 36 4 330 * 30 4+ 110 * 42 = 62040 euros.
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= Para conocer la fraccion a separar en el segundo tipo correspondiente a la separacion
de la clase de la menor edad, calculamos la tasa neta de reproduccion,
4

R:a1+a2b1+a3b1b2:1+§:3’

entonces h =1—1/R=1-1/3 =2/3, es decir un 66 % de las cerdas mds pequenas.

Al igual que en el caso anterior es necesario repartir los 1760 animales en las tres
clases, por ello

S - 1 1\7*

X = (1, b1, bibe)" = <1, > 3> ;
lo cual indica que la proporcién buscada es 6 : 3 : 2. Estos porcentajes obligan a que
960 de los 1760 cerdas deben corresponder a las jévenes, 480 a las medianas y 320 a
las adultas. Por tanto, después de dos anos el nimero de animales en cada una de
las clases serd de

1 4 0 960 2880
/2 0 0 480 | = 480
0 2/3 0 320 320

El niimero de animales jévenes que debemos separar sera de 2880—960 = 2880%2/3 =
1920, cuya venta supone un beneficio de 1920 x 36 = 69120 euros.

» Conclusion: Interesa vender el 66 % de las hembras més jévenes.

Para terminar, insistimos en el hecho de que es posible establecer muchas politicas
diferentes de explotacion duradera, todas aquellas que cumplan la restriccion dada
por la ecuacién (8.5). Es evidente, que cada una de estas politicas dard lugar a
un beneficio distinto y una cuestién basica es conocer cual de ellas proporciona un
beneficio méaximo. Este problema es muy interesante de responder pero su resolucion
escapa de los objetivos del curso ya que para poderlo abordar es necesario tener
nociones de programacion lineal.

8.6. Modelo para la explotacién de un bosque

Supongamos que disponemos de un bosque de pinos que deseamos explotarlo como
arboles para madera. Para ello, cada periodo de tiempo (dependiendo de la matriz de
crecimiento) cortamos y vendemos algunos de estos arboles. Por cada pino cortado,
se planta en el mismo lugar otro. De esta manera, el nimero de arboles del bosque
se conserva constante'. Como es natural, los arboles de diferentes alturas tendran
diferentes precios. Para concretar, dividimos los arboles en cuatro clases de alturas,

L En este modelo simplificado no se tendra en cuenta los drboles que mueren entre dos temporadas
de corte. Supondremos que cada arbol del almacigo que se planta, sobrevive y crece hasta que se
corta para su venta
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siendo p; con ¢ = 1,2, 3,4 el precio de un arbol que se encuentra en la clase 1.

La primera clase esta formada por los arboles cuya altura estd comprendida en
el intervalo [0,h1) y es normal suponer que no tienen valor econémico (p; = 0).
La clase de orden 4 esta formada por los arboles de altura igual o mayor que hs.
Representaremos por X; con ¢ = 1,2, 3,4 al nimero de arboles comprendido en la
clase de orden ¢, que quedan sembrados después de cada temporada de corte. Con
estos numeros puede formarse un vector

)? = (X17X27X37X4)T )

que se conoce con el nombre de vector de arboles no cortados.

Para que la explotacion del bosque sea duradera, éste tiene que recuperar después
de cada temporada de corte, la configuracion fija dada por el vector de arboles no
cortados, X.

Uno de los objetivos fundamentales de esta seccién serd encontrar los vectores de
arboles no cortados X, que hagan posible la explotacién duradera. Como el niimero
total de arboles del bosque es fijo, se cumple

Xi+Xo+Xs+ Xy =N,

donde la cantidad N dependera, por ejemplo, del terreno disponible y del espacio
requerido por cada arbol. Entre dos temporadas de corte, los arboles crecen dando
una configuracién al bosque igual a la de antes de cada temporada de corte. En
esta temporada, se cortan un cierto nimero de arboles de cada clase. Finalmente,
se planta un arbol en el lugar de cada uno de los arboles cortados de forma que el
bosque recupere la configuracion inicial.

Si nos encontramos entre dos temporadas de corte, un arbol de la clase ¢ puede crecer
de forma que pase a ser de una clase de mayor altura o bien, tener por alguna razon
un crecimiento retardado y permanecer dentro de la misma clase. En consecuencia,
es necesario definir los siguientes parametros de crecimiento, g;, para ¢ = 1,2, 3, 4:

1.- ¢g; = la fraccion de arboles de la clase de orden i que crecen y pasan a la clase
de orden i + 1 durante un periodo de crecimiento.

2.- 1 — g; = la fraccién de arboles de la clase de orden i que permanecen dentro
de la clase de orden ¢ durante su crecimiento.

= Después de un periodo de crecimiento, el nimero de arboles en cada una de
las clases sera,
Primera = (1 —¢1)X;
Segunda = ¢ X7+ (1 —¢2)Xs
Tercera = ¢ X5+ (1 — g3) X3
Cuarta = ¢3X35+ X4
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= Supongamos que en una temporada se cortan Y;, i = 1,2,3,4 arboles de la
clase de orden i. Al vector Y = (Y71, Ya, Y5, Y4)T se conoce con el nombre de
vector de arboles cortados,

Primera = (1—¢1)X; —Y;

Segunda g X1+ (1= g2) X = Y5
Tercera @Xo+ (1—9g3)X5—Y3
Cuarta = ¢g3X3+ X4 —Y)

= Y plantamos el mismo numero de arboles cortados

Primera = (1—g1)X:1 —Yi+ (Y1 +Ya+Y3+Y))
Segunda G X1+ (1 —g2)Xo = Y5

Tercera gng + (1 — gg)Xg — YZg

Cuarta = g¢3X3+ X4 —Y)

= Finalmente la configuracién del bosque debe coincidir con la que tenia antes
del periodo de crecimiento,

Primera = (1—¢g)X;+Yo+Y3+Y, =X,

Segunda G X1+ (1—g2)Xo —Ys = X
Tercera G Xo+ (1 —g3) X3 — Y3 = X3
Cuarta = ¢g3X3+ X, —Y,= X,

Simplificando las ecuaciones anteriores,

X1 = Yo+Ys5+Y,
GX1—@pX, = Y
G2 X2 —g3X3 = Y3

g3 X3 = Y}

(8.6)

A este mismo resultado se llega de una manera mas simplificada si hacemos uso del
algebra matricial. Para ello, si G es la matriz de crecimiento,

1—g 0 0 0
g1 1—go 0 0
G =
0 g 1l—yg3 0
0 0 gs 1
Entonces
(1—-g1)X,

g X1+ (1 —g2)Xs
92Xo + (1 — g3) X3
93 X3+ Xy

GX =

nos da el numero de arboles que hay en cada una de las 4 clases después del periodo
de crecimiento.
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Como sabemos, en cada temporada de corte, se cortard un total de Y1+ Y5+ Y3+ Y}
arboles. Este es también el nimero total de drboles agregados a la primera clase (los
nuevos arboles) después de cada temporada de corte. Si se define la siguiente matriz
de reforestacion,

o O O =
S OO -
S O O -
SO O

el vector columna
Yi+Yo+Ys5+Y)
0
0
0

podemos escribir la ecuacién que caracteriza a una politica de explotacion duradera.

s Configuracion al terminar el periodo de crecimiento, menos los drboles cor-
tados, mas la reforestacion con nuevos drboles de almdacigo serd igual a la
configuracion al inicio de un periodo de crecimiento.

O bien, en forma matematica
GX -Y+RY =X,
ecuacion que también puede escribirse

(I-RY =(G-1)X,

o bien,
0O -1 -1 -1 Yi —ag1 0 0 0 X1
01 0 0 2| | ¢ -2 0 0 X5
0 0 1 0 YE)) - 0 g9 —Jds 0 X3
0O 0 0 1 Y, 0 0 g3 O Xy

Si desarrollamos la ecuacion matricial anterior, obtenemos el mismo sistema de ecua-
ciones (8.6),
X1 = Yoa+Ys+Y),
X1 — Xy = Y,
GgoXo — g3 X3 = Y3
g3X3 = Y,

Podemos ver que la primera de las ecuaciones es la suma de las tres ecuaciones
restantes. Como Y; > 0 para ¢ = 2, 3,4, las ecuaciones anteriores requieren que

91X > g2 Xy > g3 X3 >0
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8.6.1. El rendimiento 6ptimo duradero

Como se cortan Y; arboles de la clase de orden ¢ con 7 = 2, 3,4 y como el precio de
estos arboles es p;, el rendimiento total en una temporada estara dado por

B = p2Ys + psYs + paYi. (8.7)

Ahora, combinando las distintas ecuaciones se puede enunciar el problema de la
maximizacion del rendimiento del bosque para todas las posibles politica de ex-
plotacién que sean duraderas:

= Obtener los valores no negativos Xi, X5, X3, X, que hagan maxima la
expresion:

B = po (1 X1 — 92X2) + p3 (92 X2 — 93X3) + pags X
= po1 X1+ (P35 — p2)g2Xo + (P4 — p3)g3 X3

sujetos a X1 + Xo+ Xo+ Xy =Ny g1 Xi > g2Xo > g3X3 >0

Este problema pertenece al campo de la programacién lineal, sin embargo, en nuestro
caso solo necesitaremos el siguiente resultado,

= El rendimiento 6ptimo duradero se logra cortando todos los arboles
de la misma clase y ninguno de las demas clases

A continuacién lo “comprobaremos”sin recurrir a la teoria de la programacién lineal.
Para ello, vamos a suponer que R3 es el rendimiento que se obtiene al cortar todos
los arboles de la tercera clase y ninguno de las demés.

Como los tnicos arboles que se cortan son los de la tercera clase, se tendra que
Yi=Y, =Y, =0. (8.8)

Ademas, como se cortan todos los arboles de la clase de orden 3, a largo plazo, nunca
se tendran arboles de mayor altura que los de esa clase. En consecuencia,

X3 =X4=0.

Asi, con la sustitucién en las ecuaciones (8.6) de la explotacién duradera, se obtiene

Y; = g1 Xy

0 = gXi—gX
Y3 = 9Xo

0 = 0,

que también podemos escribirlas

Ys=gXi =X = Xy=
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Si sustituimos en
Xi=Xo+ X3+ X,=N,

puede despejarse X; y se obtiene

1
N = N. (8.10)

El beneficio de la venta es R3 = p3Y3, pero por (8.9), R3 = p3g1X1, y teniendo en
cuenta (8.10),

1 p3N
R3:p391 glN: 13 1
1+ 2

92 g1 G2

O bien, haciendo un estudio similar para n clases y cortando todos los arboles de la
clase k, el beneficio viene dado por la expresion,

PN
1 1 1
g1 g2 Jk—1

Ry =

Esta ecuaciéon determina a Ry en funcién de los pardmetros ya conocidos del cre-
cimiento y el valor econémico, para cualquiera que sea el valor de k (k = 2,3,--- ,n).
Resumiendo, el rendimiento éptimo, duradero se obtiene como sigue

TEOREMA 8.6.1 FEl rendimiento optimo duradero es el valor mds grande de

PN
1 1 1
g1 92 Jk—1

para k = 2,3,--- ,n. El valor correspondiente de k es el numero que determina la
clase de drboles que deben cortarse por completo.

EJEMPLO 8.4

Los arboles de cierto bosque estan divididos en tres clases de alturas y tienen una matriz
de crecimiento, entre dos temporadas de corte como sigue,

1/2 0 0
G=1|[1/2 1/3 0
0 2/3 1

Si el precio de los arboles de la segunda clase es de 30 euros, el de los de la tercera de 50
euros, deseamos saber la clase de arboles que debe cortarse por completo para lograr el
rendimiento 6ptimo duradero.
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De la matriz de crecimiento obtenemos g1 = 1/2 y go = 2/3. Sustituyendo en

prIN
1 2 1
g1 g2 9k—1

Ry =

obtenemos su valor, para el caso en que se cortasen los arboles de la segunda y

tercera clase .- SON
Fr == N, s =57

Conseguiremos un mayor beneficio si cortamos todos los drboles de la segunda clase.

=14N.

Si la plantacién tuviese N=1000 arboles, entonces el beneficio de la venta es

Ry = 15N = 15 x 1000 = 15000 euros

EJEMPLO 8.5

Para un bosque de pinos escoceses con periodo de crecimiento de seis anos se encontré la
siguiente matriz de crecimiento

072 0 0 0 0 0
028 0.69 0 0 0 0
= 0 031 07 O 0 0
0 0 025 077 O 0
0 0 0 023 063 O
0 0 0 0 037 1.00

Supongamos que los precios de las cinco clases de drboles de mayor altura, son

p2:507 p3:1005 p4:1507 p5:200) p6:250

Interesa conocer la clase de arboles que debe cortarse por completo con el objetivo
de obtener el rendimiento éptimo duradero. De la matriz G se obtiene

g1 =028, go=031, g3=025 gs=023 g5=037.
Por el Teorema (8.6.1) deducimos

Ry = 50N/(0.2871) = 14.0N

Rs =100N/(0.2871 +0.3171) = 14.7N

Ry = 150N/(0.2871 +0.3171 +0.257!) = 13.9N

Rs = 200N/(0.2871 +0.3171 +0.2571 4+ 0.237!) = 13.2N

Rg = 250N/(0.2871 +0.3171 +0.2571 +0.2371 + 0.377!) = 14.0N

Se ve que Rj3 es la cantidad mayor y por tanto, son los drboles de la tercera clase
los que deben cortarse por completo cada seis anos, para maximizar el rendimiento
duradero.

El rendimiento éptimo duradero es de 14.7N, siendo N el nimero total de arboles
que hay en el bosque.
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EJEMPLO 8.6

En el Ejemplo anterior, deseamos conocer la relacién entre los precios ps, p3,pa,P5 vV Ps
para que los rendimientos Ry, con k = 2,--- ,6 sean iguales.

= En este caso, cualquier politica de explotacién racional y duradera producird el
mismo rendimiento). Para obtener esta relacién debemos comparar cualquiera de
las clases con la segunda, esto es

S s
Ro = R3 = p%: 1p31 = @:1.9
8 38 T 31 b2
N N
Ry=R, = P2o__ Mm% . P_3p
% T3 T P2
Y asi sucesivamente hasta conseguir la relacién
1:19:3.02:424:5

EJEMPLO 8.7
Si los parametros de crecimiento g1, gs, -+ , gn—1 son todos iguales, vamos a encontrar la
relacion entre los precios p2, p3, - - - , Pn, para que cualquier politica de explotacién racional
y duradera sea 6ptima.

= Suponiendo que g1 = g2 = -+ - = gn_1, debemos de ir comparando tal y como hicimos

en el ejercicio anterior.
_ p2N  psN  psN  ps
Ry =R = 1~ 1 1~ 9 :>]72—2
g1 g1 92 g1
s N N
Ry=R, = 22_-_ M R AN L
T -1 1 1 3 7 p

g1 g1 g2 g3 g1
Y asi sucesivamente con el resto de las clases.

Es facil obtener la siguiente relacion

1:2:3:---:n—1
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 7

1.-

Supongamos que la edad maxima alcanzada por las hembras de una
poblacién animal es de 18 anos y que esta poblaciéon se divide en tres
clases de edades iguales con intervalos de 6 anos, a las que llamaremos
jovenes, medianas y adultas. La matriz de crecimiento de Leslie viene
definida de la siguiente manera: una hembra joven aporta otra hembra y
una mediana dos, ademas el 50 % de las jévenes sobreviven para llegar a
medianas y el 25 % de las medianas se hacen adultas.

El precio de venta de cada una de las clases es 15 euros las hembras
jovenes, 25 las medianas y 32 las adultas. Si disponemos de 1000 ani-
males y cada 6 anos separamos la misma fraccion de cada una de las
clases, ;cudl es el importe de la venta?

Sea el modelo matricial de Leslie,

zi(t+1) 1 0 2 z1(t)
Z'Q(t-i-l) = 1/3 0 O :Ez(t)
z3(t+1) 0 o 0 z3(t)

siendo la unidad de tiempo del sistema igual a un ano

= Probar que para cualquier valor positivo de « la poblaciéon siempre
crece.

= Hallar el valor de o para que la poblacién crezca cada ano un 27 %.

= Para el valor de o encontrado, cudl sera el total de la venta, en el caso
particular de la separacién uniforme, si disponemos inicialmente de
530 hembras y el precio de venta de las hembras de la primera clase
es de 10 euros, 15 euros para los de la segunda clase y 5 euros para
las hembras de la tercera clase?.

Disponemos de una poblacion de animales dividida en clases de edad de
6 meses de duracion. De las siguientes matrices de Leslie,

02 0 1 05 1 0 1 05 02
Li={05 0 0 ]; L= 05 0 0 ]; Ls=1| 02 0 0
0 04 0 0 2/3 0 0 04 O

selecciona aquella que sea adecuada para realizar la siguiente explotacion
racional y duradera. La poblacion inicial es de 500 animales, siendo el pre-
cio de venta de los animales mas jovenes de 10 euros. Calcular el importe
de las ventas realizadas después de cinco anos sabiendo que separacién la
realizamos sélo en la clase de menor edad.




