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Presentacion

Kl temario de Modelos Mateméticos en la Empresa se divide en dos bloques, el
primero dedicado al estudio de los modelos discretos, siendo las ecuaciones en di-
ferencias y los sistemas en diferencias las herramientas matematicas basicas para
su estudio. El segundo bloque hace referencia al estudio de los modelos continuos
y ahora seran las ecuaciones diferenciales y los sistemas de ecuaciones diferenciales
quienes juegan un papel predominante, ademas realizaremos una aproximacion a la
resolucion numérica de las ecuaciones diferenciales y a los sistemas de ecuaciones
diferenciales.

Gran parte de los modelos que desarrollamos estan enfoncados en estudiar el sistema
modelizado calculando sus cambios numéricos, describirlos, predecirlos y analizar sus
consecuencias economicas.

Iniciaremos el texto describiendo el campo de accién de los modelos matematicos en
la investigacion cientifica en Economia, con el objetivo de:

= Comprender el alcance de la modelizacion matematica.
= Conocer lo que significa simular un modelo.
= (lasificar los distintos modelos matematicos.

A continuacién nos centraremos en el estudio de los modelos matematicos discretos.
Empezaremos con los conceptos de valor y vector propio, para poder encontrar la

potencia de una matriz, y conocer los modelos matriciales clasicos: Markov, Leslie
y Lefkouvitch.

Los objetivos a conseguir son:
= Comprender el concepto de modelo discreto.
= Saber encontrar la potencia de una matriz cuadrada.

= Conocer los modelos de Leslie y Lefkovitch, asi como su comportamiento a
largo plazo.
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= Aplicar los modelos anteriores a situaciones reales.

Por 1ltimo, se introduciran los conceptos bésicos de los sistemas dinamicos discretos
y su aplicacion al campo de la Economia. En este caso, serd necesario:

= Conocer las ecuaciones en diferencias y sistemas en diferencias.

= Calcular y clasificar los puntos de equilibrio de un modelo discreto.

= Saber interpretar su diagrama de bifurcacion.

= Conocer el modelo de crecimiento discreto exponencial.

= Comprender el modelo discreto logistico y sus diversas generalizaciones.
= Saber trabajar con modelos no lineales.

La segunda parte de la materia esta dedicada al estudio de los modelos continuos. Se
empezara con los modelos basados en ecuaciones diferenciales. Con ello se pretende
que los alumnos conozcan las propiedades matematicas mas elementales de este
concepto, su interpretacién y aplicacién a problemas econémicos que dependen de
una sola variable.

= Comprender el concepto de modelo continuo.

= Saber resolver de forma explicita ecuaciones diferenciales sencillas.
= Comprender el concepto de estabilidad de las soluciones.

= Saber analizar cualitativamente ecuaciones diferenciales auténomas.

= Conocer los distintos modelos continuos estudiados, especialmente el exponen-
cial y el logistico.

Posteriormente generalizaremos muchos de los conceptos anteriores para plantear,
resolver y comprender algunos modelos econémicos con mas de una variable.

Saber encontrar las soluciones de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales.

Entender el andlisis cualitativo de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales.

Conocer el modelo Lotka - Volterra.

Saber analizar modelos en competetencia.

Y finalizaremos la segunda parte con una introduccién a los métodos numeéricos.
Se exponen los métodos usuales de discretizacion para la resolucion aproximada de
problemas de valores iniciales de ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones
diferenciales.

» FEntender la necesidad de utilizar técnicas numéricas.
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= Encontrar un valor aproximado de la solucién de una ecuacion diferencial por
medio de los métodos méas usuales.

» Utilizar un programa de ordenador para poder comparar los diferentes métodos
de aproximacion.
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Tema 1

INTRODUCCIQN ALA
MODELIZACION MATEMATICA

1.1. Introduccion

Una de las herramientas mas interesantes que actualmente disponemos para analizar
y predecir el comportamiento de un sistema econdémico es la construccion y posterior
simulaciéon de un modelo matematico. Son muchas las razones que justifican la edad
de oro que hoy en dia vive la modelizaciéon matematica, pero debemos de destacar,
en primer lugar, el mejor conocimiento de los procesos econémicos, y en segundo
lugar, el espectacular avance de los ordenadores y el software matematico.

Puesto que este trabajo es una introduccién al estudio de los Modelos Mateméticos
en la Empresa, es conveniente comenzar esta primera secciéon precisando lo que en-
tendemos por un modelo matematico.

Con frecuencia la palabra modelo tiene distintas interpretaciones, nosotros la apli-
caremos en el sentido dado por el profesor Sizto Rios, [53]:

“un modelo es un objeto, concepto o conjunto de relaciones, que se utiliza para
representar y estudiar de forma simple y comprensible una porcion de la rea-
lidad empirica”.

Desde el punto de vista del determinismo, detras de un fenrheno econémico siempre
hay un conjunto de ecuaciones que son capaces de determinar las consecuencias
del fenémeno a partir de sus causas. Es bastante usual que en un determinado
fenémeno econémico seamos capaces no solo de distinguir ciertos procesos sino que
ademas podamos encontrar las relaciones que existen entre ellos. En estos momentos
estaremos en condiciones de construir unas ecuaciones que lo describan y a las que
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llamaremos un modelo matematico del fenémeno econdémico.

Como es natural, de un mismo fenémeno econémico podemos construir muchos
modelos matematicos diferentes entre si, cuyo grado de eficacia dependera del conoci-
miento que tengamos de los procesos que se investigan y de las posibilidades que
tengamos de experimentar.

Fenémeno a modelizar de la realidad Construccién del modelo

EN

y

Validacion del modelo Resolucion del modelo

Figura 1.1: Fases de la modelizacién.

Generalmente los métodos que se utilizan para estudiar un fenémeno econémico son
la construccion de un modelo matematico o bien el uso del método cientifico, el cual
estd basado en:

a) La observacion y en la descripcién.

(
(b

)

) El desarrollo de hipétesis o explicaciones.

(c) La comprobacién por experimentacién de dichas hipétesis.
)

(d) La aplicacién de estos conocimientos en la resolucién de problemas similares.

Supongamos un problema concreto, como por ejemplo, determinar la cantidad de
empresas que existiran dentro de un ano conocida la situacién actual, en un entorno
que presenta cierta estabilidad. Ante esta situacién, podemos recurrir a observacio-
nes anteriores e intentar dar una estimacién del dato pedido. Es decir, podemos hacer
uso de una herramienta estadistica y proponer un resultado mas o menos acertado
segun la complejidad de la técnica empleada. Pero si el problema que abordamos es
tal, que apenas disponemos de datos actuales o pasados, debemos de elaborar un
modelo que sea capaz de dar solucién al problema planteado y ademaés nos aporte
informacion, de tal manera que nuestra actuacion en el futuro sea la més acertada.
Esta tltima situacion es la que se presenta con mas frecuencia cuando se estudia un



1.2 Elaboracion de modelos matematicos 9

fenomeno econdmico.

Es evidente, que una de las ventajas del uso de los modelos matematicos es su bajo
costo, si lo comparamos con los modelos fisicos. Por ejemplo, es mucho més barato
y rapido elaborar un modelo matematico que describa la evolucién del nimero de
empresas que empezar con un determinado nimero de ellas y esperar cierto tiempo
para poder experimentar con ellas.

1.2. Elaboracion de modelos matematicos

Los modelos y la realidad estan relacionados a través de dos procesos: la abstra-
ccién y la interpretacién. El primero de ellos nos obliga a encontrar cuales son los
elementos més importantes del problema y cuales son los accesorios. Para saber si
un elemento es o no importante tendremos que ver su efecto relativo en la evolucién
del sistema. En cuanto a la interpretacion, debemos de entenderla como la manera
en que las componentes del modelo (pardmetros, variables) y su comportamiento
pueden estar relacionadas con las componentes, caracteristicas y comportamiento
del sistema real que queremos modelar.

Por tanto, la primera de las fases necesaria para construir un modelo matematico es
la abstraccién, para ello tenemos que establecer ciertas hipotesis, definir las variables
y desarrollar las matematicas adecuadas para poder resolver el problema. La fase
siguiente es tratar de simplificar las herramientas matematicas utilizadas. Los resul-
tados que se deducen del modelo matematico nos deberian llevar a poder efectuar
algunas predicciones sobre el mundo real. El paso siguiente seria recoger datos de
la situacion de la que se ha extraido el modelo y compararlos con las predicciones.
Si no coinciden, los datos que ya poseemos nos pueden servir para modificar las
hipotesis. Si las predicciones coinciden con la realidad, entonces las hipdtesis son
correctas y también lo son las variables definidas. En caso contrario, si se observan
discrepancias serd necesario construir otro modelo mas aproximado y fiable. Como
podemos ver, la creacién de un modelo matematico es un proceso progresivo.

SISTEMA REAL MODELO

Abstraccion

Interpretacion

Figura 1.2: Conexién entre la realidad y su modelo.
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A continuacién expondremos més detenidamente los pasos que debemos seguir para
construir un modelo matematico.

(a)

Se debe empezar formulando las siguientes preguntas:

s ;Cuadl es la informacién que realmente necesitamos?.

= ;A qué se reduce ahora el problema?.
Descripcién cualitativa del modelo.

= Se debe iniciar por el mas simple que describa el comportamiento econémi-
co del sistema.
= Ver si los resultados que nos aporta el modelo dan respuesta a las pre-
guntas planteadas.
Descripcion cuantitativa del modelo.
s Tenemos que definir las variables y ver la manera en que estédn relacio-
nadas.
= Debemos definir los parametros del modelo, y asegurarnos de que cual-
quier otro parametro es redundante.
Introduccién de las ecuaciones del modelo.
= Se escriben las ecuaciones, con la ayuda de un diagrama o de una tabla.
Analisis de las ecuaciones.
= Debemos comprobar que su andlisis da respuesta a las cuestiones plan-
teadas.

= Se encuentra la solucién general.
Volver a examinar las hipotesis.

= Se intenta simplificar el modelo.
= Si nuestro modelo no responde a las preguntas iniciales, debemos volver
a los pasos (¢), (d) y (e).

Relacionar los resultados encontrados con hechos conocidos.

= ;Se ha contestado al aspecto econémico?.
= ;Estan los resultados de acuerdo con la intuicién?.

= ;Confirman los datos o los experimentos dichos resultados?.
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El diagrama de la Figura 1.2 representa las principales etapas que intervienen al
construir un modelo matematico de una situacion real.

A continuacién utilizaremos un ejemplo elemental, en concreto la evoluciéon de un
cultivo de cierto tipo de células, para construir un modelo matematico.

= Descripcién del fenémeno real y objetivos del modelo. Para conocer
como evoluciona el cultivo realizamos diversos experimentos y observamos un
rapido crecimiento de la poblacion. El tipo de preguntas que podemos hacer
son las siguientes: jcémo varia el nimero de células con el tiempo?, ;qué tipo
de variables influyen en su desarrollo?.

= Eleccién de variables. En la fase de experimentacién se ha podido observar
que la célula crece, se divide en dos y cada una de ellas inicia de nuevo el proceso
de crecimiento. Se detecta ademéas que el tiempo necesario para que crezca una
célula y se duplique es aproximadamente 20 minutos. Por tanto, el tiempo de
vida de una célula, podemos considerarlo como una variable que interviene en
el problema. Es evidente que existen muchas otras variables, las cuales pueden
ser clasificadas en variables de entrada, que son las que pueden influir en los
resultados, y variables de salida, que corresponden a los resultados. En nuestro
problema, seleccionamos como variable de salida el niimero de células existente
en el cultivo en el tiempo t. El tiempo ¢ transcurrido desde el instante inicial
sera la variable independiente.

Sistema Real Modelo empirico

Experimentacion

Conceptualizacion
Nueva —
modelizacién | Prediccion |
No { 1si
L
idacio Model
Validaci6én il
3 matemdtico
Relaciones
T Proceso logico-
deductivo
Relaciones
Desconceptualizacién matematicas

Figura 1.3: Etapas necesarias para construir un modelo.

= Relaciones cualitativas entre las variables. De los experimentos realizados
se desprende que bajo las mismas condiciones de partida, el nimero de células
del cultivo crece con el tiempo.

= Recopilaciéon de datos. En la Tabla 1.1 aparecen los datos recogidos en la
fase de experimentacion. Observemos que los datos recopilados permiten ser
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ajustados por los valores, 100, 2 x 100, 22 x 100, 2% x 100, 2% x 100, - --, que
corresponden a un crecimiento exponencial. Este tultimo paso es el verdadera-
mente importante en el proceso de modelado.

Modelo empirico de crecimiento. Como consecuencia de la etapa anterior,
se observa que el proceso de multiplicacién de las células se puede describir
como “una duplicacion de la poblacion cada 20 minutos’. Tanto en esta fase co-
mo en las anteriores, juegan un papel fundamental los métodos de recopilacién
y analisis de datos.

’ Instante \ Tiempo \ Num. células ‘

0 0 100

1 20 209

2 2x 20 415

3 3x20 790

4 4%x20 1610
Tabla 1.1

Construcciéon del modelo matematico. Empezamos generalizando la situa-
cién anterior, en el sentido siguiente: sea N el niumero de células en el cultivo en
el instante inicial, y supongamos que la poblacién se multiplica por o en T" mi-
nutos. Bajo estas hipdtesis tendremos en los instantes 0, 1 x7T, 2xT, 3xT, - -,
las poblaciones N, aN, o®N, a®N, --- . En consecuencia, si y(t) representa al
nuamero de células en el cultivo en el instante ¢, sabemos que:

y(0) =N,  ylt)=ayt—-1).

Consecuencias del modelo. Del modelo construido podemos deducir algu-
nos resultados:

e Es inmediato comprobar que de las hipdtesis anteriores se obtiene
y(t) = Na'.

e También es facil encontrar el niimero de periodos T necesarios para pasar

de N células a N. B
'~ InN—-InN

In o

= Aplicacién practica. Encontrar el nimero de periodos de tiempo necesarios

para pasar de 400 células a 3210

In 3210 — In 400 N
In2 -
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= Validacion del modelo. Es el proceso de contrastar las predicciones propues-
tas por el modelo con los datos experimentales. Es evidente que si existen gran-
des diferencias entre estos valores debemos de rechazar el modelo propuesto.
Una buena herramienta de trabajo en esta fase son los tests de hipdtesis.

s Prediccion. Una vez que por la etapa anterior nos hemos asegurado de la
validez del modelo, pasamos a la etapa de prediccién. Por ejemplo, en la si-
tuacién que estamos analizando, si queremos obtener 3.200 células a partir de
400 células, necesitamos que pasen 3 periodos que equivalen a 60 minutos.

= Nuevo proceso de modelizacion. Si llegamos a la conclusion de que nuestro
modelo no es valido, entonces debemos retomar los datos experimentales y
proponer uno nuevo que sea mas adecuado.

A pesar de la gran importancia que hoy en dia tienen los modelos matematicos,
tenemos que tener en cuenta la siguiente observacion. Por lo general, en los modelos
tedricos, se consideran sélo las relaciones cuantitativas entre las variables depen-
dientes e independientes del mismo, y entonces entran en juego las matematicas.
Ahora bien, estos modelos describiran relaciones entre los organismos, pero nunca
pueden darnos el sentido econémico del proceso. Por tanto, serd imprescindible la
experimentacion biologica.

Por 1ltimo, un modelo matematico tiene que tener las siguientes cualidades:

= Debe ser coherente, es decir, tiene que dar cuenta de todas las observaciones
anteriores y permitir prever el comportamiento futuro del fenémeno econémico.

= Tiene que permitir su generalizacion, dentro de ciertos limites que conviene
determinar previamente.

= Debe ser robusto, en el sentido de tener capacidad de responder a los cambios
de los valores de los parametros.

= Y por tultimo, debe ser flexible, en el sentido de que pueda ser cambiado y
adaptado a nuevas situaciones.

Para ilustrar los comentarios realizados en torno a la construccion de modelos ma-
tematicos, vamos a exponer un modelo relativamente simple que puede verse en
la pagina 19 de lomeli el al, [46]. El modelo estd relacionado con la influencia en
el mercado laboral del salario minimo. En realidad, lo que se desea es estudiar la
influencia de la existencia de un salario minimo (minima cantidad que debe pagar
el empleador) sobre el nimero de trabajadores empleados y desempleados, con la
tnica intencién de ver como se comportan (cualitativamente) las variables més im-
portantes del problema.

El primer paso en la construccion del modelo es el de abstraccién, y para ello sera ne-
cesario realizar importantes simplificaciones, y establecer hipotesis que se deduzcan
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de la observacion de la realidad. De esta manera, se detectan las siguientes varia-
bles: el salario (w), el salario minimo (wy,, ), el nimero total de trabajadores (L), el
niumero de trabajadores que estarian dispuestos a trabajar por un salario determi-
nado (oferta laboral), y el nimero de trabajadores que las empresas estan dispuestas
a contratar a un salario dado (demanda laboral).

Las hipdtesis que se establecen son:

= FElsalario es la variable independiente; la oferta y la demanda seran las variables
dependientes.

» El salario minimo es una cantidad fijada por las autoridades monetarias.

» Existe un equilibrio en el mercado de trabajo, aquel donde la oferta y la de-
manda de trabajo sean iguales.

La siguiente fase es la de encontrar las relaciones entre las variables definidas. De
esta manera, la oferta se representa por L = f(w) siendo esta funcién continua y
creciente. Por otro lado, la demanda vendra representada por una funcién continua
pero decreciente L = g(w). Si el salario de equilibrio lo representamos por w*,
entonces es evidente que se cumple que w* > Wyip-

L
L=f(w) /
L [~ — \\—\————T;T‘
S = S |
B ke S
| I TTTe—
I | w
w’k Wmin

Figura 1.4: Relacién entre oferta y demanda.

A continuacion deducimos del modelo tedrico que el equilibrio en el mercado la-
boral se producird en el punto donde se cortan las curvas de oferta y demanda
f(w) = g(w), siendo las cantidas obtenidas w* y L*, en estos puntos no existira de-
sempleo voluntario. Si el salario minimo es mayor que w* la oferta laboral aumen-
tard L; > L*, mientras que la demanda laboral disminuird Lo < Lx,siendo L; — Lo
el numero de trabajadores desempleados involuntarios (véase la figura 1.4). De esta
cantidad, L* — Ly han perdido su empleo, mientras que L; — L* son el niimero de
personas que estaran dispuestos a trabajar por el salario minimo. La cantidad Lo
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que conservan el empleo aumentaran su salario hasta w,,;,.

Finalmente queda la etapa de verificacion y la extraccién de conclusiones. El mo-
delo predice que al imponer un salario minimo aumenta la retribucién de algunos
trabajadores a costa de un aumento del desempleo, que sera mayor o menor depen-
diendo de las pendientes de las curvas de oferta y demanda. Este estudio cualitativo
podria completarse con un estudio cuantitativo si de los datos experimentales somos
capaces de deducir las funciones oferta y demanda.

1.3. Clasificacion de los modelos matematicos.

Segun la filosofia con la que abordemos el mundo que nos rodea, asi serd el tipo de
modelo matematico que podemos construir. En concreto podemos clasificarlos en:

= Modelos deterministas: Son aquellos que a cada valor de la variable inde-
pendiente corresponde otro valor de la variable dependiente. Son especialmente
utiles en los sistemas que evolucionan con el tiempo, como son los sistemas
dinamicos. En ellos podemos conocer el estado del sistema transcurrido cierto
tiempo una vez que hemos dado valores a los distintos parametros que apare-
cen en el modelo.

Los modelos continuos son ttiles cuando tratamos de estudiar procesos en
los que se observa continuidad en el tiempo y en este caso lo adecuado es hacer
uso de las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, al estudiar algunos mode-
los econémicos, como son la dinamica de las poblaciones, puede apreciarse que
estamos ante un proceso discreto. Ahora, las ecuaciones en diferencias
nos ofrecen muchas posibilidades para deducir como cambian las propiedades
del sistema econémico al variar los parametros del modelo.

En concreto, las matematicas utilizadas para la evaluacién de los modelos de-
terministas son:

e Fcuaciones en diferencias.

Teoria de bifurcaciones.

e Fcuaciones diferenciales (ordinarias y parciales).

e Andlisis numérico.

= Modelos probabilisticos: Si en un modelo determinista, como por ejemplo
el logistico y'(t) = ry(t)(1 — y(t)/k), el pardmetro r varia aleatoriamente, lo
que hacemos es sustituir valores constantes por otros que cambian con cierta
probabilidad. En este caso estamos ante un modelo probabilistico. Por ejemplo:

e Procesos estocasticos.

» Modelos mixtos:
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e Fcuaciones diferenciales estocésticas.

= Modelos discretos matriciales: Son los mas frecuentes cuando el sistema
que estamos modelando estd dividido en una serie de clases. En un momento
dado, el estado del sistema puede representarse por un vector. El paso de una
etapa a otra se realiza a través de una matriz conocida con el nombre de matriz
de transicion.

e (adenas de Markov.
e Modelos de Leslie.
e Modelos de Lefkovitch.

En particular, y de una manera muy general desde el punto de vista de la Biologia,
podemos clasificar los modelos matematicos en los siguientes grupos:

= Modelos en bioquimica.

= Modelos de la evolucién de una poblacion.

» Modelos en fisiologia (de animales, de plantas).
= Modelos en la genética.

= Modelos en la creacion de patrones.

= Modelos en la epidemiologia.

= Modelos en las migraciones.

1.4. El papel de los ordenadores

Como tendremos ocasion de comprobar, gran parte del presente curso esta dedi-
cado al estudio de los modelos matematicos desde el punto de vista de los sistemas
dindmicos. Su estudio se inicia en el siglo XVII cuando Leibnitz y Newton descubren
el calculo diferencial.

En muchas ocasiones estaremos mas interesados en conocer el comportamiento a
largo plazo de un modelo que su solucién exacta, y para ello es muy conveniente
hacer uso del ordenador. Hasta hace unos pocos anos, cuando se populariza su uso, lo
habitual era simplificar convenientemente el problema para por lo menos disponer de
una solucién aproximada. Actualmente existe un interés creciente en el estudio de los
sistemas dindamicos debido fundamentalmente al aumento en la rapidez de calculo de
los ordenadores que nos permiten realizar multiples simulaciones de cualquier mode-
lo matematico. Paralelamente a la evolucién de los ordenadores se ha producido
un incremento notable en la cantidad y calidad de los programas que se utilizan.
La existencia de programas de célculo (Derive, Maple, Mathematica, MatLab) o
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de simulacién (Vensim, Stella) aplicables a todos los campos de las mateméticas
actuales, estd cambiando nuestra manera de enfrentarnos a nuestra investigacion
asi como a nuestra actividad docente.

1.5. Breve introduccion historica

Para poder encontrar un primer ejemplo de un modelo matematico aplicado a la
vida real tenemos que retroceder 250 anos. Entre los precursores se encuentra Rene
Descartes, matematico y filésofo, quien mantenia la hipdtesis de que, utilizando las
Matematicas como herramienta, se podia construir una teoria unificada de todas las
ciencias. Trabajo en campos muy diversos y en concreto en la Fisiologia, presentando
una explicacién matematica para las funciones fisiolégicas. Los modelos que proponia
eran muy poco rigurosos y desprovistos de fundamentacién experimental y, por
tanto, con un gran nimero de errores. A este respecto, una frase que frecuentemente
se comenta es la siguiente:

“Los modelos son erroneos ... pero muchos de ellos son ttiles”

Entonces, jcomo pueden ser tutiles si estan equivocados? La respuesta a esta pre-
gunta puede ser que por la misma razén que en el pasado mapas erréneos, donde se
suponia que la tierra era plana y con distancias equivocadas, fueron muy utiles para
viajar.

A finales del siglo XIX Federico Engels se lamentaba de lo poco que estaban introdu-
cidas las Matematicas en la vida real. Todo cambia a principios del siglo XX, cuando
Michaelis y Menten proponen un modelo bioquimico (que ain se utiliza hoy en dia),
para describir la catalisis enzimatica. Dos anos después, Lee presenté un modelo para
explicar los paraddjicos efectos de las radiaciones sobre las células. Ahora, tenemos
que trasladarnos hasta mediados de siglo para encontrar otro ejemplo interesante.
Baséandose en la propuesta de Galileo de establecer relaciones cuantitativas entre
magnitudes medibles, se intentaba encontrar un modelo que relacionase la intensi-
dad de un estimulo y la duraciéon del mismo. El esfuerzo fue inftil, poniéndose de
manifiesto que para tener éxito en el modelado es importante atender no solamente
a la experimentacion, sino también acertar en el tipo de relaciones cuantitativas a
estudiar. Ademads, a la hora de construir un modelo es fundamental saber separar la
informacion relevante que conocemos del problema de la que no lo es.

El contraste con esta tultima situacion lo encontramos en el modelo de Hodking
y Huzxley para la generacion y transmisién del impulso nervioso. En este caso, se
proponian relaciones entre variables que fisicamente tenian sentido. Este modelo
construido en 1952 suele ponerse como ejemplo de modelo matematico aplicado a
la Biologia, de hecho, algunos autores piensan que juega un papel en la Neurologia
semejante a las ecuaciones de Mazwell en el estudio del Electromagnetismo, ya que
a través de él es posible explicar todas las propiedades experimentales conocidas
respecto a la generacién y propagacion del impulso nervioso. Al mismo tiempo, el
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modelo sugeria que la dindmica de muchos procesos econémicos debia ser no lineal.

A partir de este momento, empieza la edad de oro para la construccion y posterior
interpretacion de modelos matemaéticos aplicados a la Biologia. En los anos 60 se pu-
blicaron un gran numero de trabajos, especialmente los relacionados con el sistema
nervioso, muchos de ellos con escaso interés practico. El siguiente paso importan-
te se da en la década de los 70 cuando se descubre que las soluciones de sistemas
dindmicos presentaban un comportamiento cadtico. Un ejemplo lo encontramos en
el modelo logistico de R. May, que supuso toda una revolucién comparable al impac-
to causado por el modelo de Hodgkin y Huxley. La teoria del caos inmediatamente
entusiasmé a bidlogos, fisicos y matematicos, dedicados al estudio de los modelos
matematicos.

De toda formas, muchas situaciones muy distintas, como pueden ser la actividad ce-
rebral, el electrocardiograma, la dindmica de poblaciones, el desarrollo embrionario,
la evolucion de las enfermedades, son escenarios muy dificiles de modelar a través
de modelos elementales. Sin embargo, podemos realizar las simplificaciones conve-
nientes que expliquen parcialmente el comportamiento del sistema o bien aplicar
unas nuevas herramientas matematicas, como es el uso de la geometria fractal, para
explicar la variabilidad de la frecuencia del corazon.

La Econometria, con una aportacién importante de la Estadistica, es la ciencia que
se ocupa de la construccion de los modelos econémicos; se inicié con el profesor de
la Universidad de Oslo Ragnar Frisch. Con la ayuda de otros colaboradores crearon
en 1930 la Sociedad de Econometria de los Estados Unidos, desde donde se edita
desde 1932 la revista Econometria.

1.6. Algunas definiciones basicas.

Desde un punto de vista matematico podemos categorizar un sistema como todo
aquello que cambia a partir de una variable. En este caso, la climatologia puede
cambiar a partir de una variable que denominamos tiempo. La Economia, por tanto
es un sistema que ademéas podriamos dividir en nuevos subsistemas que dependen
unos de otros; el mercado de valores, el mercado de maquinaria agricola, o el mercado
del aceite de oliva son subsistemas econdémicos que ademas guardan cierta relacion
entre ellos, una “retroalimentacion”.

En consecuencia, lo primero que debemos plantearnos a la hora de llevar a cabo este
estudio es definir lo que entendemos por sistema. En nuestro caso, un sistema es un
conjunto de entidades que actian y se relacionan entre ellas generando comporta-
mientos y resultados. Es interesante hacer notar que en un sistema, mas importante
que los elementos que lo componen son las relaciones que existen entre ellos. Por
ejemplo, en el sistema planetario, ademas de los planeta, lo mas interesante es la
manera que éstos interactian.

En opiniéon de Wittgenstein:
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“In mathematics we cannot talk of systems in general, but only within
systems. They are just what we cannot talk about.”

Un estado viene determinado por cada uno de los valores que puede tomar una
variable para cada uno de los valores del tiempo.

De una manera mas formal, un sistema dinamico estd compuesto por la terna
(E,T, ), siendo E el espacio de fase, T' el conjunto del tiempo, y ¢ : TeE — E que
cumple:

(a) ¢ es una aplicacién continua.
(b) Yz e E; ¢(0,2) =z
(C) Vo e Ea tha o € T> ¢(t17¢(t27$)) = ¢<t1 + t27x)

Un sistema dinamico consta de un conjunto de estados que cambian con el tiempo,
de tal manera que es posible determinar un estado cualquiera a partir del conoci-
miento del estado en el momento anterior.

Cuando el conjunto T es el conjunto de los nimeros naturales junto con el cero,
entonces el sistema se dice que es discreto. En el caso en el que T es el conjunto de
los niimeros reales, entonces el sistema es continuo.

Para estudiar los sistemas que se encuentran a nuestro alrededor, tenemos una he-
rramienta muy interesante a la que llamamos modelo. En concreto, el estudio que
estamos desarrollando se centra en los modelos matematicos.

El objetivo practico de la modelizacion consiste en representar de manera matemati-
ca fendmenos que ocurren en la naturaleza, en la Fisica, en la Economia, etc., con el
objetivo de comprenderlos mejor y analizar sus evoluciones que tendréan a lo largo
del tiempo.

Como se ha comentado de una manera formal, los modelos matematicos pueden
ser discretos (representados por un conjunto de ecuaciones en diferencias) y con-
tinuos (representados por un conjunto de ecuaciones diferenciales). Los modelos
discretos son aquellos en los que las variables de estado cambian instantaneamente
en instantes separados de tiempo. Es decir, el tiempo toma valores naturales (o el
cero), como por ejemplo el nimero de individuos de una poblacién en relacién a una
unidad de tiempo. Por el contrario los modelos continuos son aquellos en los que las
variables de estado cambian de forma continua con el paso del tiempo. El tiempo
toma valores que son ntmeros reales. Un ejemplo de modelo continuo es la velocidad
a la que cae una piedra desde un acantilado.

El estudio de los modelos discretos es el mas apropiado para estudio de sistemas co-
mo la economia en los cuales los resultados se presentan en periodos de tiempo. Por
ejemplo el valor de las acciones cada dia, el valor del PIB cada unidad de tiempo,
etc.
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Los modelos mateméticos pueden clasificarse en dos grandes bloques lineales y no
lineales. Un sistema dinamico serd lineal cuando los efectos son proporcionales a
las causas; por ejemplo el peso ya que si un objeto tiene el doble de masa que otro
su peso se duplicara. Cuando esto no ocurre, entonces el modelo es no lineal y su
modelizacién viene dado por una ecuacion no lineal, en estos sistemas se producen
relaciones internas que hacen imposible descomponer el sistema en sus partes para
poder analizarlo de forma separada. En ambos casos se habla de un sistema de-
terminista, ya que a través de ellos se puede determinar su comportamiento. Los
modelos mas interesantes son los no lineales, y ejemplos clésicos de estos sistemas
dinmicos son los movimientos del precio de las acciones en la bolsa, las turbulencias,
ete.

Existe una manera de representar graficamente a un sistema dindamico mediante su
espacio de fases. En el caso en el que el sistema se define por medio de n variables,
cada estado vendra representado por un punto de n coordenadas en un espacio de
n dimensiones, que recibe el nombre de espacio de fase. Por este motivo, una vez
conocido las variables que definen el modelo, su nimero determinara la dimension
del espacio de fase que se desea construir. En cada uno de sus ejes se representan
las distintas variables del modelo, y elegido un punto de partida (semilla) se dibuja
la solucién del modelo con este valor inicial (érbita). De esta manera se dispone de
un comportamiento cualitativo del modelo a largo plazo.

En muchas ocasiones se ha estudiado la Economia como un sistema lineal de tal
forma que se puede predecir el valor de ciertas variables. Es interesante conocer cuél
serd el valor de la accion = en el mercado de valores en el momento ¢ o cual el valor
del PIB per capita en el aio “AA”. Por desgracia, los sistemas lineales tienen sus
limitaciones y no se ajustan a los sistemas y variables econémicos como nos gustaria.
Los sistemas econémicos contienen una gran cantidad de variables que pueden mo-
dificar el sistema. Un aio de escasa lluvia podria implicar la obtencién de una mala
cosecha, una mala cosecha el descenso de la demanda de maquinaria para labores
agropecuarias, la baja demanda de estas la quiebra de una empresa cuya actividad
fundamental se encuentra en dicho sector, la quiebra, la subida de la cotizaciéon en
bolsa de una empresa multinacional debido a la entrada en un nuevo nicho de mer-
cado sin competencia gracias a la bancarrota anterior.

De esta forma se puede ver como varios subsistemas econémicos envian y reciben
informacion unos de otros produciéndose la llamada retroalimentacion. Este pulular
de informacién da forma y modifica a los subsistemas, que envian a su vez informa-
cién al sistema econdémico, que es el encargado en esa dinamica de “feedback” de
modular dicha informacién a través de una serie de reglas o normas.

Adam Smith usé el famoso término “la mano invisible” en su tan recurrente obra,
“la riqueza de las naciones” en 1776. Acuié dicha expresion para manifestar de for-
ma metaférica la capacidad del mercado para la autorregulacion. En realidad, lo
que Adam Smith sugeria entonces, era precisamente, esa capacidad de retroalimen-
tacion que se cumple en el sistema econémico y que a veces puede provocar una gran
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complejidad a la hora de estudiar los fenémenos que acontecen en dicha ciencia.
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Tema 1 Introduccién a la modelizacién matematica




Tema 2

DIAGONALIZACION DE MATRICES

2.1. Introduccion

El algebra matricial proporciona herramientas elementales para simplificar y resolver
problemas donde intervienen un ntmero elevado de datos. El siguiente ejemplo es un
caso particular de la teoria de grafos, donde utilizamos la multiplicacién de matrices
para modelar el proceso de dispersion de una enfermedad contagiosa.

EJEMPLO 2.1

= Supongamos que tres personas han contraido una enfermedad contagiosa y que
este primer grupo tiene contacto con cinco personas de un segundo grupo. Estos
contactos, llamados contactos directos, pueden representarse mediante una matriz
Asys = (a;5) con a;j = 1 silai-ésima persona del primer grupo ha estado en contacto
con la j-ésima persona del segundo grupo, y a;; = 0 si no han estado en contacto.

10110
A=10 11 0 1
10010

Por ejemplo, el 1 que aparece en la fila 3 columna 4, significa que la tercera persona
del primer grupo (los infectados) ha estado en contacto con la cuarta persona del
segundo grupo.

Supongamos ahora que un tercer grupo de cuatro personas ha tenido diversos contac-
tos directos con individuos del segundo grupo. Esto también podemos representarlo

23
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mediante una matriz Bsy4

W

Il
co oo
—oooo
e
cor~ oo

Los contactos indirectos o de segundo orden entre las personas del primer y tercer
grupo se representan mediante una matriz C3x4 que es el producto AB

0 0 21
C=AB=| 11 0 1
00 20

Se observa, que la tercera persona del dltimo grupo tiene cuatro contactos indirectos,
mientras que la primera y la segunda sélo tienen uno.

Figura 2.1: Contactos directos e indirectos.

Con el estudio de este tema pretendemos conseguir un doble objetivo. En primer
lugar, recordar los conceptos mas importantes relativos a la diagonalizacion de matri-
ces cuadradas, y posteriormente hacer una breve introduccion al calculo aproximado
de valores y vectores propios.

De todas las aplicaciones lineales tienen un interés especial aquellas que van del espa-
cio vectorial R™ en si mismo, que reciben el nombre de endomorfismos. Recordemos
que dada una matriz cuadrada A de orden n es posible construir una aplicacion
lineal de R"™ en R™ que tiene asociada a esta matriz A cuando se considera como
base del espacio vectorial R" la candnica.

Por ejemplo, la matriz

3 2 =2
A= 1 3 -1
12 0

nos permite definir el endomorfismo f : R* — IR® con

f([f) = f(lL‘l,ZE27173) = (31‘1 + 21’2 — 2173, I + 35(72 — X3, + 21‘2) . (21)
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De esta manera, f(1,2,3) = (1,4,5) y f(1,1,1) = (3,3, 3).

Reciprocamente, conocido el endomorfismo (2.1) es posible encontrar su matriz aso-
ciada respecto de la base canénica de R?,

U1 3 2 =2 1
yw | =13 -1 || x|,
Ys 1 2 0 xTs3

o de forma simbdlica y = AZ.

Como puede comprenderse, seria conveniente representar el endomorfismo f por una
matriz que sea lo mas simple posible, ya que de esta manera todos los calculos que
realicemos con esta matriz se simplifican notablemente, y de todas ellas las mas
interesantes son las diagonales.

Como en un endomorfismo el espacio vectorial de entrada y de salida coinciden,
todo cambio de base en el primero de ello implica el mismo cambio en el segundo.
De esta manera, si tenemos el endomorfismo

FiR" — R" : = A7,

referido a la base canénica de R" y realizamos el cambio de base § = Cy' , @ = Ca/,
entonces

Cy =ACx = y =C1ACx = A2 .
Las matrices A y A’ = C71AC reciben el nombre de matrices semejantes.

Llegado a este punto, tiene sentido plantear la siguiente cuestion: dada una matriz
cuadrada A, jexistird una matriz A’ diagonal semejante a la matriz A7 En caso
afirmativo, jcudl debe ser la base de R" que debemos elegir para que la matriz A’
sea diagonal?.

La respuesta a estas cuestiones se conoce con el nombre del problema de la diagona-
lizacién de una matriz cuadrada y nos ocuparemos de ello en las proximas secciones.

2.2. Valores y vectores propios

En muchas ocasiones practicas nos interesa conocer aquellos vectores no nulos que
a través del endomorfismo f : R" — R? se transforman en otro proporcional a él.
Un vector Z no nulo tal que f(Z) = AZ diremos que es un vector propio asociado al
valor propio A.

En nuestro ejemplo, el vector 27 = (1,1,1) es un vector propio del endomorfismo
(2.1) asociado al valor propio A = 3. Sin embargo, como el vector 75 = (1,4,5) no
es proporcional al 73 entonces (1,2, 3) no serd un vector propio de f.

DEFINICION 2.2.1 Sea A una matriz cuadrada de orden n; el nimero (real o
complejo) A es un valor propio (o autovalor) de A si existe un vector i no nulo tal
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que Aid = Xu. Al vector @ anterior se le conoce con el nombre de vector propio (o
autovector) de A asociado al valor propio A.

EJEMPLO 2.2

Aplicaremos la definicién anterior para encontrar los valores y vectores propios de la matriz
A asociada al endomorfismo (2.1).

3 2 -2 x x B=XNz+2y—2z = 0
1 3 -1 y | =X| v = r+B-ANy—z = 0 (2.2)
12 0 z z r+2y+(-N)z = 0

Este sistema homogéneo debe tener solucién distinta de la trivial (z,y, z) # (0,0,0), por
tanto segun el teorema de Rouché-Frobenius el determinante de la matriz de los coeficientes
debe ser nulo

3—\X 2 -2
1 3=\ —-1|=0 = MNM-6\2+11A-6=0.
1 2 -

Hacemos uso de la regla de Ruffini para resolver esta ecuacion de tercer grado,
AM=1, X=2, A3=3.

A continuacién para cada uno de estos valores propios encontramos sus vectores propios
asociados. Si sustituimos A\; = 1 en el sistema (2.2)

20 +2y—2z = 0
r+2y—z = 0

Es decir, el conjunto de soluciones del sistema anterior forman el subespacio de R?
S ={(a,0,c) : «a#0},

dicho subespacio tiene dimensién uno y esta generado por el vector @; = (1,0, 1).

Del mismo modo, para Ay = 2

r+2y—2z = 0

Tty—z = O} = z=p8, =0, y=0.

Ahora, el subespacio de dimensién uno viene dado por

5o ={(0,8,8) : B #0},

que esta generado por el vector iy = (0,1, 1).

Finalmente, para A3 = 3 es facil comprobar que el subespacio de vectores propios asociado
es S3={(v,7,7) : v # 0}, siendo el vector i3 = (1,1,1) una base de Ss.
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La generalizacion de este ejemplo nos proporcionara un método para encontrar los
valores y vectores propios de una matriz cuadrada. Si A es un valor propio de la
matriz cuadrada A de orden n y @ # 0 un vector propio asociado, entonces

Ai=Mi = (A-X)i=0, (2.3)

donde I es la matriz identidad de orden n. La expresién (A — X\ )@ = 0 representa a
un sistema homogéneo de n ecuaciones y n incégnitas. Para que el sistema anterior
tenga solucion 4 # 0, el determinante de la matriz de los coeficientes debe de ser
cero. Es decir

A= XI| =0, (2.4)

con lo cual, estd justificada la definicion siguiente.

DEFINICION 2.2.2 (Polinomio caracteristico) Llamaremos polinomio carac-
teristico de una matriz A € My,xn(IR) al polinomio de grado n en A

aj; — A a12 Q1n
a Aoy — A -+ Qop,
i\ =]A-x|=| o % ?
an1 an2 e App — >\

Las raices reales del polinomio caracteristico seran los autovalores o valores propios
de la matriz A. Llamaremos orden de multiplicidad de un autovalor A\ a la multipli-
cidad de la raiz A del polinomio caracteristico.

Resumiendo, una vez obtenidos los valores propios A; de la matriz A resolviendo
la ecuacion caracteristica (2.4), sustituimos dicho valores en el sistema homogéneo
(2.3) y calculamos los subespacios de vectores propios asociados. Es facil probar que
las soluciones del sistema homogéneo constituyen un subespacio vectorial .S; de IR"
cuya dimensién sera siempre mayor o igual a uno.

2.3. Diagonalizacion de matrices cuadradas.

Sea f : R" — R" un endomorfismo cuya matriz asociada es A € M,,x,,(IR) respec-
to de una cierta base B de R", generalmente la candnica. Si suponemos que la matriz
A es diagonalizable, entonces es posible encontrar otra base B’ = {7y, U, -+ , Uy}
de IR" de tal forma que la matriz asociada a f respecto de esta nueva base B’ sea
la matriz diagonal

d 0 - 0
0 dyo -+ 0
0 0 - d,

semejante a la matriz inicial A, por tanto D = C~1AC.



28 Tema 2 Diagonalizacién de matrices

Es conocido que el vector w; respecto de la base B’ tiene por coordenadas (1, 0,0, --- ,0).
Si calculamos la imagen de este vector,

d 0 - 0 1 dy 1
. = 0 dy --- 0 0 0 0 .
flar) = Dy = Do : S : =di| . | =dii
0O 0 --- d, 0 0 0
En general f(u;) = d;u;,i=1,2,---,n lo que nos indica que u; es un vector propio
asociado al valor propio d; = \;,i =1,2,--- ,n.

Notemos que acabamos de probar que si el endomorfismo f es diagonalizable, enton-
ces es posible encontrar una base de IR™ formada por los autovectores de f. Por otro
lado, si elegimos como base de IR" aquella que esta formada por los autovectores de
f, entonces existirdn n escalares X\;, i = 1,2,--- ,n tales que f(@;) = \;@i;. En este
caso, la matriz asociada al endomorfismo respecto de esta base es la matriz diagonal

AN - 0
0 - A\,
En consecuencia, el problema de diagonalizar un endomorfismo f (también conocido
como el problema de diagonalizar su matriz asociada A), es equivalente al problema
de encontrar una base del espacio vectorial formada por los autovectores de f, y

ello implica a que la suma de las dimensiones de los subespacios de vectores propios
asociados 9; coincida con la dimensién del espacio vectorial R".

LEMA 2.3.1 Autovectores asociados a autovalores distintos dos a dos son lineal-
mente independientes

Demostracién. Supongamos dos autovalores diferentes A\; # \; y sean ; y ¥; sus
autovectores asociados. Es decir

Si estos dos vectores no son linealmente independientes, entonces v; = kv;, lo que
implica que
f(@) = f(kT;) = Nii=k\T; = Nt

Pero al ser vectores no nulos, esta ultima igualdad implicaria que A\; = A;, en contra
de lo supuesto. [
Como consecuencia del lema, vectores no nulos pertenecientes a distintos subespacios
propios son linealmente independientes.

LEMA 2.3.2 La dimension del subespacio propio asociado a un cierto valor propio
es como mucho igual al orden de multiplicidad del autovalor.
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Llamando «a; a la multiplicidad del autovalor \; y .S; al subespacio propio asociado
con J\;, tendremos que

Recordemos que la condicion necesaria y suficiente obtenida para la existencia de
una matriz diagonal semejante a A era poder encontrar una base del espacio vectorial
formada enteramente por autovectores de f. Ahora bien, de los lemas anteriores se
deduce que tal condicién es equivalente a que la unién de bases de los subespacios
propios sea base de todo el espacio vectorial R", para lo cual es necesario y suficiente
que la suma de las dimensiones de los subespacios propios sea n. Pero por el segundo
lema, y puesto que suponemos que todas las raices del polinomio caracteristico de
A son reales, esto equivale a que la multiplicidad de todo autovalor sea igual a la
dimensién de su subespacio propio asociado.

Observemos que al ser dim(S;) > 1, entonces una condicién suficiente para que una
matriz A sea diagonalizable es que tenga n valores propios diferentes.

A continuacion enunciamos una propiedad que nos da una condiciéon necesaria y
suficiente para que una matriz A sea diagonalizable. Su demostraciéon escapa a los
objetivos que nos hemos planteados en la programacion de la asignatura, pero puede
encontrarse en cualquiera de los libros de Algebra Lineal que estudian el tema de la
diagonalizacion de matrices.

TEOREMA 2.3.3 FEl endomorfismo f es diagonalizable si y solo si para todo
autovalor \; de f se tiene que a; = dim(S;).

Para acabar con esta seccion recordemos que si D es la matriz diagonal formada por
los autovalores de f y C' es la matriz del cambio de base, cuyas columnas son los
vectores propios asociados a los valores propios de f, entonces D = C~t AC.

EJEMPLO 2.3

Sea f:IR?® — IR? un endomorfismo, cuya matriz respecto a una base B = {V1, U2, U3} es:

1 -1 -3
A=12 4 3
o o0 3

Calcularemos los valores propios o autovalores y los vectores propios o autovectores de f.
Estudiaremos si f es o no diagonalizable, y en caso afirmativo encontraremos una base
en la cual el endomorfismo tenga una expresion diagonal, asi como la matriz de paso que
relaciona a la matriz A con su diagonal semejante.

=  Comenzamos resolviendo la ecuacién caracteristica, para poder encontrar los auto-
valores
1-x -1 -3
2 4-X 3 |=-(A-2(A-3)?% =0,
0 0 3— A
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cuyas soluciones son A\; = 2 y A2 = 3 como raiz doble. Al no salir los tres autovalores
diferentes no podemos asegurar que la matriz A sea diagonalizable; tenemos que ver
si es posible encontrar una base del espacio vectorial R3 formada por autovectores
de f. Empezamos calculando el subespacio de autovectores asociado al autovalor
AL =2,

-1 -1 -3 T 0 -z -y -3z = 0

2 2 3 y |=10|= 2z +2y 43z = 0

0 0 1 z 0 z = 0

El sistema tiene por soluciones z = 0, z = —y, dando lugar al subespacio

Si=LM=2)={(-t,t,0) : te R} =< (-1,1,0) > .

Para el segundo de los autovalores Ao = 3,

-2 -1 -3 T 0
2 1 3 y | =10 |=2x+y+32=0,
0 0 O z 0

cuyo subespacio asociado es,
Sy =LA =3)={(a, 2a—38,8) : o, b€ R} =< (1, =2,0), (0, =3, 1) > .

Como conclusion, la matriz A es diagonalizable ya que es posible encontrar la base

buscada,
B:={(-1,1,0), (1, =2, 0), (0, =3, 1)},

siendo la matriz C' de paso, que nos permite diagonalizar la matriz A, la siguiente:

-1 1 0
C= 1 -2 -3
0 0 1

En este caso, se comprueba que

2
C'AC=D=1 0
0

S W o
w o O

2.4. Calculo de la potencia de una matriz dia-

gonalizable

Supongamos que deseamos calcular la potencia n-ésima A", de una matriz A cua-
drada y diagonalizable. Puesto que D = C~'AC, se tiene que A = CDC™ !,y
entonces

A% = (CDC-Y) (CDCY) = CD*C1
A3 = (CD2C1)(CDC1) = CD3C!
At = (CD*C-Y)(CDC1) = CD'CL.
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Por induccién, puede demostrarse que
vneN, A"=CD"C™'.

Al ser D diagonal

A0 e 0
0 A .o 0

D" = ) ) ) , Vn € N,
0 0 - A

y, por tanto, el cdlculo de CD"C~! resulta ser sumamente sencillo.

EJEMPLO 2.4

s Dada la matriz

21 0
A=|01 -1 |,
02 4

para saber si es diagonalizable comenzamos resolviendo la ecuacién caracteristica
A=A =-A-22A=3)=0= X\ =2; X =3.

A continuacién, calculamos las dimensiones de los subespacios engendrados por cada
autovalor:

dim(S;) =3 — Rango(A—2I)=3-2=1
dim(S2) =3 — Rango(A—3I)=3-2=1

La suma de las dimensiones es 2 y por tanto la matriz A no seréd diagonalizable.
EJEMPLO 2.5

= Sea f:R® — IR? un endomorfismo, cuya matriz respecto a una base B = {7y, ¥, U3}

es:
1 -1 0

A=12 4 0

0 0 3

Utilizamos el ordenador para encontrar los valores y vectores propios de f. Empe-
zamos introduciendo la matriz

A:={{1,-1,0},{2,4,0},{0,0,3}}

A continuacién calculamos los valores propios:

Eigenvalues[A]

{2, 3, 3}

Como no existen tres valores propios distintos, de entrada no podemos afirmar que
la matriz A sea diagonalizable. Para ello es necesario conocer los vectores propios
de f

Eigenvectors[A]
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{{-1,1,0},{-1,2,0},{0,0,1}}.

Para ver si forman una base de R? calculamos su determinante
det[{{-1,1,0},{-1,2,0},{0,0,1}}]

-1

Como podemos ver los tres vectores son independientes y, por tanto, existe una base
de R3 formada por vectores propios de f. En consecuencia, la matriz A serd diago-
nalizable.

2.5. Métodos numéricos

Como tendremos ocasion de ver a lo largo del presente proyecto, el calculo de los
valores y vectores propios de una matriz cuadrada estd presente en un ntimero
elevado de diferentes aplicaciones. Parece 1égico pensar que, para su calculo, una
buena manera de actuar seria encontrar el polinomio caracteristico p(\) = |[A—\I|, y
posteriormente estimar las raices de este polinomio. Sin embargo, en la mayoria de las
ocasiones so6lo se necesita conocer un determinado valor propio, llamado dominante,
y existen procedimientos numéricos para hallar este valor. Nosotros utilizaremos el
método conocido con el nombre de las potencias, el cual se encuentra intimamente
ligado al estudio de la estabilidad de las clases de edades del modelo matricial de
Leslie.

DEFINICION 2.5.1 Diremos que A1 es el valor propio dominante de una matriz
A, si es mayor en valor absoluto que el resto de los valores propios de A. Un vector
propio asociado a este valor propio dominante recibe el nombre de vector propio
dominante de la matriz A.

Supongamos que los valores propios de la matriz A de orden cinco son:
M=—4, =4 MN=-6, N =425 I5=-3.13,
entonces el valor propio dominante es el A3 = —6. Observemos que si, por ejemplo,

A1 = 6, entonces no existe un valor propio que sea dominante.

2.5.1. Meétodo de las potencias

A continuacién describiremos un procedimiento para estimar el valor propio domi-
nante y su vector propio dominante asociado, conocido con los nombres de método
de las potencias o de las iteraciones. Esta basado en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.6
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-2 2
A= (—12 8> ’
y tomemos como vector inicial uno cualquiera #(0) = (—1,2)7. Ahora, calculemos

#(1) = AZ(0) = ~1(1,4.6666)T

= Sea la matriz,

7(2) = AF(1) = A%2#(0) = 2(1, 3.45455)7
#(3) = AT(2) = A3#(0) = 13(1, 3.18519)7

#(4) = AZ(3) = A*Z(0) = y4(1,3.08474)7

#(10) = AZ(0) = y10(1,3.00122)T .

Como puede observarse, los diferentes valores de Z(k) tiende a un multiplo del vector
(1,3)7 cuando k es suficientemente grande. Este sera el vector propio dominante.

Pasemos a formalizar el razonamiento anterior. Supongamos que
(Ml >[Ae] = [As] = - = [,

y ademas, la matriz A es diagonalizable. Entonces debe de existir una base de R"

formada por vectores propios , s, - - - U, , donde u; es el vector propio asociado al
valor propio A;, i = 1,2,---  n. Por definicién de base, el vector inicial Z(0) puede
escribirse:

5(0) = Clﬁl + CQ'E[Q + -+ Clﬁn;

donde algun coeficiente ¢; tiene que ser no nulo, supongamos que ¢; # 0. Si calcula-
mos (k) = A*Z(0), obtenemos

Z(k) = AF (et + oty + - + cply)
= ClAkﬁl + CQAk’l_[2 + 4 CnAkﬁn

= cl)\’fﬁl + 62)\]562 + -+ Cn)\ﬁﬁn

k k
= /\]f(clﬁl—i‘CQ(i—?) ﬁ2++6n(i—’;) ﬁn> .

Al ser A; el valor propio dominante, entonces |%| <1,7=2,3,---,n, y en conse-
1
k
cuencia <§—1> tiende a cero para valores de k suficientemente grandes. Es decir,

Z(k) = A*T(0) ~ Ny
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el vector resultante es proporcional al vector propio dominante buscado. Una vez
conocida una estimacién del vector propio dominante ;, es posible encontrar su
valor propio dominante asociado. La férmula se conoce con el nombre de cociente
de Rayleigh, y consiste en lo siguiente:

Si (a, E) representa al producto escalar ordinario de los vectores @ y l;, es facil com-
probar que

<ﬁlu Aﬁl> o <ﬁl7 )\lﬁl> o /\1 <'L_l:17 ﬁl> -\
e === = = A1.
(Ul, U1> <U1, U1> <U1, U1>

Si aplicamos este resultado al Ejemplo 4

S <61>Aﬁl> _ <<173)T7A(173)T> _ <(1’3)T’(4’ 12)T> _ ﬁ _
(@) (13T, (1,37 (1,37 (1L,3)T) 10

4.

Naturalmente, esta aproximacién puede ser mejorada tomando en lugar del Z(1) el
Z(10), pero recordemos que todo lo dicho es vélido si A; es dominante.

La expresion #(k) = A*Z(0) ~ Meid;, también nos permite encontrar un valor
aproximado de A;. En efecto,

f(k’) ~ )\’fClﬁl = )\1>\lf_16161 = )\15(]{3 — 1) s

lo que obliga a la siguiente relacion entre sus componentes:

S S . Z;(k
(k) =~ MT(k—=1), j=12,---,n = )\1%%-
J

2.5.2. El método de las potencias con cambio de escala

En el Ejemplo 4 vimos que con cada iteracién aumentaba el valor de las compo-
nentes del vector, y una manera de evitar este problema era aplicar cierta escala ;.
Basicamente este proceso se conoce con el nombre de método de las potencias con
cambio de escala. Aplicando este procedimiento siempre obtenemos un vector cuya
componente mayor en valor absoluto es uno.

EJEMPLO 2.7

= Aplicaremos el método de las potencias con cambio de escala, para encontrar el valor
propio y el vector propio dominante de la matriz

a=(7 )
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Empezamos tomando como vector inicial uno que nos permita simplificar las opera-
ciones, por ejemplo #(0) = (1,1)T.

#(1) = AZ(0) = (1,0)7
#(2) = A(1,0)T = (-1, )T
#(3) = A(—1,1)T = 3(1, —0.666667)"

#(4) = A(1,—0.6666667)7 = —2.3333(1, —0.71428) .

Una posible estimacién del vector propio dominante puede ser iy =~ (1, —0.71428)7.
Por otro lado, por definicién de vector y valor propio

L -1 2 1 _ A1
Aty = iy = < 1 -1 > < —0.71428 ) o < —0.71428 ¢ > ’

y podemos estimar el valor de \; =~ —2.42856

Una de las preguntas que esta presente en todo el estudio que estamos desarrollando
es la siguiente: ;jcuantos pasos debemos usar en el método de las potencias para
obtener una buena estimacion?. No existe una respuesta rotunda a esta pregunta,
pero el andlisis del error relativo puede aportar una solucién parcial al problema.

DEFINICION 2.5.2 Si a es una estimacién de la cantidad a, entonces el error
relativo se define como:

a—a

a

El error en porcentaje en la estimacion se define como
a—a
x 100 % .

a

Supongamos que inicialmente el error relativo que estamos dispuestos a tolerar en el
valor propio dominante es €. Si A;(i) es la estimacién de A; en la i-ésima iteracion,
entonces el método se terminaria cuando se cumpla:

AL — M (7)

< €.
A1

No obstante, aplicar la férmula anterior tiene el gran inconveniente de que el valor

exacto A1 no es conocido. En este caso, suele sustituirse la expresién anterior por

esta otra: ~ ~

A(i) = i — 1)
A1 (i)

donde la cantidad que aparece a la izquierda se la conoce con el nombre de error

relativo estimado, y si se multiplica por 100 %, se llama error en porcentaje estimado.

<e,
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2.5.3. Deflacion

A través del método de las potencias podemos estimar el valor propio dominante y
un vector propio asociado. Existen diferentes técnicas para conocer el resto de los
valores propios. De todas ellas nosotros utilizaremos la conocida con el nombre de
deflacién. El método esta basado en el siguiente teorema cuya demostracion puede
verse en cualquier texto de métodos numéricos del Algebra Lineal.

TEOREMA 2.5.3 Sean A\, \a, -+, Ay, los valores propios de la matriz A. Supon-
gamos que \1 es el valor propio dominante, U, su vector propio asociado, y U un
vector tal que (ty,¥) = 1. Sea B la matriz definida como

B=A-\uv".
Entonces los valores propios de la matriz B son 0, Ag, -+, \,.

Se conoce con el nombre de deflacién al proceso de encontrar el resto de los valores
propios a partir del valor propio dominante. Para ello se aplica el método de las
potencias con escala a la nueva matriz B.

EJEMPLO 2.8

= Aplicaremos el método de las potencias con cambio de escala y la deflacién para
encontrar todos los valores propios de la matriz

3 —0.5 1
A= -2 5 —2
—1 1.5 1

Si tomamos como vector inicial #(0) = (1,1,1)T, entonces #(1) = AZ(0) = (3.5,1,1.5)T

que dividiendo por 1.5 nos queda 2/(1) = (2.3333,0.6666,1)7. De forma similar
#(2) = A2/(1) = (7.6666, —3.3336, —0.3334)T, o bien

2/(2) = (—0.2527,9.998,1)7.

Los valores siguientes se encuentran representados en la tabla siguiente. También
aparecen los cocientes entre la primera de las componentes de una iteraciéon y la
anterior 7.

Iteracién H (k) ‘ 2 (k) ‘ Vi
0 (1,1, )T (1,1,1)7 -
1 (3.5,1,1.5)T (2.3333,0.6666, 1)T 1.5
2 (7.6666, —3.3336, —0.3334)7 (—0.2527,9.9998, 1) | -0.3334
3 (—4.7571,48.4954, 16.2497)" (—0.2927,2.98439, 1) | 16.2497
4 (—1.3703,13.5073, 5.76928) T (—0.2375,2.34125, 1)T | 5.76928
5 (—0.8831,10.1812,4.74938)7 (—0.1859,2.14369, 1) | 4.74938
6 (—0.62954,9.09025,4.40143)T | (—0.143032,2.06529,1)T | 4.4014
7 (—0.46174,8.61251,4.2409)" | (—0.10887,2.03079, 1)T | 4.2409
8 (—0.342005,8.37169, 4.15505)T | (—0.08231,2.01482,1)T | 4.15505
9 (—0.25434,8.23872,4.10454)T | (—0.06196,2.00722,1)" | 4.10454




2.5 Métodos numéricos 37

Se observa que el valor propio dominante es A\; =~ 4 y su vector propio asociado
i ~ (0,2, 1)7T.

Para encontrar el resto de los valores y vectores propios aplicamos el método de
deflacién, y para ello necesitamos un vector ¢ tal que (@}, 7) = 1. Podemos tomar
7= (1,1,-1)T y calcular

3 —05 1
B=A- xuv'= -10 -3 6 |,
-5 —-25 5

al ser la segunda y la tercera columna proporcionales, el determinante de la matriz B
es cero y eso obliga a que uno de sus valores propios sea cero, hecho que conociamos
por el Teorema 2.5.3. Ahora, aplicamos de nuevo el método de las potencias a la
matriz B con objeto de encontrar su vector propio dominante, que coincidird con
otro de los valores propios de la matriz A.

Iteracién H Z(k) ‘ a?(k) ‘ Vi
0 (1,1, 1) (1,1,1)T -
1 (3.5, —7,—2.5)7 (1,-2,-0.714286)7 3.5
2 (3.28571, —8.28572, —3.57143)T | (1, —2.52174, —1.08696)T | 3.28571
3 (3.17391, —8.95654, —4.13045)T | (1, —-2.82193, —1.31581)T | 3.17391
4 (3.09515, —9.42907, —4.52422)T | (1, -3.0454, —1.46171)T | 3.09515
5 (3.0614, —9.63106, —4.69255)T | (1, —3.14587, —1.53277)T | 3.06149

Puede apreciarse que iis ~ (1, 3.3, —1.6)T y Ay ~ 3.

Para finalizar aplicamos de nuevo el mismo procedimiento para calcular el ultimo
de los valores de A. Puede tomarse @ = (1,0,0)7, ya que (ii2, %) = 1, y entonces

0 —05 1
C=B-)it'= -01 -3 6
—-02 —-25 5§

Realizando los calculos convenientes se llega a que A3 ~ 2.
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Tema 3

MODELOS BASADOS EN
ECUACIONES Y SISTEMAS EN
DIFERENCIAS

3.1. Introduccion

En ocasiones, al construir un modelo matematico interesa elegir una variable que
tome valores discretos. Asi ocurre, por ejemplo, con el tiempo, ya que es comun
realizar mediciones regulares a la hora de controlar un experimento. Estos datos
constituyen un conjunto finito, o infinito numerable, de valores de la variable in-
dependiente. Para este tipo de modelos deterministicos discretos, las herramientas
matematicas mas adecuadas para analizarlos son las ecuaciones en diferencias y los
sistemas en diferencias. El presente tema es una breve introduccion a su estudio. Co-
menzaremos con los conceptos y definiciones bésicas y nos centraremos en el estudio
de las ecuaciones en diferencias lineales de primer y segundo orden con coeficientes
constantes, asi como en los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden con
coeficientes constantes.

A lo largo del capitulo llamaremos t a la variable independiente, y supondremos que
solo toma los valores enteros t = 0, 1,2, ---. Generalmente, t representa el niimero
de generaciones (afios, trimestres, meses, dias, - --) que han transcurrido desde un
momento inicial ¢ = 0. Del mismo modo, {vo, y1, y2, - - - } es una sucesién, donde 1,
corresponde a un valor concreto de ¢.

3.1.1. Sucesién de Fibonacci

Leonardo Pisano es mas conocido por su apellido Fibonacci. Nacié en Pisa en el
ano 1170 y muri6 en la misma ciudad en 1250. Aunque nacié en Italia, fue educado

39
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en el Norte de éfrica, donde su padre Guilielmo, era un representante diplomatico
de la republica de Pisa en la ciudad argelina de Bugia. Durante su estancia en es-
ta ciudad estudié con profesores drabes quienes le ensenaron el calculo posicional
hindi que posteriormente introdujo en Europa sustituyendo al sistema de numera-
cién romano. En el ano 1200 regres6 a Pisa y escribié un ntmero importante de
trabajos, actualizando algunos resultados matematicos, asi como proporcionando
nuevos e interesante conceptos, entre ellos, como se ha comentado, nuestro actual
sistema de numeracion posicional.

Figura: 3.1:Leonardo Fibonacci y Liber abbaci.

Hoy en dia todavia se conservan copias de algunos de sus libros, como por ejemplo,
Liber abbaci (1202), Practica geometriae (1220), Flos (1225), y Liber quadratorum.
Un problema que se encuentra en la tercera seccion de su libro Liber abbaci llevo a
la introduccién de los nimeros de Fibonacci y a la sucesién que lleva su nombre, y
es la razon por la que aun hoy en dia es tan recordado.

Supongamos que un par de conejos recién nacidos, un macho y una
hembra se colocan en el campo. Los conejos son fértiles a la edad de un
mes, ast que al final del sequndo mes una hembra puede producir otro par
de conejos. Supongamos que nuestros conejos nunca mueren, y que las
hembras siempre producen un nuevo par (un macho y una hembra) cada
mes, desde el sequndo de los meses. La prequnta que Fibonacct se hizo
fue la siguiente, ;cudntos pares de conejos tendremos en un ano ;

Si observamos atentamente del enunciado del problema deducimos que:

= Al final del primer mes, hay un solo par.

= Al final del segundo mes, la hembra produce un nuevo par, asi que ahora
tenemos dos parejas de conejos en el campo.

= Al final del tercer mes, la hembra inicial produce un segundo par, haciendo
que en el campo tengamos tres pares de conejos.
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= Al final del cuarto mes, la hembra original ha producido otro nuevo par y la
hembra nacida dos meses antes produce su primer par, con lo que tendremos
D pares.

» Y asi sucesivamente......

i
Bl
B 5 ¥
Whah Wb
B 5 T
Figura: 3.2:Leonardo El problema de los conejos.
El ntmero de pares de conejos en el campo al inicio de cada mes es:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144.,

una sucesion, que se inicia con 1 y 1 donde cada otro término es la suma de los dos
anteriores, y que recibe el nombre de la sucesion de Fibonacci.

Cocientes

1 1 2 3 S 8 13 21 34 55 89 144 233
Numeros de Fibonacci
Figura: 3.3:Cociente de términos consecutivos.

Si hacemos el cociente de dos nimeros consecutivos de la sucesion obtenemos esta
otra:

1/1=1,2/1=2,3/2=15,5/3 = 1.666,8/5 = 1.6,13/8 = 1.625,21/13 = 1.61538,
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Es fécil ver lo que sucede si dibujamos estos resultados en un gréfico (Figura 3.3),
el cociente tiende a un valor particular, el cual recibe el nombre de ntimero aureo,
tiene un valor aproximado de 1.61804, y se representa por la letra griega ¢ (Phi).

Si la sucesion se inicia con otros dos nimeros cualesquiera, {3,7,10,17,27,71,---}
el cociente entre un término y el anterior en la sucesién tiende al nimero dureo ¢.

También podemos hacer aparecer el niimero aureo a través de una cuestién estética,
que aparece en el libro La Divina proporcion de Luca Pacioli. Si consideramos un
segmento y preguntamos cudl es la division mas agradable en dos partes del mismo,
algunas personas pensaran que el punto medio es el mas adecuado, otras en cambio
pensaran que la tercera o cuarta parte. La respuesta correcta no es ninguna de
ellas, ya que la division correcta es la conocida con el nombre de razén adurea o
divina proporcion. Si el segmento es de longitud 1, entonces el segmento mayor tiene
longitud 0.618.... A un segmento dividido de esta forma decimos que esta dividido
en la seccién aurea. Pensemos que si u es la longitud del segmento, se tiene que
verificar:
u v

ut+v  u

si llamamos ¢ = u/v, entonces

= 1+%:¢ = ¢+1=¢" = P-¢-1=0

Simplificando, obtenemos la ecuacién de segundo grado que tiene como raiz el valor

1+46
-

U+ v U
U v

¢ = 1.6180339887...

que como sabemos es el nimero aureo.

Figura 3.4: Plantas y sucesién de Fibonacci.

En muchas plantas, el nimero de pétalos es un ntimero de la sucesion de Fibonacci.
La azucena y el iris tienen tres pétalos; las rosas salvajes 5; el delphiniums 8; algunas
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caléndulas granuladas 13; la achicoria 21; mientras que algunas margaritas pueden
encontrarse con 34, 55 y hasta 89 pétalos. Algunas especies son muy precisas sobre
el nimero de pétalos que tienen, (por ejemplo el botén de oro), pero otras tienen
pétalos que estan muy cerca de ellos, pero que su media es justo un nimero de
Fibonacci.

Se puede comprobar que algunas semillas se disponen segin espirales, una de ellas
a la izquierda y otra a la derecha. Si contamos la espiral de la derecha al final del
dibujo, nos encontramos con que hay 34. ; Cuantas existen hacia el otro lado? Puede
comprobarse que estos dos niimeros son vecinos en la sucesién de Fibonacci.

La pregunta inmediata que nos planteamos es ;jpor qué sucede esto? La respuesta
se encuentra detras de un problema de optimizacion. Si deseamos apilar objetos de
la “mejor manera posible”, la respuesta serd que dependera de la forma que posean.

(O
S
/\

Figura 3.5: Formas de apilar objetos.

Si estos objetos son cuadrados, la respuesta correcta serd la figura 3.5 de la izquierda.
Sin embargo, si estos objetos son redondos la mejor disposicion es la conocida con el
nombre de hexagonal (figura 3.5 derecha). Por otro lado, muchas plantas que poseen
un tallo alto tienen adheridas las hojas segin un esquema bastante interesante, En
efecto, se cumple la llamada ley de la Filotazis (ciencia que estudia el ordenamiento
de los elementos de una planta), “para cada especie de plantas el dngulo que forman
dos hojas consecutivas, llamado angulo de divergencia, es constante”.

Pero, jpor qué la naturaleza no utiliza alguna de éstas disposiciones? La mayoria
de las semillas son redondas, entonces ;jpor qué no se disponen en forma hexagonal
las semillas del girasol? La razén es que aunque la simetria hexagonal es la mejor
manera de empaquetar semillas circulares, esto no responde a la pregunta de por
qué las hojas se distribuyen alrededor del tallo o como se empaquetan las semillas
del girasol (las cuales son circulares porque es la forma que encierra maxima area
con una determinada longitud), cuando estan creciendo en tamano .

La naturaleza utiliza el mismo patrén para colocar las semillas del girasol, los pétalos
alrededor del borde de una flor y las hojas alrededor del tallo. Ademaés, sigue siendo
eficiente cuando la planta continua creciendo. Los botdnicos han demostrado que
las plantas crecen desde un grupo diminuto de células dispuestas en el extremo de
cualquier planta en crecimiento, llamado el meristemo. Hay un meristemo separado
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al final de cada rama o varita y alli es donde se forman las nuevas células, que crecen
en tamano, pero las nuevas células solo se forman en esos puntos de crecimiento.

3609/1.618 = 222.23° 360°-222.23° = 137.77°
N )

s
/
S/
y

Figura 3.6: Angulo de giro.

Las nuevas células expanden el tallo y de esta manera se produce el crecimiento.
También estas células crecen en forma de espiral, como si el tallo girase un dngulo
y entonces aparece la nueva célula, vuelve a girar de nuevo y entonces se forma otra
nueva célula. Estas nuevas células dan lugar a una nueva rama, o tal vez a un nuevo
pétalo en una flor. Lo asombroso es que un simple angulo fijo produce el
diseno 6ptimo no importa como de grande sea el crecimiento de la planta.
Una vez que una semilla estd situada en el girasol, esta semilla es empujada en linea
recta por otra nueva semilla, pero guarda el angulo original en el girasol. No importa
como de grande sea el girasol, las semillas siempre se empaquetaran uniformemente.

& 3

"‘ . .
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‘s P ry

Figura 3.7:Disposicién semillas del girasol.

Todo esto fue intuido por muchos cientificos en el iltimo siglo, pero el principio
de que un angulo fijo produce empaquetamientos uniformes sin importar el tamano
de este crecimiento, se demostré en 1993 por los matematicos franceses Douady y
Couder. La distribucion de las hojas es la misma que el de las semillas y los petalos.
En todos ellos aparece el nimero 0.618034 por vuelta. Si hablamos de grados serdn
0.61803 de 360°, que suponen 222.23°. Pero como siempre tendemos a diferenciar el
angulo mas pequeiio, éste serd 137.77°. Si hay ¢ = 1.618.. hojas por vueltas, entonces
tenemos la mejor manera de empaquetar, de esta manera, cada hoja recibira la
maxima cantidad de luz, proporcionando la menor sombra a las otras. También da
la mejor area posible de exposicion, para que cuando la lluvia caiga, baje a través
de las hojas y se deposite en las raices.
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Pero debemos dejar claro que no siempre las sucesion de Fibonacci se encuentra
en el numero de pétalos de cualquier flor, o en el nimero de semillas de plantas
del tipo del girasol, aunque si estan cercanos a algunos términos de la sucesion de
Fibonacci. De todos modos, en un trabajo publicado por Jean en 1992, de 12700
observaciones correspondientes a 650 especies de plantas diferentes, la sucesion de
Fibonacci esté presente en un 90 % de todas aquellas donde sus elementos estéan
dispuestos en formas de espirales.

Observemos que si notamos a ¥, al valor del término que ocupa el lugar n de la
sucesion de Fibonacci, entonces podemos modelizarla mediante la siguiente ecuacion:

Yo =y1 = 1, Ynt2 = Ynt1 T Yn, N =2

Se trata de una ecuaciéon en diferencias homogénea de orden dos, lineal y de coefi-
cientes constantes que posteriormente podemos resolver.

DEFINICION 3.1.1 Llamamos ecuacion en diferencias a una expresion del tipo

F(yt-l-na Yt4n—1y Yt4n—25 " 5 Yt+1, Yt t) =0.

Una solucion de la misma, es toda sucesion y; que la cumpla.

El conjunto de todas las soluciones recibe el nombre de solucién general. Esta
solucion general presenta cierto nimero de pardmetros, que pueden determinarse a
partir de las condiciones iniciales, dando lugar a las diferentes soluciones parti-
culares.

DEFINICION 3.1.2 Llamamos orden de la ecuacion, a la diferencia entre el ma-
yor y el menor de los indices que afectan a y.

La expresion —2y;13+3y; = t+1, es una ecuacién en diferencias de orden t4+3—t = 3,
o de tercer orden.

La ecuacion en diferencias y;11 — y; = 2, es de primer orden y tiene por solucion
general a todas las progresiones aritméticas de razon 2, es decir

v =y(t) =2t + C,
siendo C una constante cualquiera. Una solucion particular, es la progresion arit-

mética

{1,3,5,7, -+ ,2t+1,---}.
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EJEMPLO 3.1

= Vamos a construir el modelo que corresponde a la siguiente situaciéon. Supongamos
que una poblacién de insectos crece el triple, en cada periodo de tiempo que trans-
curre entre dos medidas, de lo que crecid en el periodo inmediatamente anterior.

Si llamamos y; al nimero de individuos en el instante ¢; del enunciado del ejemplo
se deduce,
Yer2 — Ye+1 = (Y1 — Yt) t=0,1,2,3, -
simplificando obtenemos,
Yi+2 — 4yt+1 + 3yt = 0, (31)

que es una ecuacién en diferencias de segundo orden. Si por ejemplo, conocemos el
numero inicial de insectos, yo = y(0) = 100, podemos sustituir y obtendriamos

ya — 4yy +300 =0,

lo cual nos indica que debemos saber otra medida, por ejemplo y;, para poder
encontrar el resto de los valores. En las proximas secciones aprenderemos a resolver
este tipo de ecuaciones, y volveremos sobre (3.1).

3.2. Ecuaciones lineales de primer orden

DEFINICION 3.2.1 Una ecuacién en diferencias lineal de primer orden es aque-
lla que puede expresarse como

P1()Yer + p2(t)ye = q(t), (3.2)

donde p;(t), i = 1,2 y q(t) son funciones en la variable discreta t. Si la sucesion
q(t) es nula, entonces la ecuacion lineal recibe el nombre de ecuacién homogénea
asociada a (3.2). Cuando las funciones p1(t) y po(t) son constantes, se dice que la
ecuacion lineal (3.2) es de coeficientes constantes.

Este tipo de ecuaciones son muy interesantes en el estudio de dinamica de poblacio-
nes. Suelen aparecer escritas como

Y1 = p(t)ye +q(t),

donde p(t)y; representa el crecimiento de la poblacién en el tiempo ¢ y ¢(¢) el ntimero
de individuos que en el tiempo t se incorporan a la poblaciéon como consecuencia de
la inmigracion.
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EJEMPLO 3.2

=  Supongamos que una determinada poblacién de insectos con 100 individuos, duplica
su numero en cada generacién, y que ademas, 10 nuevos individuos se incorporan
en cada generacién procedente de otro lugar. Vamos a construir una ecuacién en
diferencias que modele a esta situacién y posteriormente la resolveremos.

Del enunciado se deduce,
yr =2y—1 + 10, yo = y(0) =100,
lo que nos permite escribir,

y1 =2 x 100 + 10
ys = 2(2x 100+ 10) + 10 =2 x 2 x 100 + 2 x 10 + 10
Y3 =2x2x2x100+2x2x10+2 x 10+ 10

Y =2X -+ x2x1004+2x - x2x10+2%x---x2x104---4+2x 10410
——— ——— ——
(t) (t-1) (t-2)

=20 x100+2 1 x 104+ 202 x 10+ ---+2x 10+ 10
=20 x 100+ (271 + 2072 -+ 21 +20) x 10
=20 %100 + (28 — 1) x 10 = 110 x 2! — 10,

donde en el tltimo de los pasos hemos utilizado la férmula que nos da la suma de ¢
términos de una progresiéon geométrica de razén 2. La solucién es, por tanto,

e =110 x 2° — 10|

3.3. Ecuaciones lineales de segundo orden

DEFINICION 3.3.1 Una ecuacidn en diferencias lineal de seqgundo orden es aque-
lla que puede expresarse como

1) Yer2 + P2(O)Yesr + ps()ye = q(t), (3.3)

donde p;(t), 1 =1, 2, 3 y q(t) son funciones en la variable discreta t.

Si la funcién ¢(t) = 0, entonces (3.3) es su ecuacion lineal en diferencias homogénea
de segundo orden asociada. Ademads, si todas las funciones p;(¢) son constantes,
entonces (3.3) es una ecuaciéon en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes
constantes, y serd en la que nos centraremos.

Veamos en primer lugar un teorema de existencia y unicidad de solucién para una
ecuacion en diferencias lineal homogénea de orden n.
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TEOREMA 3.3.2 Dada la siguiente ecuacion lineal en diferencias homogénea de
orden n

Yean + D1(D)Ytgn—1 + -+ pu(D)ye = 0,
y dados n numeros reales ko, k1,--- ,k,_1, existe una unica solucion, cumpliendo
vo=y(0)=ko, 1=k, - Yn1=Fkn1.

Demostraciéon. Comenzamos definiendo la siguiente sucesion:
Yo=y0)=ko, vi=Fk, - Yp1=Fkn1,
y para los valores de ¢ mayores que n — 1, procedemos de la siguiente manera
Yn = =P1(0)yn-1 = -+ = Pn(0)go = —p1(0)kn—1 — - - = pu(0) ko,

Ynt1 = —D1(1)yn — - — pu(1)ky .

De esta manera, y; queda definida por la ley de recurrencia anterior. Puede com-
probarse que y; es solucion de la ecuacion pedida y cumple las condiciones iniciales.
Ademas, es la unica solucién, ya que si w; es otra solucién que cumple

wo =ko, w1 =k, - W1 =ky1,

la ley de recurrencia que hemos encontrado anteriormente, determina el resto de los
valores de wy. [

Consideremos la ecuacion en diferencias lineal homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes

aYip2 + 0y +cy =0, (3.4)

cualquier combinacion lineal de soluciones de (3.4) sigue siendo otra solucién.

TEOREMA 3.3.3 Siy/, y? son dos soluciones de (3.4), entonces kyy; +koy?, con
k1 y ko constantes, sigue siendo solucion de (3.4).

Demostracién. Es inmediata, basta llevar kyy; + koy? en (3.4). ]

Del mismo modo, también es evidente la demostracion del siguiente resultado.

TEOREMA 3.3.4 Siy; es una solucion de

aYpro +bypr +cyr = q(t), (3.5)

eyl es solucion de la ecuacion homogénea asociada, entonces y; = yl+y¢ es solucion
de la ecuacion completa (3.5).

A continuacién veremos las condiciones bajo las cuales la combinacion lineal de dos
soluciones particulares de la ecuacion homogénea dan lugar a su solucién general.
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TEOREMA 3.3.5 Siy}, y? son dos soluciones de (3.4), entonces
y = kg + kayy,

con k1 y ky constantes, es la solucion general de (3.4) si

1,2
y() y(] O
’ i Ui ‘#

Demostracion. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales siguiente

041?/6 + 042?%8 =5
1 2 _
ay; + oyi = B,

cualesquiera que sean los valores de 31 y (2, por hipotesis del teorema, el sistema es
compatible determinado. Pero por el Teorema 3.3.2 existe una tnica solucién de la
ecuacién homogénea que puede ser escrita como y; = kyy; + koy?, pues basta tomar
b1 =1yoy B2 =y, y calcular oy y «p. Para finalizar asignamos los siguientes valores,
k1= a1y ke = as. ]

A dos soluciones y} y y? cumpliendo las hipdtesis del Teorema 3.3.2 le daremos
el nombre de sistema fundamental de soluciones. Siguiendo un razonamiento
similar al realizado en el Teorema 3.3.2, podemos demostrar el siguiente resultado.

TEOREMA 3.3.6 Siy! es una solucion particular de
aYir2 + by + ey = q(1), (3.6)
e yl, y? forman un sistema fundamental de soluciones, entonces
i+ ks + ke y?

es la solucion general de (3.6).

3.3.1. Resolucién de la ecuacion homogénea

El Teorema 3.3.6 nos dice que para resolver una ecuacién en diferencias lineal de
segundo orden, tenemos que empezar encontrando la solucién general de su ecuacién
homogénea asociada, y para ello hemos de localizar dos soluciones particulares que
den lugar a un sistema fundamental. Supongamos por tanto, la ecuacién homogénea

aypr2 + by + ey =0,
que admitira la solucién y, = A\ si
a XN 4N =X (a XN +bA+¢) =0,

es decir,

a)+bA+c=0.] (3.7)
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A esta ecuacidn se la conoce con el nombre de ecuacidén caracteristica de la ecua-
cion en diferencias.

A continuacién, presentamos un procedimiento para resolver la ecuacion en diferen-
cias homogénea, basado en el estudio de las raices de (3.7).

= Si la ecuacion caracteristica tiene dos raices reales diferentes \;, Ay, en-
tonces

forman un sistema fundamental de soluciones .

» Sila ecuacién (3.7) tiene una raiz real doble ), entonces

=N, g =tN,

forman un sistema fundamental de soluciones .

= Si la ecuacion caracteristica tiene dos raices complejas conjugadas
)\1:Oé+i6, )‘2205_7:67

entonces
1\t 2\t
Y = A1, Y = Ay,

forman un sistema fundamental de soluciones. En este 1ltimo caso, podemos
escribir la solucién general de la ecuacion homogénea de la siguiente manera,

yt:]{l)\i‘i‘k’g)\g,

y expresando los niimeros complejos en su forma médulo argumental, teniendo
en cuenta que poseen el mismo modulo y argumentos opuestos,

y; = k1p'(costl + isentd) + kyp'(costh — isentd).

Al formar X! = pl(costld + isentd) y Ny = p'(costf — isentf) un sistema
fundamental de soluciones, también lo sera cualquier combinacion lineal de

ellas, en particular
5 (AL 4+ L) = pleosth

= (A = Mb) = pfsentf,

la solucién general serd entonces

y; = kip'costl + kop' sentf .

EJEMPLO 3.3
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Resolver las siguientes ecuaciones en diferencias:

(a) Yr+2 — 3yrr1 + 2y =0

(0) Y2 + 2441 + 2y = 0

(€) Y2+ 241+ 1y =0

(a) La ecuacién caracteristica A2 — 3\ 42 = 0, tiene como rafces \; = 1y Ay = 2.

En consecuencia, 2! y 1, forman un sistema fundamental de soluciones, siendo
la solucién general

’yt=k1+k22t.

(b) En el segundo de los casos, las raices de la ecuacién caracteristica A\24+2A+2 = 0
son Ay = —14+1¢y Ao = —1 —i. Los mddulos de estos niimeros complejos son
V2 y el argumento 37 /4, por consiguiente, la solucién general es

yr = ky (\/i)tcos <3;t> + ko (\/?)tsen <32t> , ki, ks eR.

(c) La ecuacién A\?> +2)\ + 1 = 0 tiene a A = —1 como raiz doble. La solucién
general de la ecuacién propuesta es

yt:kl(—l)t-f-kgt(—l)t, ki, ks € R.

EJEMPLO 3.4

Resolucion de la ecuacién en diferencias que modeliza a la sucesion de
Fibonacci.

{1,1,2,3,5,8,13,--- }
Puede expresarse por la ecuacién en diferencias con condiciones iniciales siguiente:
Y2 = Y1+ Yt;  yo=1ls;y1 =1
o bien, mediante la ecuacién homogenea:
Y2 —yr1 — Y =05 yo=1;y1=1
La ecuacién caracterstica A2 — A — 1 = 0 tiene como raices

1++5 1-+5
5 T

Al =

que aporta la solucion general:

a5 (5
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Para encontrar la solucién particular resolvemos el sistemas:

Yo=1=>C+Cy=1

y1:1:>01<1+\/g)+02<1_\/5):1

2

cuya solucion es:

1 1-—
Clzﬁ; Cr=— v5
25 25

En consecuencia, la solucién particular de la sucesiéon de Fibonacci viene dada por

la sucesion:
C(1+v5) (145" (1-V5) (1-v5)
Yt = 2\@ 5 2\/5 5

I L4V t+1 1_ VB t+1
yt*ﬁ 5 - 5

Se puede simular con Mathematica y comprobar que en efecto si t = 5, t = 10,
y t = 25 el ordenador nos devuelve los términos de la sucesién de Fibonacci que
ocupan esos lugares.

o bien

% Wolfram Mathematica 8.0 - [Untitled-1 ] FEx
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

B Untitled-1 *

In[1]:=

5 2 2

Ing:= £[5.]

out[8]= 8.

Inf71:= £[10.] jj’;ié;
@ Y e

out[7]= 89. : 5 : ~ ;
e B0

)= £[25.] Sl

outel= 121393.

Figura 3.8:Simulacién con Mathematica de la soluicién.

Veamos ahora la relacién existente entre la sucesién de Fibonacci y el nimero aureo
¢. En la introduccion al tema comentamos que:

¢ = lim Yt+1 7
t—o0 yt



3.3 Ecuaciones lineales de segundo orden 53

en nuestro caso y; es la soluciéon de Fibonacci encontrada anteriormente:

1 1+\/5 t+2 1_\/5 t+27]
N 2 B 2

¢ = lim = =,

t—o0 1_’_\/5 t+1 1_\/5 t+1
2 B 2

Sl

simplificando

s L) () (16 ()
t—r00 (LQ\/E—))Hl B (1_72\/5)1‘,“

Si hacemos a = 1+2‘/5 yb= 1_2‘/5. Entonces, b < ay 2 < 1. En consecuencia,

tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito.

(5™

El limite anterior puede escribirse como,

b COTDYT a—b (&) 145
=lm —=1lim —%— =a=
oo gitl — pttl e (b 1 @ 5
a

Por otro lado, Si tenemos un segmento AB de longitud unidad, seleccionamos un
punto C' y llamamos z a la longitud del segmento AC, entonces, si:

_AB_AC 1 @

2
= — = —— —_ = _1:
AC CB z 1_z v te 0

¢

Resolviendo la ecuacién de segundo grado,

—1+5 -1-v5

1= 2

Es decir,

pol__1 ___ 2 _ 2(v5-1)  2v54+2 V541
_:c_—lgﬁ_\/g_l_(\/gjq)(\/@d) 5—-1 2

Finalmente, y como curiosidad, el nimero ¢ se puede encontrar también en:

T = 1+\/1+\/1+\/1+\/~~-:>x:\/1+\/E:>1:2:1+x:>x2x1:O

cuyas soluciones son:

i
S
T
S

T = =¢ ; T2
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O en este otro:

1 1
:E:1+71:>x:1+—:>:n2:x—|—1:>:1;2—x—1:0
1+ T T
4

al resolverlo obtenemos:

-
S
S

I = =¢ ; T2 =

3.3.2. Resolucion de la ecuacién completa

Para encontrar la solucién general de la ecuacién en diferencias lineal de segundo
orden
Ay + by ey =q(t), a, b ceR, (3.8)

podemos hacer uso de dos métodos diferentes.

Método de variacién de parémetros.‘

Es también conocido como método de coeficientes indeterminados. Se empieza
encontrando la solucion general de la ecuaciéon homogénea

v = kiy +koyp, ki, ke €R,
y se supone que las constantes k1 y ko dependen de t, es decir
yo = k1 (t)y; + ka(t)y7 - (3.9)
De esta expresién deducimos inmediatamente
Yo = ka(t+ Dy + ko (t+ Dyiyy
que sumando y restando ki(t) y.., + k2(t) y7,1, puede escribirse
Y1 = ka(t) ytl—l—l + ka(2) y:52+1 + [kt +1) = k1 (2)] ?Jtl+1
+ [ka(t + 1) — ka(t)] 7,1 -
En la ecuacién anterior hacemos
ey (t +1) = k1 (0)] yipq + [ke(t+ 1) — ka(t)] 47 =0, (3.10)
y nos queda la ecuacion

Yerr = ki () yesr + ka(t) Y (3.11)
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que permite ser tratada utilizando el mismo procedimiento anterior

Yrz = ki) yio + ka(t) yfo + [ka(t + 1) — k1 ()] yiyo
(3.12)
+ [k (t + 1) — ka(t)] yt2+2 .

Llevando (3.9), (3.11) y (3.12) en (3.8),
aky(t) yj1o + aka(t) s + alka(t + 1) — ka(t)] yi s
talky(t+1) = ka(8)] 7o + k1 (8) Yy + bka(t) vy

+cki(t)y) + cha(t)y? = q(t).

o bien,
ka(t) [ayhz + by + Cytl} + ka(2) [ayt2+2 + byt + C?/tz}
Fa (ki (t+1) = k()] yto + alko(t + 1) = ka2(t)] w70 = q(t) -

Al ser y} y y? solucién de la ecuacién homogénea, la expresiéon anterior adopta la
forma

alki(t +1) — ki()] ypso + alka(t + 1) — ko (1) Y7o = q(t) . (3.13)

Las ecuaciones (3.10) y (3.13) dan lugar a un sistema lineal, siendo ki (t+1)—ky(t) y
ko(t + 1) — ko(t) las incognitas. Al ser y} y y? un sistema fundamental de soluciones,
ocurre que

1 2
yHl_l yt-é—l £ 0
QY19 aYiio

Usando la Regla de Cramer, podemos resolver el sistema anterior

—q(t)
Byt +1) —ki(2) =
1+ 1)~ k() ayy1 (A2 = A1) 1)
3.14
q(t)
kot + 1) — ko(t) =
2(f 1) = kalf) ayiii (A2 — A1)
y nos permite encontrar los valores de ky(t) y ka(t). u

EJEMPLO 3.5

= En un determinado ecosistema y supuesto que sobre una poblacién no influyen fac-
tores que modifiquen su crecimiento, se observa que, partiendo de 100 individuos, se
llega el primer ano a 110 y que, cada ano se duplica el crecimiento del afio anterior
y se afiaden 10 individuos de fuera. Deseamos determinar la ecuacién general de la
evolucién de efectivos.
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El problema a estudiar es el siguiente:
Yi+2 — Yer1 = 2(Yer1 — ye) +10,  yo =100, 1 = 110.
Tenemos que resolver la ecuacién en diferencias lineal de segundo grado
Yi+2 — Y1 + 2y, = 10,

con las condiciones iniciales o = 100 y y; = 110. Para ello, empezamos encontrando
las raices de la ecuacién caracteristica

M_3\+2=0 = MN=1 X\N=2.
Es decir, la solucién general de la ecuacién homogénea es
Yl =k + ko 2.

Para poder resolver la ecuaciéon completa utilizamos el método de variacién de las
constantes. Teniendo en cuenta (3.14), deducimos

ki(t+1) —ki(t) = —10
{ ko(t + 1) — ko(t) = 10/2¢+1

De la primera ley de recurrencia obtenemos

k(1) = ki (0) — 10
k1(2): ]{51(1)—10 :k‘l(O)—QXlO

ky(t) = i(0) — 10t

De manera similar, de la segunda de las ecuaciones

—

ka(1) = k2(0) +10/2

k2(2) = ko(1) +10/22 = k2(0) + 10/2 + 10/22

kQ(t) = k2(0)+10/2+10/22+10/23+~--+10/2t:
= ko(0) +10(1/2+1/22 +1/23 + .- +1/2¢
= ko(0) 4+ 10(1 —1/2%).

En consecuencia, la solucién general de la ecuacién completa es

ye = k1(0) — 10 x ¢t + [kQ(O) +10(1 — 1/2t” ot

Las constantes k1(0) y k2(0) pueden encontrarse con yo = 100 y y; = 110,
100 = k1(0) + k(0), 110 = &y (0) — 10 + (k2(0) + 5) 2,

que dan como solucién k;1(0) = 90, k2(0) = 10. La ecuacién de los efectivos de la
poblacion es:

Yy =80 —10t+ 10 x 21 ¢+=0,1,2, ---
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Segundo método.

Para encontrar la solucién general de una ecuacion lineal completa de segundo orden
nos fijaremos en el término independiente ¢(t), y segin sea, procederemos de una
manera u otra. Los casos més usuales que suelen presentarse son:

» Si q(t) = o, entonces para encontrar la solucién de la ecuacién completa
probamos con la solucién particular Sa’ (excepto si « es rafz de la ecuacién
caracteristica).

» Si ¢(t) es un polinomio de grado n, entonces ensayamos con un polinomio
del mismo grado. Si el 1 es raiz de la ecuacién caracteristica, tomaremos un
polinomio de grado n+1, si ademas tiene grado de multiplicidad v, probaremos
con un polinomio de grado n + .

» Sig(t) es seno o coseno de at, entonces tomaremos [ sen ot + v cos at y deter-
minaremos los valores de las constantes 3y 7.

EJEMPLO 3.6
= Hallar la solucién general de las ecuaciones en diferencias,

(a) 2ypp2 —yr =2°

(D) Y2 — dyps1 + 4y, = 312

(€) Yrao — dypi1 + 4y, =20 + 1.

(a) Empezamos resolviendo la ecuacién caracteristica

1
2A2-1=0 = A=+,
V2

que nos permite escribir la solucién general de la ecuacion homogénea

oo () om ()

Ahora, para poder encontrar la solucién de la ecuaciéon completa, ensayamos
con la solucién particular y? = 52!, Sustituyendo en la ecuacién inicial

262072 — g2t =2t = 2622 - B=1 = [=1/T.

La solucién general buscada es

=k <1>t+k (—1>t+12t
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3.4.

(b)

Para el segundo de los casos, es inmediato comprobar que A = 2 es una raiz
doble de la ecuacién caracteristica. En consecuencia, la solucién general de la
ecuacién homogénea es

yf = k12t + kgtzt.

Al ser el término independiente un polinomio de segundo grado y el 1 no es
raiz del polinomio caracteristico, probamos con una soluciéon particular del
tipo

Yl = at® + bt +c,
llevando este valor en la ecuacién en diferencias propuesta, e identificando
coeficientes, se obtiene a =3, b =12 y ¢ = 24.

La solucién buscada es

yr = k12 + kot 20 + 312 + 12t 4 24.

Al coincidir la ecuacién homogénea con la del caso anterior, lo inico que tene-
mos que hacer es encontrar una solucién particular. Para ello, buscamos una
soluciéon particular de

Yiro — dyrs1 + 4y = 2°,

y otra de
Ytro — Ay +4y = 1.

Para la primera de ellas, al ser A = 2 una raiz doble, ensayamos con la solucion
1 _ th 2t
Y = :
k(t+2)22572 — 4k(t +1)% 20T 4 4kt% 20 = 2F
que una vez resuelto da k = 1/8.

Para la segunda de las ecuaciones, el término independiente es una constante
(un polinomio de grado cero), y probamos como solucién particular con otra
constante, y? = k.

k—4k+4k=1 = k=1.

La solucién de la ecuacién propuesta es

yt=k12t+k‘2t2t+%t22t—|—1.

Sistemas de ecuaciones en diferencias

Hemos visto en las secciones anteriores que cuando se analizan fenémenos biologicos
dinamicos discretos, aparecen las ecuaciones en diferencias. Del mismo modo, cuando
en estos fenémenos el niimero de variables es mayor que uno, entonces nos apareceran
los sistemas de ecuaciones en diferencias.

Como ya hemos tenido ocasion de comentar, el estudio que estamos realizando es
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una breve introduccion a las ecuaciones y a los sistemas en diferencias. Por este
motivo, solo abordaremos aquellos sistemas de ecuaciones en diferencias lineales y
de primer orden. Ademds, este tipo de sistemas son los que con mas frecuencia se
presentan en las aplicaciones bioldgicas.

DEFINICION 3.4.1 Un sistema en diferencias lineal con coeficientes constantes
de m ecuaciones y m wvariables, es una expresion que podemos escribir matricial-
mente de la siguiente manera:

Yi an @iz vt Qi i fi(?)
yf+1 A1 Q22 -+ ot dom ,%,2 fa(t)
) = N )
yﬂ_l am1 Am2 - e Amm y;n fm(t)

De entre este tipo de sistemas, el caso més elemental (aunque para casos mas gene-
rales, el procedimiento a seguir es similar) consiste en dos ecuaciones y dos variables

{ Y1 = any; +ay; + fi(t)
2 _ 1 2
Yiy1 = Q21Y; + Q2y; + fQ(t)

La clave para resolver este tipo de sistemas, es intentar expresarlo como una ecuacion
en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes constantes. En efecto, de la
primera de las ecuaciones

Yira = @iy, + a2y + At +1), (3.15)
sustituimos el valor de la segunda de las ecuaciones del sistema en (3.15)

ytl+2 = allytl+1 + a2 (amytl + any; + fz(t)) + fi(t+1),

en la que sélo aparece un término a;s ass 42, en el que no intervenga la funcién ;.

Despejando de la primera de las ecuaciones del sistema
a12yt2 = ytl+1 - a'llytl - fl(t) )
sustituyendo
Yirs =AYy + G202y, + (Y — any — fi(t) + afo(t) + fi(t+1),
y sacando factor comun, se obtiene finalmente,
yt1+2 = (a1 + a22)ytl+1 + (a19a91 — a29a11)y; — ana f1(t) + arafo(t) + fi(t + 1),

que es una ecuaciéon en diferencias lineal de segundo orden.
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EJEMPLO 3.7

» Sean z(t) e y(t) el nimero de individuos de dos poblaciones de animales en el mes ¢,
que conviven en un ecosistema en el que realizamos un control cada mes. Supongamos
que inicialmente tenemos xy = 150 e yg = 325, y que el desarrollo de la convivencia
esta gobernado por el sistema de ecuaciones en diferencias,

{ Tip1 =3re —yp + 1
Y41 = —Tt + 2y + 3

= Para encontrar el valor de x; e y; procedemos de la manera siguiente: De la primera
de las ecuaciones
T4 = 3T¢41 — Y41 + 1,

sustituimos la segunda de las ecuaciones en la expresion anterior
Tt42 = 3$t+1 — (—th + 2yt + 3) + 1= 3$t+1 + Ty — Qyt — 2,

que sigue dependiendo de y;, pero podemos despejarlo de la primera de las ecuaciones
y sustituir este valor en la ecuacién anterior

Tt42 = 3$t+1 + 2 — 2(—Jit+1 + Sl‘t + 1) —2= 5.%’,5_;,_1 - th - 4,

que es una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes cons-
tantes, que puede ser escrita

Tipo — OTp41 + O = —4. ‘ (316)

Es facil ver que las raices de la ecuacién caracteristica de su ecuaciéon homogénea

Son:
5++5
2 b

dando lugar a la siguiente solucién general de la ecuacién homogénea

t t
5+5 5-5
zy = k1 + ko .
2 2
Para encontrar una solucién particular de la soluciéon completa, al ser el término
independiente una constante, ensayamos con x; = a. Sustituyendo en (3.16)

A=

a—ba+ba=—-4 = a=-4,

la solucién general de la ecuacion completa serd

Ty = k1 <5+2\/5> + ko (5_\/5> —4.

2
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= Ahora, tendremos que sustituir en la primera de las ecuaciones del sistema

Yt = —Ti41 + 3£Ut + 1

— <5+\/g>t+1 ) (5_\/5>t+1+4+3k1 <5+2\/§>t

2 2

t
+3ks (5 _2‘/5> —12+1.

e (5 (90)  (57) ()

= Para encontrar los valores de k1 y ko, imponemos las condiciones iniciales

150 =Fk; + ko — 4

325 = (1 _2*/5> ky + <1+2\/5> ko — T,

sistema de ecuaciones lineales que tiene por solucién ky = 77 — 45v5 y ko = 77 +
5145v/5. En consecuencia, la solucién particular para estas condiciones iniciales es:

xt=(77—45\/5)<5+ 5) + (77 — 51V/5) (5_2‘/5> —4

2

2

yr = (151 — 61/5) (5 + ﬁ) + (166 — 641/5) (5 _2*/5> -7
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 1

1.-

Sea la ecuacién en diferencias:

Yi+2 — Ye+1 = S(Qt—i—l - yt) , t=0,1,2,3--- (317)
siendo y; el niimero de individuos de una poblacién en el ano t.

= Interpretar demograficamente (3.17).
= Comprobar que y; = 2 + 5(3!) es una solucién particular de (3.17).

= Encontrar la poblacién al cabo de 4 anos, sabiendo que yy = 2, y; = 4.

En un determinado ecosistema y supuesto que sobre una poblacién no
influyen factores que modifiquen su crecimiento, se observa que, cada
ano se duplica el crecimiento del ano anterior y se anaden 10 individuos
de fuera. Plantear y resolver la ecuacién en diferencias que modeliza la
situacién planteada.

Sea y; el niimero de individuos de una determinada especie de animales
en el tiempo t. Sabiendo que su evolucion sigue una relacién de la forma,

1 1\*
yt+2—yt+1:5(yt+1—yt)+<5> ; t=0,1,2,---,

probar que la poblacion se estabiliza a largo plazo.

Supongamos que si no intervienen factores externos, el incremento del
numero de conejos en un mes es la tres cuartas partes del incremento del
mes anterior. Inicialmente el nimero de conejos es de 10 y al finalizar
el primer mes es de 30, ademas cada mes se incorporan 25 conejos a la
poblacién. Determinar la poblacién de conejos al finalizar el segundo ano
;Cuadl sera su comportamiento a largo plazo?

Responder razonadamente a las siguientes cuestiones:

= Sea la ecuacién en diferencias y;.0 — 2y;+1 + y+ = 0, donde y; repre-
senta a la cantidad de individuos en el ano t. Si el ntimero inicial de
individuos es 2 y al cabo de un ano es 5, jcual sera el valor de la
poblacién al cabo de 10 anos;,

= Encontrar la soluciéon general de la ecuacién en diferencias

Yt+2 — 2Yyt+1 + Yy = 8
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6.- Estamos interesados en un determinado tipo de aves que viven en una
laguna. La dinamica de la poblacion esta gobernada por la siguiente ecua-
cién en diferencias,

1 t
620 + Ti41 = ¢ + <5> , t=0,1,2, --- (3.18)

siendo g =2 y x1 = 5.

= Encontrar la solucién general de la ecuacién en diferencias (3.18)

= ;Aumentara esta poblacién a largo plazo;,

7.- La evolucién de dos especies que comparten un mismo territorio viene
dada por el sistema de ecuaciones en diferencias,

{ Tl = 274 — 3y
Yir1 = Tt — 2U;

donde z;,y; representan al niimero de animales de la primera y segunda
especie en el ano ¢t ;‘Cual es el comportamiento a largo plazo de estas
poblaciones?




64 Tema 3 Modelos basados en ecuaciones y sistemas en diferencias

3.5. Sistemas dinamicos discretos

3.5.1. Introduccion

La teoria de sistemas dinamicos es una rama de las Matematicas que se ocupa del
estudio del movimiento, y proporciona un lenguaje comun para la Matematica, la
Biologia, la Economia, la Fisica, la Historia y la Literatura.

En la teoria de los sistemas dindmicos, un sistema se define como una coleccion
de elementos que continuamente interactuan para formar un conjunto unificado. A
las relaciones internas y las conexiones entre los componentes de un sistema se les
llama la estructura del sistema. Un ejemplo de un sistema es un ecosistema. La
estructura de un ecosistema esta definida por las relaciones entre la poblacion ani-
mal, nacimientos y muertes, cantidad de comida, y otras variables especificas para
un ecosistema particular.

El término dindmico hace referencia al cambio a lo largo del tiempo. Si algo es
dindmico, es porque se esta modificando constantemente. Un sistema dindmico es
aquel en el cual las variables se modifican para producir cambios a lo largo del tiem-
po. La manera por la cual los elementos o las variables de un sistema cambian con el
tiempo se denomina comportamiento del sistema. En el ejemplo del ecosistema,
el comportamiento estd descrito por la dindmica que se produce como consecuencia
de los nacimientos y las muertes de la poblacién. El comportamiento esta expuesto a
la influencia de comida adicional, los depredadores, y al medio ambiente, los cuales
son todos elementos del sistema.

Los sistemas dinamicos también pueden usarse para analizar, como pequenos cam-
bios en una parte del sistema, pueden afectar al comportamiento del sistema com-
pleto. Si nos referimos al ejemplo del ecosistema, podemos analizar el impacto de la
sequia en el ecosistema o analizar el impacto de la eliminacién de una determinada
especie animal en el comportamiento del ecosistema completo.

En relacién con los sistemas dindamicos discretos, fue H. Poincaré en 1899 el primero
en utilizarlos al intentar simplificar un modelo continuo, pero ha sido en la década
de los cincuenta donde han sido estudiados y aplicados en problemas muy diversos.
En 1976 R. May, analizando el comportamiento de las ecuaciones en diferencias en
el modelo que lleva su nombre, observé que atn para el caso determinista, el modelo
podia presentar comportamientos “muy complicados”. En 1963 el meteordlogo F.
Lorentz descubre el caos matematico en un sistema dinamico continuo, presentando
a la comunidad cientifica el atractor que lleva su nombre. Poco después, en 1973,
M. Heron estudia el caso discreto, descubriendo un tipo de atractor muy parecido
al de Lorentz. Dos anos después, Feigenbaum presentd por primera vez el diagra-
ma de bifurcacién correspondiente al modelo logistico. Actualmente la teoria de las
bifurcaciones es un campo donde se investiga intensamente.
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3.5.2. Ejemplos de sistemas dinamicos

A continuacién estudiaremos algunos ejemplos de sistemas dindmicos discretos:

1.-

La ecuacién de Malthus. Queremos estudiar la evolucién de la poblacion de
una determinada especie. Llamamos x; al nimero de individuos de la poblacién
en el instante temporal k. Si suponemos que por cada individuo existente en
el periodo k habra, por término medio, « individuos en el periodo k + 1, se
tendra

Tyl = QT , k’ZO,l, . (319)

Esta ecuacion en diferencias lineal de primer orden, es la llamada ecuacién
de Malthus, economista y pensador del siglo XIX, propuesta para estimar la
evolucion de la poblacion humana.

Si o > 1, es decir, si existe algin crecimiento vegetativo en la poblacién, los
valores de x; crecen en progresion geométrica y se disparan de forma expo-
nencial, razén por la que esta ecuacion desaté una fuerte polémica entre los
contemporaneos de Malthus, suponiendo la primera llamada de atencion sobre
el problema de la sobrepoblacion del planeta.

La parabola logistica de May. En 1976 el bidlogo Robert May formulé otra
ecuacion para estudiar el crecimiento de una poblacién de insectos en un eco-
sistema aislado, diferente de la de Malthus. May tuvo en cuenta los efectos
de saturacién del ecosistema. Cuando la poblacién se acerca al maximo po-
sible que el medio ambiente puede sustentar, entonces el parametro o debe
disminuir, lo que equivale a considerar este pardametro funcién del nimero de
individuos. Con ello se llega a una ecuacién de la forma

Tr41 = Oé(ﬂfk)ﬂfk, k= 07 17 27 T

Podemos tomar como unidad de medida el maximo posible de la poblacion, de
manera que x, expresa la fracciéon de poblacion existente en el periodo k con
respecto al nivel maximo de poblacién. May formulé la hipdtesis de que a(xy)
deberia decrecer linealmente cuando x;, creciera, hasta hacerse nulo cuando xy,
tomara el valor 1. Es decir que a(zy) fuera de la forma u(1 — zy), llegando
asi a la ecuacion de la parabola logistica de May

Lk4+1 = /~L<1 - xk)xk ) k= 07 ]-7 2) . (320)

Observemos que para valores pequenos de x, se tiene 1 — x;, = 1, con lo que la
ecuacién (3.20) es equivalente a la ecuacién de Malthus (3.19) con pardmetro

Lb.

Modelo matricial. Supongamos que una especie de aves que vive muchos
anos, resulta capaz de reproducirse a partir del segundo ano de vida y que,
por término medio, cada pareja de aves en edad reproductora cria anualmente
una nidada de la que sobreviven dos crias, una de cada sexo. Se supone que
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a partir del segundo ano todas las aves han emparejado. Se suelta una pareja
de aves en una region sin depredadores. ;Cudl es la ley de evolucion para la
poblacién de aves,,.

Ante un problema de esta naturaleza, el primer paso consiste en seleccionar
las variables. Debido a las diferentes condiciones de reproduccién, conviene
considerar dos segmentos en la poblacion de aves: las de un ano y las de dos o
méas. Tomamos como variable (k) el nimero de parejas adultas en el periodo
k. Debido a que existe siempre el mismo niimero de machos que de hembras,
la poblacién de aves de un ano puede también contarse por el nimero xs(k)
de parejas que pueden formarse entre ellas. Se tienen entonces las siguientes

relaciones:

que pueden escribirse en forma matricial como

()=o) ()

3.5.3. Conceptos de dinamica discreta

Un sistema dinamico discreto es simplemente, desde un punto de vista matematico,
una ecuacién en diferencias de la forma

xk+1:f($k)7 k:()71727"'

donde f es una aplicacién f : X — X definida en cierto conjunto X, que recibe
el nombre de espacio de fases o espacio de los estados. Salvo que digamos
lo contrario, siempre consideraremos funciones f suficientemente suaves, es decir,
con derivadas continuas de todos los érdenes necesarios. Asi, por ejemplo, cuando se
quiere traducir un problema como los descritos en el apartado anterior al lenguaje de
los sistemas dinamicos, se empieza por determinar el espacio de fases del problema
que no es sino un conjunto cuyos elementos describen todos los posibles estados del
sistema que se trata de analizar.

= En el modelo de Malthus se podria considerar como espacio de los estados el

conjunto de los nimeros reales no negativos (no son posibles poblaciones con un
ntimero negativo de individuos). Cuando el espacio de fases de un sistema es R
o algin subconjunto de R se trata de un sistema dinamico unidimensional

En el ejemplo la parabola logistica de May, donde se estudia una tnica variable,
que es la fraccion de poblacion con respecto a la maxima poblacién posible,
un espacio de fases adecuado es X = [0, 1]

En el caso de la poblacion de aves, el estado del sistema se describe a través
de dos variables de estado x1(k) e x2(k) por lo que el espacio de los estados



3.5 Sistemas dindmicos discretos 67

adecuado es un conjunto X C R?, el de todos los pares de nimeros enteros
no negativos. En sistemas mas complejos, se hacen necesarias mas variables
para describir completamente el estado del sistema, por lo que R™, o un sub-
conjunto de IR"™, es un espacio de fases adecuado para muchos problemas. Por
ejemplo, en mecanica se requieren 10 variables para describir completamente
una particula: tres para fijar su posicién espacial, otras seis para conocer su
velocidad y aceleracién y una méas para determinar su masa.

Las variables que describen un sistema, se llaman variables de estado. Se agrupan
en un vector, que se conoce como vector de estado, y que almacena la informacion
completa acerca del estado del sistema. El espacio de fases es entonces el conjunto
de todos los posibles vectores de estado del sistema.

La ecuacion de un sistema dinamico puede interpretarse de la siguiente forma: si el
sistema adopta en un instante k un estado descrito a través de un cierto elemento
xr € X, entonces en el instante k + 1 el estado del sistema serd x;1. La aplicacién
f representa por consiguiente la ley de evolucion del sistema dinamico que
transforma cada estado en el siguiente estado que el sistema adopta.

Si el sistema se encuentra en un estado inicial xg, su evolucion temporal corresponde
a la sucesion xg, 1, Ta, - , también llamada soluciéon con condicion inicial x.
Se obtiene recursivamente

x1 = f(x0), 2= f(21) = f*(x0),

y en general
_ otk
zy, = f"(0) .
La expresién f*(z), es la solucién general o flujo de los sistemas dindmicos

discretos. Permite conocer el estado del sistema en cualquier instante a partir de
su posicién inicial. El conjunto de valores

{Ji,f(l’),f2($), fg(x)v e 7}

recibe el nombre de érbita de z, (se diferencia de la solucién z, f(z), f*(x), - en
que ésta ultima es una sucesion ordenada cuyos términos son los elementos de la
érbita).

Es facil realizar el siguiente experimento: marquemos un niimero en una calculadora,
por ejemplo 0.25, y pulsemos de forma reiterativa la tecla 10%, con lo cual obtendre-
mos la érbita correspondiente,

0.25

0.25, 10°% 1017 ...

Si continuamos con este proceso la calculadora nos darda un mensaje de error. La
causa de este comportamiento es que la Orbita tiende a infinito. Si repetimos el
proceso tomando como semilla cualquier niimero y como funcion el seno o el coseno,
observaremos que en este caso las orbitas son convergentes.
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EJEMPLO 3.8

Puede comprobarse facilmente que la ecuacién de Malthus admite por solucién gene-
ral la expresion

D, (k) = oFzx
El comportamiento de esta expresion es sencillo de comprender. Si x > 0 entonces
0 si O0<axl
lim ofz ={ = si a=1

k—o0

+o00o si a>1

Menos sencillo resulta el problema de encontrar una formula explicita para el proble-
ma de las aves. Se obtiene

(2)=( o) (26)

Si calculamos las sucesivas potencias de la matriz, nos aparece un hecho curioso como
es la aparicién en estas matrices de los célebres ntimeros de Fibonaccil, 1,2, 3,5, 8,....

Para el modelo de May la situacién es méas complicada, como tendremos ocasién de
comprobar cuando estudiemos los modelos discretos no lineales. Podemos encontrar
las primeras iteraciones de la solucién general f¥(z) y nos convenceremos de la
enorme complicacién de los calculos involucrados. Ello nos ayuda a comprender la
imposibilidad de obtener expresiones explicitas para las soluciones generales de los
sistemas dindmicos no lineales (modelo de May), cuya conducta se pueda entender
de forma global, como sucede en el caso (lineal) de la ecuacién de Malthus.

El campo de aplicaciones de los sistemas dindmicos discretos unidimensionales es
muy amplio, y en los dltimos afos continian aumentando. A continuaciéon mostra-
mos algunas de ellas.

En Matematicas para la resolucion numérica de ecuaciones. Recorde-
mos que el método del punto fijo nos permite encontrar la raiz de una ecuacién
f(z) = 0. El proceso se inicia reescribiendo la ecuacién como g(x) = x, se toma
un valor xy préximo a la solucién buscada, y se reitera el proceso x 1 = g(xy).
Si la orbita correspondiente

{.%'0, xr, = g(;{,’o), Ty = g(xl) = g(g(ajo))7 ce 7}7
converge a cierto valor x*, entonces el método es convergente.

Recordemos que gréficamente el punto fijo g(z*) = z* se encuentra como la
interseccion de la funcién g(x) con la bisectriz del primer cuadrante.
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= Elaboracion de modelos matematicos. Por ejemplo, el modelo logistico
(del francés logis = alojamiento), que suele ser el punto de partida de los
sistemas dinamicos unidimensionales,

Th+1 :ﬂxk(l _xk)a k= 071a27"' ) (321)

se puede obtener de la manera siguiente: Supongamos que xy es la poblacion
relativa inicial, esto es, el cociente entre la poblacion inicial y la poblacion
maxima que puede soportar el habitat. Sea x; la poblacion relativa al cabo de
k anos El crecimiento relativo de la poblacién en cada ano serd

Tp41 — Tk
T ’
que segun las hipétesis de Verhulst (1845), es proporcional a 1 — z. Es decir,

Tk+1 — Tk

— ol —
o af Tr) ,

despejando
Tp+1 = Tg + a(l - l’k)l'k = :L‘k(l + a)(l — :L‘k) .

Si llamamos 1 = 1 + «, entonces obtenemos la expresion (3.21)

» Resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales. Sea la ecuacién dife-
rencial

-

que podemos expresarla como
x(t+dt) —x(t) = f(x)dt.
Si sustituimos dt por un valor numérico h, obtenemos

Tpy1 — T = hf(zp) = Tpp = xp + hf(zg),

tomando A suficientemente pequeno, podemos entonces dibujar la solucién que
pasa por un punto inicial dado.

3.5.4. Modelos dinamicos discretos lineales.

En general, obtener la expresién explicita de la solucién general f¥(x) es bastante
complicado. Con ayuda de un ordenador podemos conseguir numéricamente cuan-
tas iteraciones deseemos en esa expresion, pero esto no resulta en general de mucha
ayuda para entender la conducta global del sistema. Un instrumento que resulta en
muchas ocasiones adecuado en el caso de sistemas unidimensionales es el andlisis
grafico, a través del llamado diagrama de Cobweb.
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Supongamos una arida isla cerca de la costa de un rico continente. Estamos interesa-
dos en una especie particular de pajaros que anidan en estas islas. Desgraciadamente
el habitat de la isla es muy desfavorable ya que si los pajaros estuvieran aislados su
poblacién disminuirfa un 20 % cada ano. Esta situacién podemos reflejarla utilizando
el modelo de Malthus (exponencial)

Tpyr = 080x,, k=0,1,2,---,

donde zj es la poblacién de pdjaros en el tiempo k. Hay una colonia de pajaros en
el continente y cada ano 1000 pajaros emigran a nuestra isla. Entonces, el cambio
de poblacion en la isla puede ser descrito por el modelo

Tpi1 = 0.80z, + 1000, k=0,1,2,--- .

Observemos que el modelo es lineal en el sentido de que la funcién f(z) = 0.80x +
1000 representa a una linea recta.

Ahora descubriremos y probaremos un teorema sobre sistemas dinamicos lineales
discretos, que corresponden al tipo

Tre1=mxr+b, k=0,1,2,---

donde m y b son constantes. Recordemos que los sistemas dindmicos discretos estan
descritos por una ecuacion de la forma

xk-l-l:f(xk)? k:()71727""

En el caso particular de sistemas dinamicos discretos lineales, la funcién f es del tipo
f(z) = mx + b, y estamos interesados en puntos de equilibrio del sistema dindmico
discreto. Aquellos puntos x tales que f(z) = z. Estos puntos se llaman de equilibrio
porque si un término es uno de estos puntos, cada sucesion de términos siguientes
permanece en el mismo punto. De esta manera decimos que el sistema se encuentra
en equilibrio. Es inmediato comprobar el siguiente resultado.

RESULTADO 3.5.1 Sim no vale 1 entonces hay un unico punto de equilibrio
. b

r = —
1—m
Los modelos dinamicos discretos pueden comportarse de manera sorprendente. Al-
gunas veces una sucesion obtenida del sistema dinamico lineal discreto tiende direc-
tamente al punto de equilibrio. En otras ocasiones saltan alrededor de él, con saltos
cada vez mas pequenos hasta tender al punto de equilibrio. O por el contrario los
saltos son cada vez mas grandes y no tienden al punto de equilibrio.

Nuestro objetivo es formular y probar un teorema que nos determine cuando ocu-
rre cada una de estas clases de comportamiento. Comenzamos la construccion del
diagrama de Cobweb dibujando las graficas

fa) =ma+b, gle)=a
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Dibujamos el punto x; en el eje OX. A continuaciéon marcamos el valor f(z1) = 25y
obtenemos el punto (z1, z3). El préoximo paso es trazar una linea horizontal desde el
punto (x1,x2) hasta que corte a la recta g(z) = = en el punto (z3,xs). Calculamos
xr3 = f(x2) y repetimos sucesivamente este proceso.

1000

800

600

400

200

200 400 600 800 1000
Figura 3.9: Diagrama de Cobweb.

Observemos en la Figura 3.9 que en este caso “la red de arana” nos lleva al punto de
equilibrio. En la Figura 3.10 hemos representado en el eje de abscisas el tiempo y en
el eje de ordenadas el nimero de individuos. Puede verse que si el tiempo aumenta la
poblacién tiende al punto de equilibrio. Se trata por tanto de un punto de equilibrio
estable.

800
700
600
500
400

300

5 10 15 20

Figura 3.10: Punto de equilibrio estable.

EJEMPLO 3.9

= Vamos a calcular y dibujar z9,z3,- -, para el modelo ziy; = 0.80x; + 1000 y el
valor inicial x¢ = 500.

El modelo anterior podemos escribirlo como

xk—}—l:f(xk)a k:O71725"'7
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donde f(z) = 0.80x + 1000. Esta es una buena manera de representar a nuestro
modelo porque la funcién f(z) nos describe como la poblacién, en cada ano estd de-
terminada por la poblacién en el afio anterior.

Los dos graficos f(z) = 0.8z + 1000 y g(x) = = se cortan en el punto z* = 5000.
Este punto se llama punto de equilibrio ya que la poblacién en los préximos anos
serd la misma que la poblacién actual.

£(5000) = 0.8 x 5000 + 1000 = 5000
Podemos encontrar este valor también de manera algebraica
f(z) =2 = = =0.8z+ 1000 = x = 5000
6000
5000
4000
3000

2000

1000

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 3.11: Estudio del punto de equilibrio.

La Figura 3.11 nos muestra como determinamos graficamente el punto de equilibrio.

A continuacion nos centraremos en la clasificacién de los puntos de equilibrio o en el
analisis de la estabilidad. En el analisis de la evolucién de poblaciones el problema
principal es:

» Evaluar la estabilidad de la poblacién usando modelos matematicos.
= Examinar los efectos de diferentes factores sobre la estabilidad de la poblacién.

Hemos tenido ocasion de ver que en los sistemas dinamicos lineales discretos, el
punto de equilibrio
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en algunas ocasiones es un punto de equilibrio atractivo, (aquel que a largo
plazo los términos zj tienden al z* cuando k tiende a o0), y otras veces es un
punto de equilibrio repulsivo, (aquel donde zj tiende a mas o menos infinito).
A continuacién presentamos un teorema que nos permitirda determinar cuando un
punto de equilibrio es atractivo o repulsivo.

TEOREMA 3.5.2 Sea el sistema dinamico lineal discreto
x = f(zp—1), flz)=mz+b
conm # 1. Sea z* = b/(1 —m) el punto de equilibrio,
» si|m| <1 entonces x* es atractivo, en el sentido de que para cualquier condi-
cion inicial xg

lim 2z, = 2*
k—oo

» si|m| > 1, entonces x* es repelente, y al menos que o = x* se cumple

lim |z = .
k—ro0

Demostracion. Comenzamos calculando el valor de xy,

To =mx, +0b
T3 = mry +b=m?x; +b(m+1)
1y = maxs+b=m(m?x; +b(1+m)) +b=mPz; + b(1 +m + m?)

k—2
pr = mF ey 4 b(L+m 4 m? 4 mh ) = mF e by md
j=0

Si suponemos que |m| < 1 entonces al hacer que k tienda a infinito

lim m*lz; = 0.
k—oo
Por otro lado,
k—2 oo
, k , 1
lim m" = m = ——
Jj=0 Jj=0

por ser la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica de razén
|m| < 1. Por lo tanto,

. b .
lim zp, = —— =2a".
k—o00 1—m
f—2
Por un razonamiento similar, si |m| > 1 se cumple que m* 1z, y g m’ no estan
J=0

acotados cuando k£ — oo. ]
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3.5.5. Modelos dinamicos discretos no lineales

Para un sistema de la forma
Th+1 = f(l‘k)a k= 07 ]-a 27 T (322)

donde ahora la funcion f no es lineal, la situacion es diferente a lo estudiado en
la seccion anterior. Lo que debemos tener en cuenta, es que pueden existir muchos
puntos de equilibrio. En el caso lineal el tipo de punto de equilibrio nos lo daba el
parametro m de la recta. En el caso no lineal el caracter de cada punto esta deter-
minado por la pendiente de la curva f(x) en el punto z*, y sabemos que este valor
puede determinarse por la derivada de la funcién f en el punto x*.

TEOREMA 3.5.3 Consideremos el sistema dindmico (3.22) siendo x* un punto
de equilibrio f(x*) = x*. Entonces
w s |f'(2*)] < 1 el punto de equilibrio es atractivo, en el sentido de que si xg

esta suficientemente cerca de x* entonces

lim z, = 2™
k—o00
Algunas veces a un equilibrio de esta caracteristicas se le dice equilibrio estable, ya

que si el sistema se mueve ligeramente del punto de equilibrio, al final retorna al
mismo.

EJEMPLO 3.10

» Consideremos el sistema dindmico discreto no lineal de May
Tpr1 = axg(l—z), a>0, k=0,1,2---.

1.- Encontrar los puntos de equilibrio y clasificarlos.

2.- Sea a = 2.5y xg = 0.1. Utilizando el diagrama de Cowbew. clasificar el punto
de equilibrio del sistema.

3.- Repetir el proceso para o = 3.3, 3.55

4.- Cuando a aumenta de 3 a 4 jobservas algiin cambio en el tipo de soluciones
obtenidas;,.

e Empezamos encontrando los puntos de equilibrio. En este caso la funcién f
no lineal que nos define el modelo es

flx)=az(l —x).

Por tanto, tendremos que resolver la ecuacién f(z) = x, que tiene por solucio-
nes,



3.5 Sistemas dindmicos discretos 75

Para clasificar estos puntos de equilibrio, tenemos que hacer uso del Teorema
3.5.3. La derivada de la funcién f(z) vale f'(z) = a — 2ax. Por tanto, el
primero de los puntos es asintéticamente estable si

O =laj<1 = O0<a<l.

En cuanto al segundo, sera estable si

1
f(L—)‘:p—M<1 = l<a<3.
(0%

e Si consideramos el modelo no lineal f(x) = 2.52(1 — x) y como semilla o va-
lor inicial zg = 0.8, podemos encontrar su 6rbita haciendo uso del software
Mathematicag.

Empezamos definiendo la funcion,

flk][x] i =k*xxx(1—x)

posteriormente, encontramos los puntos de equilibrio
NSolve[p[2.5][x] == x, ¥]

{{x— 0, x— 0.6 }} y finalmente la érbita
NestList[p[2.5], 0.8, 25]

{{ 0.8, 04, 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6
0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 }}

En consecuencia, £* = 0.6 es un punto de equilibrio estable. Podemos com-
probarlo si dibujamos su diagrama de Cobweb.

iters = NestList[p[2.5], 0.8, 20]

gi = ListPlot[Partition[Flatten[Transpose[{iters,
iters}]], 2, 1], PlotJoined — True, DisplayFunction
— Identity]

fg = Plot[{x, pl0.5][x]}, {x, O, 1},

PlotStyle — {RGBColor[1, O, 0], RGBColor[0, O, 11},
DisplayFunction — Identity]

Show[fg, gi, AspectRatio ->1, DisplayFunction —
DisplayFunction]

Obteniéndose como respuesta



76

Tema 3 Modelos basados en ecuaciones y sistemas en diferencias

0.2 0.4 06 0.8 T 5 10 15 20

Figura 3.12: Diagrama de Cobweb para f(x) =2.5z(1 — z) y o = 0.8.

e Ahora, consideramos el diagrama de Cobweb para f(xr) = 33x(1 —x) y

xo = 0.8. Los primeros 25 elementos de su érbita son:

{0.8, 0.52799, 0.82241, 0.48196, 0.82392, 0.47873, 0.82350, 0.47963, 0.82363,
0.47936, 0.82359, 0.47944, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47946,
0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942 }.

Es decir, en este caso la poblacién tiene un comportamiento periédico de orden
dos tendiendo a los valores x7 ~ 0.4794270 y x5 ~ 0.823603.

s [ 10 1 [15 1 [ 2o

Figura 3.13: Diagrama de Cobweb para f(z) =3.3z (1 —z) y xo = 0.8.
Repitiendo los célculos para f(z) = 3.5z (1—x) y g = 0.8, se obtiene la érbita:

{{0.8, 0.559999, 0.8624, 0.41533, 0.84990, 0.44647, 0.86497, 0.40878, 0.84587,
0.45628, 0.86831, 0.40021, 0.84014, 0.47004, 0.87185 , 0.391, 0.83343, 0.48587,
0.87430, 0.38464, 0.82842 } } .

La poblacion se comporta de manera peridédica de orden 4.

- T 5 10 15 20

Figura 3.14: Diagrama de Cobweb para f(z) =35z (1 —xz)y zo =0.8.
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e Por ultimo, si consideramos f(z) =4x81 —x) y o = 0,8, ahora la poblacién
se comporta cadticamente.

1 1

0.8 0.8

0.6 _ 0.6

0.4 0.4

0.2} —H 0.2
0.2 0.2 0.6 0.8 5 10 15 20 25 30

Figura 3.15: Diagrama de Cobweb para f(z) =42 (1 —x)y 2o = 0.8.

Tendremos ocasion de volver sobre este ejercicio cuando estudiemos los sistemas
caoticos.

3.5.6. Puntos de equilibrio y periédicos.

En esta seccion trataremos de sistematizar y formalizar los resultados obtenidos en
las secciones anteriores, para estudiar los puntos de equilibrio y periédicos de un
sistema dindmico discreto unidimensional.

Dado un sistema dinamico
Tppr = flar), f:X =X,

se dice que z* € X es un punto de equilibrio del sistema si f(xz*) = x*. Si 2* es un
punto de equilibrio, la solucién cuya condicién inicial es 2o = z* cumple f*(zy) = z*.
Esto significa que los puntos de equilibrio son estados fijos: una vez el sistema entra
en ellos, permanece invariable en todos los instantes futuros.

Los puntos de equilibrio se clasifican segin el comportamiento de las soluciones
con condiciones iniciales cercanas a ellos, en puntos de equilibrio atractivos,
repulsivos e indiferentes. En lo que sigue, consideraremos el siguiente sistema
dindamico unidimensional

Tr1 = f(wr), [ XCR—R

= Puntos de equilibrio atractivos. Sea z* un punto de equilibrio de ;1 =
f(zg). Se dice que z* es atractivo si |f/(2*)] < 1

= Puntos de equilibrio repulsivos. Sea z* un punto de equilibrio de ;. =
f(zx). Se dice que x* es repulsivo si |f/(z*)| > 1

= Puntos de equilibrio indiferentes. Sea z* un punto de equilibrio de x;,1 =
f(zk). Se dice que x* es indiferente si |f'(z*)| =1
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= Puntos ciclicos. Se dice que z* es un punto periédico o ciclico del sistema
dindmico zx; = f(zx), si existe un n tal que f"(z*) = z*. Un punto es
periodico si su Orbita se “cierraz vuelve a comenzar por su valor inicial. El
minimo entero k tal que f*(z*) = 2*, se llama orden del punto periédico.
En tal caso la érbita

{l'*, f({L‘*),fQ(ZL‘*), o 7fk_1(‘r*)}

recibe el nombre de periodo o ciclo de orden k.

3.5.7. Estabilidad

Un punto de equilibrio de un sistema dindmico representa un estado fijo del sistema.
Ahora bien, no todos los estados de equilibrio tienen la misma naturaleza.

Inestable
Globalmente

asintoticamente estable

Localmente estable Localmente estable
pero no asintéticamente pero no globalmente
estable estable

Figura 3.16: Tipos de estabilidad.

Si se deja rodar una bola en el cuenco de una copa, terminara deteniéndose en el
centro de la misma. Si se desplaza la bola ligeramente de su posicién de equilibrio,
retornara a ella. Este es un equilibrio robusto frente a perturbaciones, conocido como
equilibrio asintéticamente estable. Los puntos de equilibrio atractivos presen-
tan esta forma de equilibrio.

La forma de equilibrio opuesta es el equilibrio inestable, representado por una pe-
lota en el borde del tejado: basta una ligera perturbaciéon para romper el equilibrio.
Los puntos de equilibrio repulsivos presentan este tipo de equilibrio. Finalmente
existe una forma intermedia de equilibrio, técnicamente conocido como equilibrio
estable. Este se halla representado por un péndulo sin rozamiento en posicién de
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reposo. Si se somete al péndulo a una pequena perturbacion, éste permanecera os-
cilando indefinidamente en torno a la posicién de equilibrio, sin alejarse mucho de
ella, pero sin retornar a ella de forma definitiva.

EJEMPLO 3.11

=  Comprobemos que el origen es un punto de equilibrio estable para el sistema dindami-
co xpy1 = f(ag) si f(z) = —=x.

Es evidente que z* = 0 es solucién de la ecuacién f(x) = x, por lo tanto, es un
punto de equilibrio. Para comprobar que su equilibrio es estable, perturbamos este
valor tomando zg = 0.5. La Figura 3.17 muestra que la 6rbita sélo toma los valores
—0.5y 0.5.

Figura 3.17: Diagrama de Cobweb.

3.5.8. Sistemas caoticos

En el Ejemplo 3.10 hemos tenido ocasiéon de comprobar que sistemas o modelos
muy simples, pueden pasar de tener un comportamiento deterministico a un com-
portamiento cadtico, modificando ligeramente los valores de un parametro. En esta
seccion formalizaremos este concepto.

La teoria del caos fue introducida en ecologia por May (974, 1976) y Oster (1976) en
el contexto de funciones reales de variable real esta siendo estudiada con intensidad
en los tultimos anos y aparece en casi todos los modelos discretos no lineales.
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Figura 3.18: Mariposa o atractor de Lorentz.

Lo primero que nos llama la atencién es el hecho de que vivimos inmersos en el caos.
De manera usual, llamamos caos a todo aquello que no somos capaces de
sistematizar.

El primer investigador del caos fue un meteordlogo llamado Fdward Lorentz. En
1960 utilizaba un modelo matemético para predecir el tiempo, que consistia en un
sistema de 12 ecuaciones no lineales. La simulacion se realizaba con un ordenador,
que daba como respuesta un comportamiento probable de la atmésfera. En cierta
ocasion, quiso repetir de nuevo los calculos anteriores, para ello volvié a introdu-
cir los ntimeros en el ordenador, pero para ahorrar papel y tiempo, solo utilizo 3
niumeros decimales en vez de 6. Lo sorprendente fue que el resultado encontrado era
totalmente diferente a los obtenidos en la vez anterior. Del andlisis de esta situacion
surgié una nueva teoria que se conoce con el nombre de la teoria del caos.

Lo verdaderamente interesante era que diferencias muy pequenas en las condiciones
iniciales tenfan una gran influencia en la resolucién final del problema. A este efecto
que tienen las pequenas diferencias iniciales después se le dio el nombre de efecto
mariposa:

“El movimiento de una simple ala de mariposa hoy produce un diminuto
cambio en el estado de la atmosfera. Después de un cierto periodo de tiem-
po, el comportamiento de la atmdsfera diverge del que deberia haber tenido.
Asi que, en un periodo de un mes, un tornado que habria devastado la costa
de Indonesia no se forma.”

Como podemos comprender, este descubrimiento causé en Lorentz un gran impac-
to, ya que segun esta nueva hipdtesis, no seria posible predecir con exactitud el
comportamiento de cualquier sistema, pues todas las medidas se ven afectadas por
los errores de calibracion de los instrumentos. Es imposible, por tanto, conocer las
condiciones iniciales exactas de la mayoria de los sistemas dindmicos. Afortunada-
mente, Lorentz se dio cuenta de que las soluciones del sistema que parecian tener un
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comportamiento hecho totalmente al azar, después de verlas representadas en una
grafica sucedia algo sorprendente. El resultado siempre ocupaba una determinada
region del espacio, y tenia forma de una espiral doble.

Figura 3.19: Atractor de Lorentz.

Antes de la aparicién de esta nueva teoria, sélo habia dos tipos de comportamientos
conocidos para un sistema dinamico: un estado fijo, donde los variables nunca cam-
bian, y el comportamiento peridédico, donde el sistema estd en un “circuito cerrado”
y se repite infinitamente. Las soluciones del sistema de Lorentz son definitivamente
ordenadas (siguen una espiral). Nunca se paran en un punto, ni se repiten, ni son
periddicas. A su representaciéon grafica se la conoce con el nombre Atractor de Lo-
rentz!. Estas gréaficas deben cumplir otra condicién: no puede cortarse a si misma
ya que, si asi fuese, habria dos curvas diferentes a partir de ese punto de corte, lo
cual significaria dos realidades simultaneas y diferentes.

Una curva de estas caracteristicas no puede estar contenida en un plano, y por su-
puesto su dimensién es fraccionaria. Este tipo de atractores reciben el nombre de
atractores extranos, ya que su representacién grafica es un fractal. Queremos
insistir en la idea fundamental que encierra el concepto de atractor, como es la
siguiente: mientras es casi imposible predecir exactamente el estado futuro de un
sistema, es posible, y aun mas, muchas veces es facil modelar el comportamiento
general del sistema.

A continuacién, resumimos algunos de los rasgos caracteristicos de los sistemas cadti-
Cos.

= Son muy sensitivos a las condiciones iniciales. Un cambio muy pequeno en los
datos iniciales dan lugar a resultados totalmente diferentes.

IEl atractor es la regién del espacio hacia la cual convergen las trayectorias posibles dentro de
un sistema.
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= Parecen un desorden, o hechos al azar, pero no lo son, hay reglas que determi-
nan su comportamiento. Los sistemas hechos al azar no son caoticos.

Supongamos una érbita peridédica del sistema dindmico discreto x4 = f(x;). Si
tomamos como semilla, o condicién inicial zy, podemos elegir otro punto inicial
muy proximo al anterior yy = o + dp, siendo |dg| la distancia (pequena) entre estos
dos puntos de partida. A continuacién iteramos la funcién n veces obteniéndose los
valores x, v y,. Podemos definir 6, = v, — x,, esto es, la separacién de los dos
puntos iniciales después de n itereaciones. Si ocurre que |6,| =~ |dp|e™*, entonces este
valor de A\ se le conoce con el nombre de exponente de Lyapunov, y despejandolo
de la expresion anterior nos permite dar su definicién,

1 On
A—ﬁm(%>

Puede probarse que el exponente de Lyapunov de una érbita puede calcularse como,

n—oo M,

n—1
1
A= 1m = "in|f'(z;)]
k=0

si existe este limite.

Observemos que el calculo de A nos sirve para detectar la presencia de caos, ya que si
este parametro es positivo entonces estaremos ante su presencia, ya que esto indica
que el sistema es muy sensible a las condiciones iniciales.

3.5.9. Diagramas de bifurcacién

Podemos preguntarnos si la teoria del caos puede ser utilizada para estudiar el
comportamiento de ciertos sistemas dinamicos biolégicos. En efecto, la ecuacién en
diferencias

T =pry(l—a), t=0,1,2,--

donde x; es la fraccion de la poblacién en el tiempo ¢, es una féormula que hemos
tenido ocasién de trabajar repetidamente con ella. Se trata de la curva logistica,
utilizada para estudiar la evolucion de poblaciones en ecologia.

Hemos visto en el Ejemplo 3.10 que al variar el valor del parametro pu, el sistema
puede tender a un solo punto de equilibrio, a dos, a cuatro, ---, o bien presentar un
comportamiento cadtico.
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Figura 3.20: Diagrama de bifurcacién del modelo de May.

Su diagrama de bifurcacion se obtiene dibujando en el eje de abscisas los valores del
parametro p v en el eje de ordenadas los valores a los que tiende el sistema. Por
ejemplo si p = 2.5 entonces x; — 0.6, o bien, en el caso p = 3.3 entonces z; —
0.823 y xy — 0.479. La Figura 3.20 representa la grafica obtenida. Si seleccionamos
cualquiera de las zonas del diagrama de bifurcacién de la Figura 10.12 y la ampliamos
obtenemos la Figura 3.21. Podemos comprobar una de las propiedades que definen
a un objeto fractal, como es la autosemejanza.

Figura 3.21: Autosemejanza del diagrama de bifurcacién.

El diagrama de bifurcacién tiene propiedades importantes. Entre ellas presentamos
la siguiente: sabemos que a medida que aumentamos el valor del u el periodo se va
duplicando.

Tabla 3.1
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La Tabla 3.1 muestra algunos de estos valores, y ademés los cocientes entre la
amplitud de un intervalo y el inmediatamente anterior, por ejemplo (3.5441 —
3.4495)/(3.4495 — 3). Lo llamativo de este hecho, es que los cocientes tienden al
nimero transcendente:

4.669201609110299067185532038204662016...

que se conoce con el nombre de constante de Feigembaun. Es un problema abierto
el estudiar la importancia que este nimero juega en la naturaleza. Se piensa que
puede tener un protagonismo similar al nimero e.

Las aplicaciones de la teoria del caos son miiltiples y en campos muy diversos, en
Biologia, en Economia, en Medicina,... etc. Hasta ahora parecia que al estallar el caos
no seriamos capaces de hacer nada, por ejemplo, si el avion empieza a moverse de
una manera extrafla pensamos que la catastrofe es inevitable; o bien, si el corazon
empieza a latir rapidamente y sin ayuda inmediata puede ocurrir lo peor. En los
ultimos anos, en el campo de la Medicina, las investigaciones actuales, nos ofrecen
esperanzas de “domesticar” el caos. Edward Ott, Ceslo Grebogi (fisicos) y James A.
Yorke (matemético) han elaborado un algoritmo matematico que permite convertir
un determinado tipo de caos en un proceso periodico sencillo. La idea que encierra
el algoritmo, es que no es necesario comprender todo el movimiento cadtico para
poderlo regular. Lo que tenemos que hacer es “mirar” continuamente a que direccién
tiende el proceso, y realizar perturbaciones pequenas para volver a dirigirlo en el
camino deseado. Naturalmente aqui no se termina de vigilar el sistema, porque
después el caos aparecerda de nuevo. Por otro lado, el profesor A. Garfinkel de la
Universidad de California, ha conseguido transformar el movimiento caético de un
corazon sacado a un conejo en un movimiento regular.

3.5.10. Modelos discretos con retardo

Hasta ahora en todos los modelos discretos estudiados hemos supuesto que cada
miembro de la especie en el tiempo k contribuye al crecimiento de la poblacién para
el tiempo k + 1 de la siguiente manera:

xk-{—l:f(xk); k:Oa]-?Qa""

Esto ocurre, por ejemplo en la mayoria de poblaciones de insectos, pero no para
otros muchos animales, donde son fértiles en una época muy concreta del ano. En
tales casos, para analizar la dindmica del modelo, hemos de incorporar el efecto
del retardo, que en cierta manera viene a jugar un papel parecido al estudio que
realizamos de la poblacién por estructura de edades. Si el retardo (por ejemplo, la
madurez), es de un paso 7', entonces nos aparece el siguiente modelo de ecuaciones
en diferencias
Tri1 :f(xk,a:k_T), ]{7:0,1,2,"' .

Por ejemplo, se sabe que para cierto tipo de poblacién de ballenas, el retardo T' es
del orden de varios anos.
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A continuacién analizaremos un caso concreto con el objetivo de realizar un analisis
de la estabilidad del modelo.

EJEMPLO 3.12

= Supongamos
Tpo1 = f(ag, 1) = zpemer-1) . r>0, k=1,2,3,---. (3.23)

Sus puntos de equilibrio se encuentra resolviendo la ecuacién f(x) = z, siendo
f(z) = ze"=%). Las soluciones son z* =0 y * = 1.

Si estamos interesados en clasificar el estado de equilibrio no trivial, supongamos
que z = 1 + vy con |vg| < 1. Sustituimos en (3.23), utilizamos e ~ 1 + ¢

T+vprr = Q4 vg)e ™1 = (14 k) (1 — rog_q),
y simplificando, obtenemos la siguiente ecuacién en diferencias

Vg1 — Vg + 11 =0. (3.24)

Para resolverla, tenemos que encontrar las raices de la ecuacién caracteristica

[

/\1:%—}— 5 sior<
M_Atr=0 =

AN

/\2:%— 5 sir<

Cuando r > 1/4 las raices son dos nimeros complejos conjugados: A\; = pe? y

Ao = pe~ " donde

p= i+47‘4—1:\/,;

f = arctan Y 471"/_21/2 = arctan /4r — 1

La solucién de (3.24) serd:
v = ANF + BAS

donde A y B son constantes arbitrarias.

1.- Si0 < r < 1/4, entonces \; y A2 son dos nimeros reales comprendidos es-
trictamente entre cero y uno. En consecuencia, si k tiende a infinito A} y A}
tienden a cero.

Conclusién: El punto de equilibrio z* = 1 serd estable. Ademas, después de
una pequena perturbacion la solucién tiende de forma mondtona al punto de
equilibrio. Puede verse gréficamente en la Figura 3.22 (izquierda).
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Figura 3.22: Soluciones de la ecuacién en diferencias con retardo. Izquierda
r=0.2, A=0.1e"25; derecha: r = 1.02, A = 0.1e!?5¢,

2.- Si 1/4 < r, entonces A; y A2 son dos numeros complejos conjugados, con

A A2 = [A|2 = p? =r. Ademss, si 1/4 < r < 1, entonces para que la solucién
vp = ANY + BAY,

sea un numero real, debe suceder que B = A. Supongamos entonces que
A=aey B=ae ", llevando estos valores en la solucién

v = AN+ BAY = aepFel* e phem 0k =
ap” (€i(7+9k) + €_i(7+9k)) = 2ap* cos (v + k) ,

y por lo tanto, cuando el pardmetro r tiende a uno, entonces el angulo 6 tiende
hacia arctan /3 = 7/3.

(b1) Cuando r sea mayor que uno, entonces |A| > 1y vy, crece indefinidamente
al tender k hacia infinito. En consecuencia x* = 1 serd un punto de equilibrio
inestable.

ANANN =N
BAVAVAVE IR

-4

Figura 3.23: Soluciones de la ecuacién en diferencias con retardo. Izquierda:
r=11, A=0.1e"25 derecha: r = 1.4, A = 0.1e!?6%,

(b2) Para valores de r préximos a uno, el dngulo 6 ~ /3, y
v & 20 Ccos <’y + gk) ,

que es una funcién periédica de orden 6. En las Figuras 3.22 (derecha) y 3.23,
hemos representado las soluciones u(k) para tres valores de r mayores de uno.
En la Figura 10.14 (derecha) puede apreciarse que es periédica de periodo 6.
En la Figura 10.15 puede verse que se esté cerca del caos.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 2

1.- Sea z; el niimero de individuos de una determinada especie de animales
en el tiempo t. Se sabe que ano tras ano sobreviven la tercera parte de
los animales y ademas se incorporan 200 a la poblacién.

= Construir un modelo discreto lineal para la situaciéon planteada.

= Calcular los seis primeros términos de las 6rbitas correspondientes
a las semillas: xo =90, x¢=0600.

= Construir los diagramas de Cobweb del apartado anterior, e inter-
pretar biolégicamente los resultados obtenidos.

2.- Sea N, la poblacion de ardillas en el ano ¢. Es conocido que la poblacién en
un ano cualquiera disminuye en un 40 % de la poblacién del ano anterior,
y que ademads siempre se incorporan 20 ardillas del exterior.

= Construir el modelo discreto y dibujar su diagrama de cobweb para
los valores iniciales Ny = 10 y Ny = 80. Interpretar el resultado.

= Encontrar la poblacion de ardillas N, para un ano cualquiera, sa-
biendo que inicialmente hay 15 ardillas.

= Relacionar los resultados obtenidos en los dos apartados anteriores.

3.- Sisobre una poblacién no influyen factores que modifiquen el crecimiento,
se observa que,
yt+1—yt:t; t:O717273”'7

siendo y; el niimero de individuos en el tiempo t.
= Explicar el significado “biolégico”de la ecuacién anterior

= Resuelve la ecuacién en diferencias anterior.

4.- La evolucién de una poblacion z; viene determinada por el siguiente mo-
delo discreto exponencial con inmigracion y emigracion,

g1 =0+ —p, t=0,1,2,---

siendo el parametro positivo i la diferencia entre el niimero de personas
que entran y las que salen, el parametro r la tasa de crecimiento de la
poblacién, y zy el nimero inicial de individuos.
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= Estudiar el comportamiento a largo plazo del modelo segtn los dife-
rentes valores del parametro r.

= Comprueba el resultado anterior por medio del diagrama de Cob-
web, para r =0.2 y p = 10.

5.- Contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

= Un modelo discreto frecuentemente utilizado para estudiar la dinami-
ca de una poblacién de insectos es el modelo de Ricker, que viene
definido por la ecuacion en diferencias:

r<17%>
Tl = Tp € a/, raeR", k=0,1,2,3,

Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio no triviales.

= En el modelo logistico discreto:
Tpr1 = 2.5z (1—xx), k=0,1,2,3,---.

Encontrar los cinco primeros términos de la 6rbita correspondiente a
la semilla zp = 0.8 y dibujar su diagrama de Cobweb correspondiente.
Analizar el resultado.

6.- La siguiente ecuacion en diferencias describe la poblacién de ardillas en
anos sucesivos,

Tip1 = a8 — 327 — 3z +a, t=0,1,2,3,
siendo a un parametros positivo y z; el nimero de ardillas en el ano ¢ .

= Encuentra el valor del parametro a sabiendo que existe un punto de
equilibrio en z* =2

= Clasificar los puntos de equilibrios que tienen sentido biolégico para
conocer el comportamiento a largo plazo de la poblacién.

7.- Calcular y clasificar los puntos de equilibrio para el modelo discreto:

AN(t) k

NEHD = Soo-D+k

k>0, A>1, t=0,1,---,

donde N(t) representa a la poblacién en el periodo t.
8.- Responder a las siguientes cuestiones:
= La ecuacion:
Tip1 = Ay (1 + aa:t)_b, t=0,1,2,---

donde )\, a,b > 0 es utilizada frecuentemente como un modelo de
crecimiento de poblaciones que dependen de la densidad de dicha
poblacion.

Encontrar los puntos de equilibrio del modelo anterior, y probar que
z* =0 es un punto de equilibrio estable si A < 1.



3.5 Sistemas dinamicos discretos 89

= En el modelo logistico discreto:
$t+1:3$t(1—$t), t:0,1,2,3,"'.

Encontrar los cinco primeros términos de la érbita correspondiente a
la semilla zg = 0.3 y dibujar el diagrama de Cobweb correspondiente.

9.- Muchas poblaciones de insectos se rigen por el siguiente modelo

A

f(Ny) = Niyy = aNtl—b, a, by A >0, t=01,2 - (3.25)

donde )\ representa a la tasa reproductiva (A > 1) y N;b/a es la fraccion
de la poblacién que sobreviven desde la infancia a la edad adulta re-
productiva. Encontrar los puntos de equilibrio del modelo y clasificarlos.

10.- Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio del siguiente modelo dis-

creto:
k%t

a+ x¢

Tyl = , k>a>0,

donde z; representa al nimero de individuos de una poblacién en el tiem-
po t ;‘Cual sera el comportamiento de la poblacién a largo plazo, si
k=30,a=10y 29 = 15 individuos?

11.- Sea N; el nimero de individuos de una poblacién en el tiempo ¢. Si la
evolucion de N; queda definida por la siguiente ecuacién en diferencias

1
Nir = f(No) = 5 (=N} + N + 4N = 1)
Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio del modelo para discutir la
evolucion a largo plazo de la poblacién segin los distintos valores de Nj.

12.- La siguiente ecuacion en diferencias:

Tt

Y a,B>0, x>0,
1+B$t B t

Ti41 =

fue propuesta por Kaplan & Glais en 1995 y juega un papel muy importante
en analisis de modelos no lineales genéticos y en redes neuronales.
= Encontrar y analizar los puntos de equilibrio

= Sea o = = 1. Dibujar de forma aproximada el diagrama en telarana
(cobweb) tomando como semilla zy = 4.
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3.6. Ejemplo de sistema dinamico: la Geometria
Fractal

“La geometria Fractal cambiard a fondo su vision de las cosas. Sequir le-
yendo es peligroso. Se arriesqga a perder definitivamente la imagen inofen-
siva que tiene de nubes, bosques, galaxias, hojas, plumas, flores, rocas,
montanas, tapices, y de muchas otras cosas. Jamads volverd a recuperar
las interpretaciones de todos estos objetos que hasta ahora le eran fami-
liares.”

Con estas rotundas palabras inicia el profesor Michael Barnsley su famoso libro
sobre fractales. En efecto, una vez que conocemos esta nueva geometria es dificil
contemplar la naturaleza, y el mundo que nos rodea, con los mismos ojos. La geo-
metria fractal, no sélo es interesante por la belleza de las imagenes que crea, sino que
en la actualidad es dificil encontrar una rama de conocimiento donde los fractales
no estén presentes.

El significado de la palabra Matemdtica es “lo que se aprende”, pero en el fondo de
su filosofia se encuentra la buisqueda de patrones. En un principio, nuestros antepasa-
dos observaban los fenémenos naturales, como los eclipses, con verdadero terror. No
podian entender como repentinamente el sol desaparecia del cielo y la mas terrible
oscuridad se cernia sobre ellos. Tenian que buscar explicaciones y al no encontrarlas,
le atribuyeron a estos fenémenos naturales un cardcter divino. Sin embargo, el po-
der del razonamiento de nuestra especie se impuso y algunos matematicos griegos se
dieron cuenta que la naturaleza estaba regida por leyes que eran necesarias conocer.

La busqueda de estos patrones ha sido lenta, larga y complicada. Se inici6 con Hi-
parco, continud con el modelo heliocéntrico de Aristoteles y Ptolomeo, fue revisado
y mejorado por Copérnico y Galileo, posteriormente formalizado por Newton y mo-
dificado por Finstein. Lo importante es comprender que no es necesario recurrir a
los dioses para entender los fenémenos naturales. Nuestro universo, se rige por unas
leyes muy precisas y los cientificos, los matematicos entre ellos, se ocupan de descu-
brirlas.

En la larga busqueda de estos patrones, los matematicos griegos encontraron una
geometria que representaba perfectamente al orden y lo regular . Apoyandose en
la herencia de las matemaéticas egipcias y babilonias, los griegos construyeron los
cimientos de nuestras matematicas actuales, con la invencién de unas matematicas
basadas en definiciones, axiomas, teoremas y demostraciones.

Desconocemos gran parte de la vida de Fuclides, aunque la repercusion de su obra,
en especial Los Flementos, ha sido crucial para la humanidad. Con la invencién de
la imprenta el libro de texto mas reeditado ha sido la Biblia y a continuaciéon Los
Elementos, con més de mil ediciones. Los Elementos son 13 libros donde se reco-
ge, estructura y organiza todo el saber conocido, especialmente en Geometria y en
Teoria de Nimeros.
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Figura 3.24: Euclides, Galileo y Laplace

Los cuatros primeros axiomas son de enunciado muy simple que tienen que ver con
puntos y rectas, mientras que el quinto es largo y complicado, conocido como el
axioma de las paralelas. A pesar de la controversia que este ultimo postulado ha
generado en la historia de las matematicas, en el siglo XX se pudo demostrar que
no puede deducirse del resto de los axiomas.

Esta geometria, que se conoce con el nombre de euclidea, es ideal para representar
a todos aquellos objetos construidos por el hombre. Estd basada en puntos, rectas
y planos que pueden describirse y manipularse mediante ecuaciones. A propdsito
de ello, a principios del XVII el gran cientifico Galileo comentaba en uno de sus
trabajos:

“La filosofia estd escrita en ese gran libro que es el Universo, siempre
abierto ante nuestros ojos, pero imposible de leer salvo que uno apren-
da a comprender el idioma en que estda escrito. Ese idioma es el de
la matemdticas, y sus caracteres son tridngulos, circulos y otras figuras
geométricas - --”

Uno de sus rasgos mas significativo de la geometria euclidea es que a estos objetos se
le puede asignar un ntimero, conocido como su dimension topolégica, que sélo puede
tomar valores enteros. De esta manera, un punto no tiene tamano, su dimensiéon es
cero, una recta tiene dimensién uno, un plano dimensién dos, y asi sucesivamente.
Otra caracteristica de los objetos que representa la geometria euclidea es que cuando
se amplian tienden a perder la forma que tienen inicialmente. Si se aumenta sucesi-
vamente una parte de una circunferencia al final adopta la forma de una recta y no
de una circunferencia.

Sin embargo, Galileo no estaba en lo cierto. Existen otros objetos y situaciones que
no son regulares o que son caoticos, jqué pasa con ellos;, jcomo pueden ser repre-
sentados y manipulados; Empecemos fijaindonos en los sistemas cadticos. El caos es
una apasionante teoria, surgida en los ultimos anos, que ocupa a un elevado niimero
de cientificos, con la esperanza de simplificar fendmenos complejos. Hasta finales del
siglo XIX se creia que todo nuestro entorno estaba regido por leyes determinista.
Los cientificos estaban convencidos de que nuestro mundo era predecible, estable
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y se podia conocer completamente. De hecho Laplace se inventé un personaje, el
demonio de Laplace, con tal poder que si conociera todas las leyes de la naturaleza
y, en un instante dado, la velocidad y posicion de todas las particulas de un sistema,
entonces seria capaz de predecir con exactitud el comportamiento pasado y futuro
del sistema. Pensemos en la amplitud de esta afirmacion, puesto que este personaje
podria conocer el mas pequeno movimiento de una persona que viviera en el futuro.
Puro determinismo, todo estaria escrito y no quedaria lugar para la improvisacion.

Frente a esta posicion tan inquietante, se encuentran las teorias cientificas del siglo
XX, en especial la mecanica cuantica, donde el principio de incertidumbre de Hei-
senberg afirma que es imposible determinar simultdneamente la posicién y velocidad
de una particula. Teniendo en cuenta la naturaleza de nuestro universo, ninguna
longitud menor de 1.6 * 10733 centimetros, ninguna masa inferior a 2.2 * 10~ gra-
mos, ninguna duracién menor de 5.* 10~** segundos puede existir. Por tanto, ;cémo
puede pretender el demonio de Laplace predecir el futuro, cuando es imposible medir
exactamente la posicion y velocidad de una sola particulay,

En la naturaleza existen muy pocos fendémenos tales que, el resultado al aplicar-
les una accion es proporcional a la causa que lo ha originado. En estos casos, el
fenomeno se puede describir linealmente. Por desgracia, la mayoria de los fenéme-
nos son no-lineales, y su estudio se hace terriblemente complicado ya que no pueden
utilizarse las técnicas de resolucion clasicas. De entrada suele ser imposible resolver
de forma exacta las ecuaciones que los describen, siendo necesario utilizar el ordena-
dor y hacer uso de métodos aproximados, pero la estabilidad de estas soluciones no
puede asegurarse. De hecho, pequenas variaciones en los datos iniciales dan lugar a
soluciones muy diferentes del problema. Es lo que se conoce con el nombre de efecto
mariposa, y es una caracteristica bésica de los sistemas cadticos.

. Pero qué relacion existe entre los fractales y el caos;La respuesta esta en que la
geometria fractal es la herramienta ideal para describir y estudiar a los sistemas
dindmicos cadticos que se encuentran en la naturaleza.

i< y

Figura 3.25: Atractor de Lorentz



3.6 Ejemplo de sistema dinamico: la Geometria Fractal 93

Un ejemplo tipico de sistema cadtico es el clima. En 1963 Edward Lorenz presento un
modelo climatico, basado en la interrelaciéon entre la temperatura, la presion y la
velocidad del viento, titulado “puede el aleteo de una mariposa en Brasil provocar
un tornado en Texas” que se convirtié en un articulo basico de la teoria del caos. El
objetivo bésico del trabajo era mostrar que el comportamiento de este modelo del
clima era muy sensible a las condiciones iniciales, y ademas que la representacién
grafica de la soluciones del modelo era una figura tridimensional, llamada atractor
extrano, en forma de mariposa. Si se amplia alguna de las zonas de la mariposa de
Lorenz se obtiene otra figura que es muy similar a la inicial. Es decir, la figura tiene
estructura fractal.

En 1972 el matematico J. Yorke divulgé el trabajo de Lorenz, que habia pasado
desapercibido para la comunidad cientifica. Al mismo tiempo, el bidlogo R. May
descubrid, que un modelo muy simple como es el logistico, que describe como evo-
luciona una poblacién de animales, predice que la poblacién a largo plazo puede
estabilizarse en un nimero, 6 comportarse de manera periddica, o bien tener un
comportamiento cadtico. Todo este rango de soluciones distintas se puede obtener
con tan so6lo variar el valor de un parametro. Es decir, modelos simples pueden tener
comportamientos muy complicados.

Insistimos en que en los sistemas cadticos un ligero cambio en las condiciones inicia-
les, a largo plazo, implica un comportamiento totalmente distinto del modelo. Pero
por lo visto anteriormente, es imposible medir con total precisiéon ninguna variable,
es decir, y segun esta teoria, aunque mejore la capacidad de calculo de los orde-
nadores, serd imposible predecir a largo plazo el comportamiento del sistema, en
particular el meteorologico.

3.6.1. Antecendentes historicos

Como se ha comentado, los matematicos podian abordar con ciertas garantias de
éxito todos aquellos problemas relacionados con ”lo regularz ”lo lineal”. +Qué pasa
entonces con lo irregular;

Los fractales se presentaron, a mediados del siglo XX, como una nueva herramienta
de trabajo con el objetivo de poder analizar y modelizar los objetos irregulares de
la naturaleza. En realidad existen aplicaciones y conceptos que son anteriores a esta
fecha y que aparecieron con otros objetivos y en contextos distintos. Richard Bentley
en el siglo XVII escribié:

13

no hemos de creer que las orillas del mar sean realmente defor-
mes por no tener la forma de un baluarte reqular; que las montanas no
son exactamente como conos o piramides, ni las estrellas estdn situadas
desmanadamente por no estar a una distancia uniforme ---

En 1875 el matematico Reymond llamé la atencién a la comunidad cientifica de
una extrana funcion propuesta por Riemann que podia dibujarse sin levantar el
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lapiz del papel (era continua) pero que estaba llena de irregularidades (no tiene
derivada en ninguno de sus puntos). Esto era algo que aborrecian el resto de sus
comparieros. Sin embargo, a pesar de lo extrano de esta funcién, lo sorprendente
es que su grafica representa muy bien a fenémenos de la vida cotidiana, como por
ejemplo las cotizaciones en bolsa de las acciones de un banco espanol.

Figura 3.26: La funcién de Riemann.

Eran tiempos de crisis en los fundamentos de las matematicas y rapidamente muchos
matematicos, Cantor, Peano, Lebesque, Hausdorff, Besicovitch, Koch, entre otros,
investigaron sobre este tipo de funciones. Sin embargo, para analizar estas estructu-
ras eran necesarias unas ‘nuevas matematicas” puesto que no encajaban dentro de
la geometria euclidea.

Aparecieron curvas como la de Hilbert que eran capaces “de llenar” todo un cua-
drado, o un cubo. Pero esto daba lugar a la siguiente paradoja: una curva, segin
la geometria euclidea, debia tener dimension uno, pero al “llenar” todo el espacio
tendria dimension dos en el caso del cuadrado y tres en el del cubo.

Figura 3.27: La curva de Hilbert.

Estas nuevas extranas estructuras fueron bautizadas por el gran matematico francés
Poincaré como “monstruos matematicos”, curvas que estaban en contra de toda
intuicién.

La comunidad matemaética focalizé todo su esfuerzo en estudiar estas funciones llenas

de irregularidades, hasta tal punto que el famoso matematico Hermite dirigié una
carta a su buen amigo Stieljes diciendo, “ - - - abandono con espanto y horror esta
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lamentable plaga de funciones sin derivada ---”. En este mismo sentido Poincaré co-
mentaba “ --- cuando uno inventaba una nueva funcion, estaba en vista de alguna
meta conveniente; ahora se inventan intencionalmente para poner los defectos de los
razonamientos de nuestros padres”.

Hay que esperar hasta mediados del siglo XX con la apariciéon de Norbert Wiener
cuando, analizando el movimiento bowniano de las particulas, construye un modelo
matematico totalmente irregular. En este trabajo aparece por primera vez la palabra
caos. En la introduccion del trabajo comenta:

“La geometria de la naturaleza es cadtica y estd mal representada por el

orden perfecto de la geometria euclidea o el calculo diferencial de Newton
2

Como hemos tenido oportunidad de ver, en el ambiente se respiraba la necesidad
de acometer urgentemente y de una manera més detallada el estudio de los objetos
irregulares. Esta labor la desarrolld, en torno al 1975, el matematico Benoit Mandel-
broit. Las siguientes palabras, en la linea de las pronunciadas por Bentley y Wiener,
dieron origen al inicio de la geometria fractal tal y como hoy en dia la entendemos:

“Las nubes no son esferas, las montanas no son conos, las costas no son
circulos, como la corteza de un drbol no es plana ni un rayo viaja en
linea recta, --- La naturaleza no solamente exhibe un grado mayor sino
también un nivel diferente de complejidad”

En la actualidad, matematicos como Barnsley, Devanay, Hubbarc y Sullivan, es-
tudian los fractales tanto desde el punto de vista tedrico como el aplicado. Desde
finales de los anos 70 y con la ayuda de potentes ordenadores, los fractales han
estado presentes en la investigacion matematica.

3.6.2. La geometria fractal.

La palabra fractal la acuné Mandelbrot, procede del adjetivo latino fractus, y puede
traducirse como fragmentado e irregular. Los fractales son objetos matematicos que
se sitiuan en el campo de la teorfa geométrica de la medida cuya definicién exacta
esta por establecer.

Es muy dificil dar una definiciéon exacta de un fractal, puesto que requiere de un
nivel muy elevado de abstraccién. Por otro lado, el nimero de sus aplicaciones es tan
enorme y en materias tan distintas, que segun sea la disciplina a estudiar ofrecerd una
definiciéon u otra. Evidentemente la definicién propuesta por un artista no serd igual
a la de un matematico.

Existe un gran consenso en que bajo el nombre de fractales se incluyen aquellos
objetos matematicos con los mismos rasgos, si bien la definicion concreta no es
aplicable a todos ellos. Por este motivo, la mejor manera de poderlos describir es
senalando una serie de propiedades que tienen en comun.
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= Tienen el mismo aspecto a cualquier escala de observacién.
= Tienen longitud infinita.

= No son diferenciable. Esto es, estan lleno de irregularidades.
= Tienen dimensién no entera.

Para comprender mejor algunas de estas propiedades, vamos a centrarnos en un tipo
concreto de fractales, los llamados deterministicos o matematicos, que se obtienen
a través de la iteracion infinita de un proceso geométrico bien especificado.

El proceso geométrico suele ser de enunciado muy simple pero que al final da lugar
a una estructura compleja, obtenida mediante la repeticién infinita del proceso. En
este tipo de fractales, es muy evidente la propiedad de autosemejanza, ya que una
pequena seccién del fractal puede ser vista como una réplica a menor escala de todo
el objeto.

e me e L1 1 1 ]
Figura 3.28: El fractal de Cantor.

El conjunto de Cantor es un clasico fractal matematico que se obtiene de la siguiente
manera: se parte de un segmento unitario, se divide en tres partes y se elimina la
parte central. Cada uno de los dos nuevos segmentos de longitud un tercio se divide
en tres partes y se vuelve a quitar el segmento central, y asi sucesivamente.

Figura 3.29: El fractal de Cantor en 3D.

Después de infinitos pasos se obtiene un conjunto que recibe el nombre de polvo
de Cantor, debido a que la longitud de los segmentos en cada una de las sucesivas
etapas tiende a cero. De hecho el nimero de puntos del conjunto es infinito y sin
embargo su longitud total es cero.
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Observemos que el mismo procedimiento, de iterar de forma infinita un proceso
geométrico concreto, puede aplicarse a un cubo en lugar de a un segmento. En la
figura puede apreciarse su aspecto después de 1, 2 y 3 iteraciones.

Una de las caracteristicas basicas de las matematicas es la capacidad de aplicacion
de los conceptos tedricos introducidos. El conjunto de Cantor se inventé estudiando
un problema muy complicado, resuelto hace pocos anos, conocido con el nombre de
la hipotesis del continuo. De entrada da la impresién que poco tiene que ver este
conjunto con nuestra vida cotidiana, pero eso no es asi.

En efecto, la informacion circula de ordenador a ordenador a través de las lineas
telefénicas, pero este trafico se ve afectado por un ruido de fondo que se produce
en la transmisiéon. Hace unos anos, los ingenieros informaticos se enfrentaban al
problema de eliminar o mitigar este ruido y no lograban encontrar un método para
ello, puesto que el ruido aparecia sin un patron fijo, parecia producirse de una manera
aleatoria. Mandelbrot, tuvo noticias del problema y empezé dividiendo el tiempo en
periodos de dias, posteriormente en horas, y de esta manera encontré una hora que
no tenia errores. Posteriormente dividié la hora que contenia errores en periodos de
media hora y de nuevo aparecié un intervalo con error y otro sin error. Es decir,
la secuencia de los errores seguia el mismo patron que el conjunto de Cantor. Con
esta informacion, basada en este patrén de comportamiento, los ingenieros pudieron
construir filtros electrénicos que mejoraron la calidad de la transmisién. El conjunto
de Cantor también se utiliza como modelo matematico para analizar la estructura
de los anillos de Saturno, o el espectro de algunas moléculas organicas.

Otro fractal matematico importante es el conocido con el nombre de triangulo de
Sierpinski. Su método de construccién es muy sencillo puesto que se parte de un
triangulo, tal y como aparece en la figura,

AL L

Figura 3.30: Tridngulo de Sierpinski

se unen los puntos medios de sus tres lados y se elimina el tridngulo central. Tenemos
ahora tres tridngulos y en cada uno de ellos se aplica el procedimiento descrito en el
triangulo inicial. Se reitera este proceso geométrico hasta el infinito, y el conjunto
tedrico que se obtiene es el triangulo de Sierpinski.

Por supuesto que el mismo razonamiento puede aplicarse a un cuadrado, o a un
cubo, en lugar del triangulo. En este caso, el conjunto obtenido se llama la alfombra
de Sierpinski, y tiene la sorprendente particularidad de que el drea (o el volumen en
el caso del cubo) de esta alfombra es cero. Es decir, una maravillosa alfombra que
nunca estaria sucia ya que no podria acumular polvo, al carecer de area.
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Figura 3.31: Alfombra de Sierpinski.

Al igual que hemos comentado en el fractal anterior, también este conjunto esta pre-
sente en nuestra vida diaria. Se encuentra con frecuencia en los disenos mas variados,
como por ejemplo, una alfombra, o bien en las antenas receptoras de nuestros teléfo-
nos moviles.

Figura 3.32: Aplicaciones del fractal de Sierpinski.

Para terminar con los ejemplos de fractales matematicos presentamos al conocido
con el nombre de copo de nieve o curva de Koch. Se obtiene tomando un triangulo
equildtero, cada uno de sus lados se divide en tres partes, y se sustituye el segmento
central por dos segmentos de la misma longitud en forma de triangulo equilatero.
En la figura puede apreciarse las primeras iteraciones del proceso.

Figura 3.33: Curva de Koch.

En teoria, al ser el proceso infinito, el resultado que se obtiene es una figura tre-
mendamente compleja e irregular, que tiene area finita, siendo su perimetro una
poligonal de longitud infinita. Una variante del copo de nieve de Koch se utiliza
como forma basica para disenar el corte de un pulmén, o para mejorar la forma de
una costa.

Como hemos tenido oportunidad de ver en estos ejemplos de fractales, la potencia de
la geometria fractal radica en la posibilidad de construir una estructura geométrica
muy complicada a través de un proceso muy simple. Por esta razén, es especialmente
util para modelizar los fenémenos naturales donde la complejidad de su estructura
viene originada por la repeticién de procesos muy sencillos. Como tendremos oca-
sién de comprobar, ésta es una de las caracteristicas mas destacada de los fractales,
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objetos de tremenda complejidad pero que sin embargo para su descripcion y su
construccién requieren de muy poca informacién.

El ordenador, con su potencia de calculo, ha sido el culpable del gran auge que
ha experimentado en los iltimos anos la geometria fractal. Recordemos que la idea
basica de los fractales esta en la iteracion, la repeticion infinita de un proceso simple,
y para esta tarea nada mejor que el ordenador, teniendo ademas la posibilidad de
representaciones graficas cada vez mas precisas.

Los fractales matematicos que hemos introducido, los lineales, son demasiados per-
fectos para poder representar a los objetos de la naturaleza, como la hoja de un
arbol o el rayo. Por tal motivo se introduciran méas adelante los fractales no lineales
entre los que se encuentran los obtenidos por un algoritmo de escape.

3.6.3. Autosemejanza

14

- un naturalista observa que una pulga tenia pequenas pulgas en ella
y éstas a su vez otras mds pequenas que las mordian. Asi se procede hasta
el infinito.

De esta manera tan sencilla el escritor Jonathan Swift describe el concepto de au-
tosimilitud. La autosemejanza o autosimilitud es una de las caracteristicas de los
objetos fractales, por la cual una de estas imédgenes puede ser descompuesta en tro-
zos mas pequenos cada uno de los cuales es idéntico al objeto completo.

Existe una definicién matematica mas precisa que puede simplificarse diciendo que
la autosemejanza es una transformacién que conserva la forma y las proporciones,
pero que puede variar en tamano, posicién y orientacion. Lo importante es que ca-
da uno de los trozos se obtenga de la estructura completa a través de las mismas
transformaciones.
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Figura 3.34: Autosemejanza del conjunto de Cantor.

Se puede realizar el siguiente experimento: se toma la curva de Koch y se sacan
cuatro fotocopias con un factor de reduccién de 1/3, posteriormente se pegan y se
obtendra la curva original. Para ello, lo importante es que cada una de estas cuatro
copias tenga el mismo factor de reduccion.

No pensemos que el concepto de autosemejanza es una idea novedosa, en realidad
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habia sido estudiada por muchos cientificos en siglos anteriores, Leibniz entre ellos,
cuando propuso esta hermosa idea sobre la estructura del universo. Una gota de
agua contenia todo un universo, que a su vez contenia gotas de agua mas pequenas;
cada una de estas pequenas gotas encerraba a su vez un universo que tenia en su
interior otras gotas de agua, todavia mas pequenas y asi sucesivamente.

En la naturaleza es facil encontrarse con esta propiedad, por ejemplo la coliflor o el
brécoli la posee. Si tomamos un trozo podemos observar que ésta ramita es idéntica
a la coliflor completa. Esta misma experiencia podemos hacerla con la hoja de un
helecho, o en mucho mas diferente como es el sistema vascular.

Figura 3.35: Autosemejanza en la naturaleza.

Pero tenemos que ser muy cuidadoso a la hora de hablar de fractales ya que seria un
error creer que todas las estructuras geométricas que tengan la propiedad de auto-
semejanza tienen que ser un fractal. Pensemos en una linea recta o en un cuadrado,
es claro que tienen la propiedad de autosemejanza pero son figuras regulares y por
lo tanto no son fractales

3.6.4. El conjunto de Mandelbrot

El conjunto de Mandelbrot es un ejemplo perfecto de un sistema dinamico discreto
en el conjunto de los nimeos complejos.

Aunque en la actualidad un gran nimero de personas se han acercado a la geometria
fractal por la belleza de las imédgenes que genera existen otras razones, tanto ma-
tematicas como su amplio campo de aplicacion, que justifican el estudio y la atencion
a este tipo de estructuras. Como ejemplo de belleza y complejidad se encuentra el
mundialmente famoso fractal de Mandelbrot.

Benoit Mandelbrot nacié en Polonia en 1924, se le considera el padre de la geometria
fractal y su aplicaciéon a la elaboracién de modelos que representan a los elemen-
tos de la naturaleza. A causa de la segunda guerra mundial emigrd, en un primer
momento a Francia en 1936 para estudiar con su célebre tio, el matematico Szolem
Mandelbrot, y posteriormente a Estados Unidos al Instituto de Estudios Avanzados
de Princenton, siendo el tdltimo alumno de doctorado del famoso matematico John
von Neuman. En 1955 regresé a Francia, al Centro Nacional de Investigaciones Ma-
tematicas, donde permanecié muy poco tiempo ajeno al tipo de matematicas que el
grupo Bourbaki elaboraba en ese momento. Afortunadamente recabé en New York
en la empresa IBM formando parte de su centro de investigacion Watson Research
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Center, donde encontré el ambiente y las herramientas adecuadas para poner en
practicas sus numerosas ideas.

En 1945 su tio Szolem le entregd un manuscrito escrito por el matematico francés
Gaston Maurice Julid donde se estudiaba desde un punto muy tedrico la iteracion de
funciones racionales. Mandelbrot se enfrenté al mismo problema pero desde un pun-
to de vista geométrico. Sus resultados dieron lugar al primer trabajo sobre fractales
que llevo por titulo “Les objets fractals, forn hasard et dimension” y fue completado
en 1982 con la aparicién de su célebre libro “La geometria fractal de la naturaleza”.

Figura 3.36: Benoit Mandelbrot.

Para construir el conjunto de Mandelbrot es necesario trabajar con pares de ntimeros
reales, llamados nimeros complejos, cuya representacién grafica son los puntos del
plano, por ejemplo el punto (3,2). Con estos nimeros complejos se puede operar de
forma similar a como se hace con niimeros reales, se pueden sumar, multiplicar,, etc.
Ademas de estos niimeros es necesaria una férmula, que no tiene que ser complicada,
en el caso que nos ocupa es 22 + ¢, donde ¢ es un nimero complejo fijo.

A partir de un valor inicial de zp = 0 (llamado semilla) se eleva al cuadrado y
se le suma el nimero ¢ obteniéndose el niimero z;. Ahora repetimos el proceso
y obtenemos otro ntimero complejo zy, v asi sucesivamente. De esta forma se ha
conseguido una sucesion de nimeros

{207 1y B2y B3y """ 4y Rn, """ 7}

que recibe el nombre de orbita. Si todos los elementos de este conjunto de puntos
permanecen a menos de dos unidades del origen de coordenadas, entonces el punto
¢, pertenecera al conjunto de Mandelbrot, si la distancia es mayor de dos unidades ¢
no formara parte del conjunto. Es decir, el conjunto de Mandelbrot es el conjunto de
puntos cuyas érbitas generadas por la formula anterior nunca escapan de un circulo
centrado en el origen de radio dos.

La genial idea de Mandelbrot, que pudo hacer porque la tecnologia estaba a punto,
fue la de pintar en color negro los puntos del conjunto de Mandelbrot y en blanco
los que estaban fuera. Después de un largo tiempo de espera el resultado obtenido
es el que puede apreciarse en la figura.
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Por supuesto que una vez conocido el proceso, éste puede ser mejorado. Cuando los
nimeros no pertenezcan al conjunto de Mandelbrot (el exterior del fractal) entonces
se le asignara un algoritmo de color, consistente en asociar colores diferentes a cada
punto, de acuerdo a ”la rapidez”’del incremento de la érbita. Por ejemplo, si la
sucesion se incrementa lentamente, entonces la semilla se puede pintar de color azul,
por el contrario si crece mas rapidamente, tendra un color amarillo, naranja o verde
en funciéon de la velocidad de este crecimiento. Los primeros que utilizaron esta
técnica fueron Peiten y Ritchter.

A mediados de los afios 80, A. Douady y J.H. Hubbard probaron que este conjunto
y su complementario son conexos. Es decir, de un solo trozo, aunque al ampliar la
frontera del conjunto de la sensacion de lo contrario. Debido a que siempre hemos
estado acostumbrado a lo regularz a las estructuras representadas por la geometria
euclidea, al analizar la frontera de este fractal, percibimos que es un tipo de curva
que desafia nuestra capacidad de entendimiento, puesto que cuanto mas cerca se
mire mas se ramifica.

j

Figura 3.37: Autosemejanza del conjunto de Mandelbrot.

En la figura anterior puede apreciarse dos de las caracteristicas basicas de los fracta-
les. La primera es que la frontera del conjunto de Mandelbrot es una curva irregular
tremendamente complica, y la segunda que tiene la propiedad de autosemejanza, es
decir, existen miles de réplicas del fractal a menor escalas.

Es posible obtener otro tipo de fractales, ya que bastara con cambiar la férmula
inicial con la salvedad de que ésta no puede ser lineal. Precisamente el hecho de no
linealidad implica la aparicién del caos matematico y de la geometria fractal.

Otra manera alternativa de modificar un fractal, como el de Mandelbrot, es alterar
los algoritmos de color para representar su exterior o interior. Existen en el merca-
do un numero variado de programas informaticos con los que es posible construir
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hermosas imagenes. De entre ellos, uno de los mas apropiados, por su sencillez de
manejo y potencia de resultados, es Ultra Fractal. El programa tiene la ventaja de
que no solo se puede construir bonitos fractales, sino que es posible realizar espec-
taculares animaciones de los mismos, asi como fondos fractales con movimiento.

Precisamente la belleza de las imagenes obtenidas junto con la sencillez de su crea-
cion ha acercado al mundo de las Matematicas a un gran ntimero de personas. En
boca de Mandelbrot “ayudan a tender puentes en el abismo que separa las cuestiones
matemdticas de la gente de la calle”.

3.6.5. La dimension fractal

Uno de los objetivos que ha perseguido la Geometria desde sus inicios ha sido el de
encontrar patrones y formas, por un lado, y por el otro, buscar métodos para asignar
una medida a estas formas. Es conocido que no es posible medir la diagonal de un
cuadrado tomando como unidad el lado de dicho cuadrado. Este problema de me-
dida originé la aparicién de los niimeros irracionales. Del mismo modo, los intentos
por encontrar la longitud exacta de una circunferencia llevaron a los matematicos al
descubrimiento del nimero 7, o el problema de encontrar el area encerrada por dos
curvas dio origen al calculo diferencial e integral.

En la actualidad muchas personas creen que el cdlculo de longitudes, dreas o volime-
nes esta totalmente resuelto, pero la realidad es que no es asi. Es facil comprobar,
buscando el dato en distintas publicaciones, que existe una gran divergencia entre la
longitud de la frontera entre dos paises, o de un rio, aportada por una publicaciéon u
otra. En enciclopedias espanolas se dice que la longitud de la frontera entre Espana
y Portugal es de 985 kilémetros, mientras que en una enciclopedia portuguesa es de
1212 kilémetros. La razén de esta discrepancia se encuentra en que no es posible
dar un nuimero exacto, puesto que al tratarse de una curva totalmente irregular, es
imposible medirla, lo que resulta contradictorio con el hecho de que la isla tiene un
area finita. Este era el argumento central del famoso articulo de Benoit Mandelbrot
titulado -cuanto mide la costa de Gran Bretana?

Figura 3.38: Medida de una costa.
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Para poder medir el perimetro de la costa se toma, en primer lugar, una unidad de
longitud. En este caso, el perimetro se estima a partir del nimero de veces que es
necesario llevar el segmento para cubrir toda la costa. Es evidente, que al disminuir
el tamano del segmento unidad, la longitud de la costa aumenta. Los objetos irre-
gulares carecen de medida exacta, puesto que la longitud dependera de la unidad de
medida elegida.

Al no poderse caracterizar la frontera de un fractal por una longitud, es necesario
centrarse en un concepto diferente como es el de dimensién, procedente del latin di-
mensio, que significa medida. La idea es buscar un parametro que, en cierto modo,
mida el grado de irregularidad del fractal, y eso sera la dimension fractal.

Desgraciadamente no hay una unica definicién de dimensién. Existe una definicion
intuitiva de la dimensién euclidea que coincide con el nimero de valores reales que
son necesarios para situar a un punto en el espacio donde nos encontremos traba-
jando. Una linea tiene dimensién uno, puesto que sélo se necesita un nimero real
para localizar cualquier punto de la linea. Pensemos, por ejemplo, que cuando desea-
mos dar nuestra situacion en una autopista aportamos sélo un nimero, su punto
kilométrico, aunque esta carretera no sea una linea recta.

Otra definicién intuitiva de dimension euclidea hace referencia al niimero de direc-
ciones perpendiculares diferentes que se pueden tomar. En nuestro mundo cotidiano
contamos con tres direcciones: izquierda-derecha, adelante-atras, y arriba-abajo; por
este motivo decimos que el espacio en que nos movemos es tridimensional.

Pero la aparicion de los “monstruos matematicos”, aquellas curvas que llenaban to-
do el espacio, desafiaba la idea intuitiva del concepto de dimensién. Este tipo de
objetos fractales fueron estudiados dentro de una nueva rama de las matematicas
creada por Poincaré que recibe el nombre de Topologia. Una curiosa ciencia que
trata sobre la manera en que los objetos pueden ser deformados como si pareciesen
de goma. Un circulo puede estirarse y convertirse en un triangulo, o en el copo de
nieve de Knoch. Desde el punto de vista topoldgico no es posible distinguir una linea
recta de la curva de Hilbert, o una hoja de papel plana de aquella que se encuentra
completamente arrugada.

Definir el concepto de dimensién de manera rigurosa fue una tarea larga y compli-
cada que desafi6 a los mejores matematicos de finales del siglo XIX y principios del
XX, entre los que se encontraban, Poincaré, Lebesque, Brouwer, Cantor, Menger,
Peano, y Hilbert. Era inevitable que tan intenso trabajo diese como resultado un
numero numeroso de definiciones, todas ellas relacionadas pero distintas: dimension
topoldgica, dimension por conteo por cajas, dimensién de autosimilitud, dimensién
euclidea,..., etc.

Por los comentarios anteriores queda claro que estudiar a fondo el concepto de
dimensién no es una tarea facil, pero para el propdsito que nos ocupa podemos
simplificarlo de la siguiente manera. Si tomamos un segmento de longitud uno y lo
dividimos en cinco partes iguales, es evidente que obtendremos 5 segmentos cada
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uno de ellos de longitud 1/5. De la misma manera, si partimos de un cuadrado de
lado unidad y dividimos sus lados en cinco partes iguales, obtenemos 25 cuadrados
de lado 1/5. Por ltimo, si elegimos un cubo de lado unidad y dividimos los lados
en cinco partes iguales, aparecerdn 125 cuadrados méas pequenos de lados 1/5.

Para cada uno de los casos anteriores siempre se cumple que el producto del niimero
de partes por el tamano de las partes elevado a uno (en el primer caso), dos (en
el segundo) y tres (para el tercero) siempre es la unidad. Es decir, se obtiene la
formula N(h).hP” = 1, siendo h el tamano de las partes, N(h) el nimero de partes
y D la dimensién. Lo comentado anteriormente puede verse de forma esquematica
en la siguiente figura.

h = tamaio de una parte
N(h) = nimero de partes
d = dimensién

dimensién

N(h) - B=1

Figura 3.39: Concepto de dimensén

La férmula anterior se conoce con el nombre de ley de potencia, puesto que el nimero
de partes N(h) cambia como si fuese una potencia de 1/h. Con unos bésicos cono-
cimientos matematicos es posible despejar de esta expresion la dimension, siendo su
valor
log(N(h))

h

. De esta manera, la dimensién fraccionaria o fractal del Conjunto de Cantor es
aproximadamente 0.63093, obtenido del cociente log(2)/log(3), y la dimensién de la
curva de Knoch log(2)/log(3) = 1.26186.

D=—

Tenemos que darnos cuenta de la importancia de estos resultados, ya que a través
de la dimension fractal disponemos de un pardmetro que caracteriza, de alguna ma-
nera, lo sinuoso e irregular de un objeto. Si el fractal es relativamente “suave” su
dimensién fractal estara proxima a su dimensién euclidea que es uno, por el con-
trario si “retuerce” hasta ocupar la forma de un cuadrado, su dimensién fractal
estara proxima a dos. La costa de Inglaterra tiene dimensién fractal 1.25, mientras
que la dimensién fractal de la costa de Australia es 1.13; en conclusién, la costa de



106 Tema 3 Modelos basados en ecuaciones y sistemas en diferencias

Inglaterra es mucho mas sinuosa e irregular que la de Australia.

Una vez conocidos los conceptos de dimensién euclidea y dimension fractal de un
objeto, tenemos una manera alternativa y algo mas precisa de definir a un fractal,
ya que serda aquél objeto donde su dimensién euclidea sea menor que su dimensién
fraccionaria.

Ahora bien, hasta ahora hemos estados refiriéndonos a un tipo de fractales muy con-
cretos como son los obtenidos a través de un algoritmo matematico, pero jqué pasa
con aquellos objetos de la naturaleza con estructura fractal? Es evidente que su
dimensiéon no se puede obtener a través de la férmula que hemos deducido ante-
riormente, puesto que no estamos ante una curva que pueda medirse con escalas
diferentes y ademads no es autosemejante, aunque posee ¢iertas propiedades de esca-
la”son semejantes estadisticamente.

Los matematicos Hausdorff y Besicovitch publicaron en 1919 un articulo donde se
generalizaba la férmula para el cdlculo de la dimensién fraccionaria para este tipo
de objetos. Su calculo es extremadamente complejo, pero existe un algoritmo, con el
nombre de Box-Counting (método de conteo de cajas), implementado en la mayoria
de los programas informaticos que trabajan con imagenes, como por ejemplo Harfa
o Imagel.|

1.5ex] El algoritmo de Box-Counting consiste en lo siguiente: a partir de la imagen
del objeto se obtiene una versién binaria de la misma, a cada punto brillante se le
asocia el valor 1 y un 0 al resto. Posteriormente se obtiene una imagen del contorno y
se superpone una malla de un tamano dado. El proceso consiste en contar el niimero
de veces que la imagen corta al cuadrado de la malla. A continuacién se hace dismi-
nuir el lado del cuadrado y se representa el logaritmo del niimero de intersecciones
en funciéon del logaritmo de la inversa del lado. La dimension del objeto coincide con
la pendiente de la recta de regresion definida por los puntos.

Hemos visto como la longitud de formas irregulares depende de la escala de medida.
Este hecho origina un verdadero problema a los bilogos, ya que los lagos que tienen
orillas muy irregulares tienen mas area con aguas poco profundas y esto produce
comunidades mas rica en vida animal. Hasta hoy, no ha sido posible caracterizar
las comunidades de un lago con pardmetros que relacione la longitud de la orilla
con la superficie del agua.La aparicién de la dimension fractal ha llevado a muchos
cientificos de campos muy diferentes a interesarse por el tema, con la intenciéon de
aplicarla a estructuras muy complejas. Sin embargo, tenemos que comentar que hay
que ser cuidadoso con su uso, puesto que existen limitaciones en su aplicacién. Exis-
ten objetos muy complejos que son una mezcla de diferentes fractales, cada uno de
los cuales tiene una dimensién distinta.

3.6.6. Tipos de fractales

Aunque existe una primera clasificacion muy general de los fractales, llamados
lineales, como la curva de Koch, y no lineales, los que se generan a partir de una
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férmula no lineal como el conjunto de Mandelbrot. Sin embargo, podemos hacer una
clasificacién un poco mas detallada de los mismos.

Fractales construidos a partir de un algoritmo de escape. Un ejemplo clasico
de ellos es el fractal de Mandelbrot obtenido, como sabemos, de la manera siguiente:
para cada punto del plano (la semilla), se calcula una serie de valores (su 6rbita),
mediante la repeticién de una féormula hasta que se cumpla una determinada con-
dicion, y en ese momento al punto inicial se le asigna un color relacionado con el
numero de repeticiones.

Figura 3.40: Fractales y algoritmo de escape.

Para poder construir un fractal de este tipo es imprescindible realizar miles de
millones de operaciones, por lo cual requieren la ayuda de un ordenador. Uno de los
mas famosos fractales correspondiente a este tipo es el conocido como conjunto de
Julia, en honor del matematico francés Gaston Maurice Julia. Nacié el 3 de Febrero
de 1893 en Sidi Bel Abbés (Argelia) y fallecié en Paris el 19 de Marzo de 1978. Con
solo 25 anos publicé un manuscrito titulado “Mémoire sur l’iteration des fonctions
rationelles”, con el cual ha llegado a ser uno de los matematicos mas famosos de los
que se han dedicado al estudio de los fractales. Fue soldado en la Primera Guerra
Mundial, y cay6 herido en un ataque en el frente francés, donde perdié parte de
su nariz, lo cual le obligd a llevarla tapada durante el resto de sus dias. Por sus
importantes investigaciones fue nombrado profesor titular en la Escuela Politécnica
de Paris. En el articulo que hemos citado dio una descripcion precisa de los conjuntos,
que llevan su nombre, para los cuales la enésima iteraciéon de un ntimero complejo
permanece acotada, cuando el nimero de iteraciones tiende a infinito.

Figura 3.41: Fractales de Julia.
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Por este trabajo recibié el gran premio de la Academia de las Ciencias. Durante
los anos 20 disfruté6 de gran fama, pero posteriormente su trabajo fue olvidado,
hasta que B. Mandelbrot lo puso de actualidad en 1970 con sus experimentos con
los ordenadores.

Otro tipo de fractales muy interesantes son los obtenidos por medio de un Sistema
de Funciones Iteradas (IFS). Es un método creado por M. Barnsley, baséndose
en el principio de autosemejanza. En un fractal IF'S siempre se puede encontrar una
parte de la figura que guarda una relacién de semejanza con la figura completa.
Esa relacion es a menudo muy dificil de apreciar, pero en el caso del helecho de la
figura siguiente es bastante clara: cualquier hoja es una réplica exacta de la figura
completa.
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Figura 3.42: Sistema de Funciones Iteradas (IFS)

Existen fractales asociados con la teoria del caos que reciben el nombre de fracta-
les caéticos. Entre ellos, el mas conocido es el atractor de Lorenz (izquierda) y el
diagrama de bifurcacién (centro).

Figura 3.43: Fractales cadticos.

Merece la atencién detenerse sobre un tipo particular de fractales obtenidos a través
de un método conocido con el nombre de L-System. El método fue creado por Lin-
demayer en 1968 y publicado en el Journal of Theoretical Biology, como un modelo
matematico para la construccién de un filamento celular de la bacteria Anabaena
Catenula.

Basicamente el algoritmo consiste en suponer un sistema celular con dos posibles
estados citologicos, A y B, y la regla de crecimiento: una célula en el estado A se
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divide y da lugar a una en el estado A y otra célula en el estado B; que se representa
por AB. En el siguiente paso, una célula en el estado B se divide en una célula
en el estado B y otra en el estado A, es decir BA. En la tabla se ha representado
el resultado de la divisién para las cuatro primera fases, tomando como célula de
partida del tipo A.

Nuim. células Resultado division
1(A4) AB
2(AB) ABBA

4(ABBA) ABBABAAB
8(ABBABAAB) ABBABAABBAABABBA

Figura 3.44: L-sistemas y fractales.

Estos fractales se pueden generar utilizando como software FantasticFractal. En la
figura siguiente aparecen los parametros con los que se genera la curva de Koch.

A L-System Fractal Properties I L-System Fractal Properties
Fractal | Aues | Fractel Rules |
Detauits Please set the ules to apply to the axiom on the other page.
Replace: | with |
Name: [Koch Curve F=F-Fa+F-F
Author: |UnlcgslenedUse(
Motes: |Do not run this fractal more than 9 iterations d

See the Rules tab for more properties of this fractal.

Agiom: [FesFesF
Angle Inc.: [60
Ini. Angle: [0 add | Remove | Defouts |

Figura 3.45: L-sistemas con FantasticFractal.

El signo + representa un giro de 60 grados en la direccién contraria a las agujas del
reloj, y el signo - un giro de 60 grados en la direccién de las agujas del reloj. Para
poder dibujar el fractal es necesario indicar la regla, que en nuestro caso viene dada
por, F=F-F++F-F.

Es decir, F estara definida como: se traza un segmento unitario, en su extremo gi-
ramos 60 grados en la direccién de las agujas del reloj y dibujamos un segundo
segmento; después giramos 120 grados en la direccién contraria a las agujas del re-
loj y dibujamos otro segmento finalmente giramos 60 grados en la direccion de las
agujas del reloj y trazamos el ultimo de los segmentos.

Los L-systems son muy adecuados para modelar muchos sistemas biolégicos, espe-
cialmente aquellos que presentan bifurcaciones o ramificaciones en su desarrollo. El
esquema bdsico para dibujar una bifurcacién con un dngulo dado (por ejemplo 20
grados) es el siguiente: F=F[+F]F, donde los corchetes indican que al final se debe
retroceder a la posicién donde empezaba la bifurcacién. Naturalmente, se puede defi-
nir una regla mas complicada y obtener un modelo mucho més realista. Por ejemplo,
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para representar un arbol se ha elegido como Regla: F=F+F+[+F-F-|-[-F+F+F] y
un angulo de 22 grados. En la figura siguiente pueden verse los resultados para un
numero diferente de iteraciones.

Figura 3.46: Simulacién de un arbol con L-sistemas.

En el programa de televisién Redes, el divulgador cientifico Eduardo Punset, entre-
visto a Mandelbrot, donde comento que se sentia muy impresionado por los cuadrados
del pintor japonés Katsushika Hokusai, puesto que sin ser consciente de ello, el pin-
tor habia sabido captar las propiedades basicas de los fractales. En las imagenes que
presentamos se aprecia como un rio se divide y subdivide hasta formar la catarata,
o bien como una ola esta formada por muchas otras olas mas pequenas, propiedad
que conocemos con el nombre de autosemejanza.

Figura 3.47: Katsushika Hokusai y los fractales.

3.6.7. El juego del Caos

Todos hemos sufrié la desagradable experiencia de que al coger una bolsa de legum-
bres se caigan al suelo adoptando una forma caprichosa debido al azar. Si repetimos
la experiencia, las legumbres describiran un patrén final distinto. éste fue el punto
de partida de Michael Barnsley para la construccion de fractales sin hacer uso del
proceso de iteracion. Partiendo del azar obtuvo una manera diferente de generar
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patrones fractales, y a esta técnica la denomind el juego del caos.

Para ejecutar el juego es aconsejable utilizar un ordenador o en su defecto una ho-
ja de papel cuadriculada y un dado. Existen muchas variantes del mismo pero el
juego clasico consiste en generar el triangulo de Sierpinsky. Se colocan tres puntos
numerados del 1 al 3 formando un tridngulo equilatero.

1 1 .

2 TA

“ aw

Figura 3.48: El juego del caos.

A continuacién identificamos los lados 1 y 2 del dado con el punto 1, los lados 3
y 4 con el punto 2 y los lados 5 y 6 con el tercer punto. Ahora se elige un punto
cualquiera P de la hoja y lo desplazamos de la manera siguiente: lanzamos el dado
y movemos el punto P hasta la mitad de la distancia existente entre el punto P y
el vértice que indique el dado. Por ejemplo: si ha salido un 1 en el dado, entonces
situamos el punto P en la mitad de la distancia entre P y el vértice 1, si en el segundo
lanzamiento sale un 5, situamos el punto en la mitad de la tultima posicion de P y
el vértice 3, y asi sucesivamente.

3.6.8. Aplicaciones de la Geometria Fractal.

Para muchas personas el gran atractivo de los fractales reside en la belleza de las
iméagenes que genera, de hecho mucha gente se acerca a esta rama de las matemati-
cas atraidas unicamente por lo impactante y plasticidad de los resultados graficos
obtenidos. Sin embargo, y como tendremos oportunidad de ver en esta seccién, lo
verdadero importante de la Geometria Fractal es el amplio rango de aplicaciones en
campos muy diferentes.

Aunque la geometria fractal fue concebida hace unos anos, ha sido recientemente
cuando se han logrado los avances mas notables. En un principio, Mandelbrot, los
utilizé en el ambito de la Economia con la intencion de analizar las fluctuaciones
bursatiles. Ahora bien tenemos que empezar preguntandonos; ;jqué significado tiene
decir que un objeto real, tal como una costa o la red capilar del sistema venoso,
es un fractal? Lo que queremos decir con ello, es que puede definirse un modelo
matematico que se aproxima bastante bien al objeto. Aunque al ser s6lo una aproxi-
macién tiene que estar limitada a una franja de escalas limitada por ciertos valores
maximo y minimo. Es evidente, entonces, que en el mundo real no existen fractales
perfectos, como tampoco existen esferas perfectas, cuando se pretende representar
a la tierra.

Como sabemos, los modelos no lineales son el origen del comportamiento cadtico de
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los sistemas dinamicos, y que la Geometria Fractal es la herramienta adecuada para
estudiar el caos. Por este motivo empezaremos comentando algunas aplicaciones de
esta teoria.

= Economia: en el estudio erratico e imprevisible de la bolsa y del flujo del
dinero.

=  Amplificadores de sonido: se producen cortas descargas eléctricas dentro de los
circuitos, debido a la electricidad estatica, lo que origina que el sonido tenga
periodos cadticos.

= Rotacién de la tierra: se ha descubierto, por medio de relojes atémicos, que
la tierra sufre alteraciones en su movimiento de rotacion, no funciona con la
perfeccion de un reloj suizo. Como consecuencia de ello el paso de la tierra no
es totalmente regular y se producen fases intermitentes de caos.

» Lavadoras: en 1993 la empresa Goldstar construyé una revolucionara lava-
dora, donde la el ritmo de rotacion del tambor de lavado no era regular, sino
caotico. La eficacia del lavado super6 con creces a las construidas por la com-
petencia.

= El cuerpo humano: son abundantes los ejemplos donde el caos esta presente
en nuestro cuerpo.

e Para que el sistema inmunolégico tenga un funcionamiento eficaz es ne-
cesario que su comportamiento sea no lineal y cadtico, para que tengan
la posibilidad de adaptarse a los cambios externos.

e Si un sistema, que rige nuestra salud, fuese totalmente determinista, al
producirse cualquier cambio en su evoluciéon nuestro cuerpo enfermaria.

e Provocando el caos en determinas zonas del cerebro, mediante la genera-
cion de turbulencias eléctricas, se puede bloquear la aparicién de ataques
epilépticos.

e En cuerpo humano es un sistema cadtico. Constantemente estamos susti-
tuyendo nuestras células de tal manera que cada siete anos se produce la
regeneracion de todas las células de nuestro cuerpo. La razén de que con-
servemos nuestra forma es debido a que el cuerpo humano es un atractor,
y por tanto, a largo plazo tiende a mantener la misma estructura.

e El ritmo cardiaco es cadtico, de hecho cuanto mas regular sea el ritmo
mas enfermo estard una persona. En 1983, R. Ideker, estudiando los ciclos
biolégicos, comprobd que la actividad eléctrica, que es la hace contraer
los musculos del corazén, presenta periodos de orden dos, cuatro, ocho,
dieciséis, y asi hasta llegar a ser cadtico. De hecho éste es el estado del
corazon cuando sufre un ataque de fibrilacién, por tal motivo se somete al
enfermo a un shock eléctrico que hace volver al ritmo periédico y regular.
Sorprendentemente, las pequenas alteraciones de la cadencia del corazén
es sintoma de buena salud.
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e Por tltimo, una aplicacion curiosa de la dinamica cadtica esta relacionada
con el movimiento de los ojos. A partir de la masa del ojo, la viscosidad
del humor vitreo, y otros pardmetros es posible construir un modelo
matematico no lineal del movimiento de los ojos. Cuando a una persona
sana mira la oscilacion de un péndulo, sus ojos siguen continuamente el
movimiento. Por el contrario, cuando un esquizofrénico realiza el mismo
experimento sus ojos se mueven de forma cadtica.

Figura 3.49: Ramificaciones en la naturaleza y fractales.

También los fractales tienen un amplio nimero de aplicaciones. De hecho, es dificil
encontrar en la actualidad una disciplina cientifica donde no hayan sido aplicados.

Las fronteras entre diferentes medios fisicos o biolégicos dan lugar a bue-
nos ejemplos de sistemas que se pueden modelizar mediante fractales. Un ejemplo
clasico, que responde a ciertos modelos de curvas fractales, es el de las costas, pero
también los son los bordes de una nube, la superficie montanosa, la orilla de un
rio o la frontera entre dos paises diferentes. La evolucion y construccion a lo largo
de la historia de una frontera entre dos naciones sigue un proceso muy parecido a
como se construye un fractal lineal, como la curva de Koch. Lo mismo le ocurre a
la formacién de la linea de costa puesto que el contacto entre el agua del mar y la
tierra modifica constantemente su perfil. No obstante, la construccién de la curva
de Koch es un proceso matemadtico, mientras que en la formacién de una linea de
costa estdn presentes procesos aleatorios. A pesar de ello, la dimension fractal es
de 1.26128 para la curva de koch y 1.3 el valor aproximado para la costa de Gran
Bretana, 6, 1.5 para la costa de Noruega (mucho més irregular).

Tenemos que hacer una llamada de atencién sobre el hecho de que no todos los
objetos de la naturaleza tienen estructura fractal. En la naturaleza aparecen es-
pontaneamente figuras regulares como circulos, esferas o rectas. Por ejemplo, las
formas de algunas hojas, las gotas de lluvia, etc., pero en estas ocasiones la forma
adoptada es consecuencia de un problema de optimizacién. Es conocido que una
esfera presenta, a igual volumen, una superficie minima. Por esta razén, y como
resultado de optimizar la tensién superficial, una gota de agua adopta la forma de
una esfera.

Ramificaciones. Desde el punto de vista matematico, se entiende por arbol a un
conjunto de puntos (vértices) unidos entre si por arcos (ramas). Bajo este epigrafe
ubicaremos no solo a los arboles con sus ramas, sino que extenderemos el concepto
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para incluir otros objetos de la naturaleza que adoptan esta forma, o el sistema
arterial y bronquial de un mamifero.

El proceso mediante el cual una rama principal se divide y subdivide sucesivamente
es el culpable de que el objeto tenga estructura fractal. La clave se encuentra en
la propiedad de autosemejanza por la cual se anade la misma estructura a escala
cada vez més pequena. Pensemos, por ejemplo, en la red de afluentes de una cuenca
hidrogréfica, donde el agua de lluvia tiene que ser desaguada, o en el sistema arte-
rial, donde la sangre tiene que llegar a todos los tejidos del cuerpo ocupando sélo
un 5% del volumen total. Estos procesos pueden modelarse por un tipo de curva
(dimensién uno) que ocupa una superficie (dimension dos), es decir, un fractal.

Figura 3.50: Ramificaciones en el cuerpo humano y fractales.

Texturas y paisajes fractales. La geometria fractal es la herramienta perfecta
para la creacién de paisajes imaginarios utilizados en cine y juegos de ordenador.
También es posible elaborar texturas diferentes mediante la creaciéon de un espacio
tridimensional coloreado que rodea a un objeto digital utilizando una férmula ma-
tematica iterativa.

El andlisis de la textura de una imagen es un campo de investigacién abierto y de
continua expansion, especialmente en medicina como herramienta de diagnostico, o
en imagenes de reconocimiento, como el estudio de las fracturas del terreno.

De manera resumida, la forma de construir un paisaje fractal es la siguiente: se
parte de un cuadrado y se unen los puntos medios de los lados para obtener otros
cuatro cuadrados mas pequenos. Antes de la siguiente iteracion, se le aplica una
transformacién a los vértices, de tal forma que se eleven o desciendan una cantidad

e e

Figura 3.51: Construccién de paisajes fractales I

Una vez conocido el proceso geométrico, el ordenador repite (itera) el mismo esquema
un numero elevado de veces.
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Figura 3.52: Construccién de paisajes fractales II

Por 1ltimo, se aplica el color, la textura, y un programa de animaciéon se encarga
del resto de la pelicula.

Figura 3.53: Construccién de paisajes fractales III

Mediante una técnica parecida la productora Lucasfilms recreo los efectos especiales
de la pelicula “Star Trek 27, la saga de “La guerra de las galaxias”, o el mar en la
pelicula “Titanic”.

Compresion de imagenes digitales. Cuando realizamos la clasificacién de los
fractales, vimos que algunos de ellos podian generarse a través de un Sistema de
Funciones Iteradas (IFS). Esto es, un conjunto de funciones que repetidas suce-
sivamente generan al objeto fractal. Uno de los grandes problemas en el uso de la
informacion digital es el de su manipulacién, sobre todo cuando el volumen de trans-
mision es grande. Por ejemplo, si se desea enviar por Internet una imagen de alta
resolucion es posible que tengamos problema de capacidad de memoria. Entonces,
+como podemos resolver esta cuestién? Existen muchas técnicas diferentes relacio-
nadas con la compresion de imagenes, pero una de ellas estd basada en la geometria
fractal. En efecto, por medio de un Sistema de Funciones Iteradas podemos eliminar
una gran parte de la informacién a transmitir puesto que sélo se necesita la funcién
generadora del objeto fractal, en lugar de todos los pixeles de la imagen.

Figura 3.54: Comprensién de imagenes digitales.
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De esta manera, si por ejemplo, deseamos remitir la figura de arbol de la izquierda,
bastara con enviar la imagen geométrica de la derecha junto con su funciéon genera-
dora. A este método de tratar digitalmente una imagen, con el objetivo de reducir
el tamano de su archivo, se le conoce con el nombre de proceso de transformacion
fractal. Fue inventado en 1987 por Barnsley y la cuestion clave esta en saber si a
una imagen cualquiera se le puede aplicar dicha técnica. La respuesta es afirmativa
y se conoce con el nombre de teorema del collage, a partir de una imagen es posible
encontrar la férmula que la genera.

Medicina. Es en este campo donde se han logrado grandes progreso con el uso de la
geometria fractal. El niimero de aplicaciones es inmenso como puede comprobarse si
se realiza una busqueda en la base de datos mas prestigiosa de publicaciones médicas
PubMed.

Sin querer ser exhaustivo se han aplicado los fractales en los siguientes campos de
la medicina:

= La distribucién del flujo sanguineo pulmonar.

= La estructura alveolar de los pulmones.

= Las superficies de las proteinas.

= Los patrones de formas en las mamografias.

= Al estudio del cdncer de mamas y al de prostata.

= Al analisis de fracturas de huesos.

= La regeneracién de tejidos.

= Al estudio de enfermedades degenerativas del cerebro.

Comentaremos de una manera mas detallada algunas de estas aplicaciones.En 2003
un grupo de cientificos del Harvard Medical School y el Massachusetts Institute of
Tecnology presentaron un método para obtener un o6rgano vivo de un paciente a
partir de sus mismas células, y de esta manera minimizar el problema del rechazo.
El objetivo del trabajo reside en construir un esqueleto, semejante al sistema arte-
rial, que permite a los nutrientes llegar a todas las partes del tejido. El esqueleto se
obtuvo a partir de patrones de crecimiento fractal y se introdujeron en unos chips de
silicio. Los resultados fueron esperanzadores puesto que fue posible mantener células
de higado vivas durante dos semanas, debido a que habia sido posible construir una
estructura irregular muy resistente a las roturas.

Durante los tltimos anos un grupo de investigacion interdisciplinar, liderado por
el profesor Francisco J. Esteban del Departamento de Biologia Experimental de la
Universidad de Jaén, ha trabajado intensamente en la aplicacién de la dimension
fractal de imagenes de Resonancia Magnética para la deteccién precoz de algunas
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enfermedades neurodegenerativas. El proyecto tiene el nombre de Fractalmed y se
ha centrado, en un primer momento, en la Esclerosis Multiple.

La Esclerosis Miltiple es una enfermedad autoinmune, inflamatoria y neurodegene-
rativa que afecta principalmente a la Sustancia Blanca del Sistema Nervioso Central
(cerebro y médula espinal). Es, después de la epilepsia, la enfermedad neuroldgica
mas frecuente entre los jovenes, afectando aproximadamente a 1 de cada 1000 per-
sonas, en particular a las mujeres.

Se desconocen las causas que la producen aunque se cree que hay diversos mecanis-
mos autoinmunes involucrados. La manera de actuacion es la siguiente. El organismo
lanza un ataque defensivo contra sus propios tejidos, y se origina una inflamacion
en areas de la Sustancia Blanca del Sistema Nervioso Central, en regiones que se
distribuyen aleatoriamente. A continuacion se produce la destruccion de la mielina,
que es una lamina envolvente de las fibras nerviosas que facilita la transmisién de
los mensajes entre cerebro, la médula espinal y el resto del cuerpo. Desgraciada-
mente, cuando hay dano de la mielina, la transmision neuroldgica de los mensajes
ocurre mas lentamente o queda bloqueada, lo que lleva a una movilidad reducida e
invalidez, en los casos mas severos, de la persona.

Figura 3.55: Fractales y Esclerosis Miiltiple.

El gran problema para su tratamiento es que sélo puede ser diagnosticada con fia-
bilidad mediante una autopsia post-mortem o una biopsia, aunque existen criterios
no invasivos para diagnosticarla con aceptable certeza Sin embargo, su deteccion
precoz es muy importante puesto que se puede empezar el tratamiento més rapida-
mente, con el consiguiente aumento de la calidad de vida, y retraso en la aparicién
de nuevos brotes. No hay ningin sintoma tipico de la Esclerosis Multiple que ayude
en el diagnéstico inicial. Es frecuente que el primer brote pase desapercibido sin que
la persona consulte con su médico.

Hasta ahora se habia descrito un tinico método capaz de detectar cambios en la
sustancia blanca aparentemente normal, la tasa de transferencia de magnetizacién,
el cual, ademas de ser costoso y dificil de realizar en la gran mayoria de los centros
hospitalarios, presenta resultados contradictorios en cuanto a su sensibilidad.

Se ha demostrado que, aunque estan teniendo lugar procesos que contribuyen al
desarrollo de la enfermedad a nivel de la sustancia blanca cerebral, dicha sustancia



118 Tema 3 Modelos basados en ecuaciones y sistemas en diferencias

blanca se observa en las imagenes de Resonancia Magnética Nuclear como aparen-
temente normal. En la mayoria de los casos el diagnéstico de la degeneracion de
la sustancia blanca depende de la experiencia del médico en la observacién de las
imégenes, debido a la carencia de medidas objetivas. Pero muchas de las alteracio-
nes son muy sutiles y dificiles de apreciar. Los miembros del proyecto Fractalmed
han demostrado que la aplicacion de la dimension fractal a imagenes de resonancia
magnética del cerebro de enfermos de Esclerosis Miltiple es una herramienta muy
util en el diagndstico precoz de esta enfermedad degenerativa. Los pacientes en un
estado inicial de desarrollo, sin lesiones aparentes, mostraron un valor menor de la
dimension fractal a nivel de sustancia blanca cuando se compararon con los controles
sanos.

La caracterizacién y cuantificacién de la morfologia del cerebro mediante el analisis
de la dimensién fractal es un area de creciente interés desde hace unos afnos. La gran
mayoria de los trabajos se centran en el analisis de la dimensién fractal de imagenes
a nivel de dos dimensiones. Son muy pocas y puntuales las iniciativas de extender
los resultados para estructuras en tres dimensiones.

Recientemente el grupo de investigacion ha ampliado el rango de aplicaciones del
método, siendo pioneros en la construccién de un programa informatico para el
calculo de la dimensién fractal en tres dimensiones y su aplicacién otras enfermeda-
des neurodegenerativas con resultados muy positivos. A nivel tridimensional se ha
demostrado que existe un aumento significativo del valor de dimension fractal de la
materia gris del cerebro aparentemente normal en enfermos de Esclerosis Miltiple
que sufren los primeros ataques de la enfermedad.



Tema 4

MODELOS DISCRETOS
MATRICIALES

4.1. Introduccion

La dindmica de una poblacién viene determinada por el nimero de nuevos nacimien-
tos y la probabilidad de morir que tienen los individuos que componen la poblacién.
Por ello, es muy importante saber la estructura de edades de la poblaciéon que es-
tamos estudiando. Es decir, como se reparten los individuos en las diferentes clases
de edad y lo que es mas importante, conocer las probabilidades asociadas de su-
pervivencia, mortalidad y fecundidad. Generalmente esta informacién se refleja en
una tabla de vida, en la mayoria de los casos correspondiente a las hembras de la
poblacién, ya que son las que contribuyen a la dindmica de la poblacion en términos

de fecundidad.

El presente tema es una introduccién al estudio de los modelos estructurados basa-
dos en el algebra matricial. Se inicia con un modelo probabilistico clasico como son
las cadenas de Markov y se centra fundamentalmente en el estudio de uno de los
modelos mas conocidos como es el modelo de Leslie.

4.2. Cadenas de Markov

Los dos resultados que podemos obtener al realizar el experimento aleatorio de lan-
zar una moneda al aire los designaremos por F; = salir caray FEs = salir cruz. Si
repetimos ¢ veces este experimento la probabilidad de que en uno de ellos obtenga-
mos F no depende de lo que haya salido en el experimento anterior; ambos sucesos
son independientes. Sin embargo, existen muchos otros fenémenos representados por
variables aleatorias dependientes. En 1907 Markov estudié estas situaciones en las

119
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cuales la probabilidad de que ocurra un suceso depende del suceso inmediatamente
anterior, y son estas las que estudiaremos en esta seccion.

Supongamos una secuencia de n pruebas o experimentos donde cada uno de ellos
tiene un conjunto de resultados posibles (que consideraremos finito) y que designa-
remos por las letras Ey, E,, E3, --- E,,, mutuamente exclusivos. Si al realizar una
prueba se obtiene el resultado E;, entonces diremos que el sistema o el fenémeno
se encuentra en el estado E;. Utilizaremos E! para representar al estado E; al ca-
bo de t pruebas. En consecuencia, P[E!] serd la probabilidad de que después de
t experiencias el sistema se encuentre en el estado FE;. Por otro lado, llamaremos
Pfj a la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado E; en la prueba t
condicionada a que en la prueba anterior ¢ — 1 se encontrara en el estado E;. Es
decir,
Pl = PIEL/EI

DEFINICION 4.2.1 Una sucesidn de estados by, Ey, Es, --- E,,, mutuamente
exclusivos constituyen una cadena de Markov cuando
t t t—17 __ t t—1 t—2 t—3 1 0 s
P, =P|E;/E;""| = P|E;/E; " .E; " .E; " .- B, E;], Vi, j=1,2---m.
Es decir, la probabilidad de que el objeto en el experimento ¢ esté situado en el estado
E; solo depende del estado E; del experimento anterior ¢ — 1 y es independiente de

los otros experimentos anteriores. En cierto modo, es como si el sistema no tuviese
“memoria”.

Es evidente que la probabilidad Pfj depende de tres variables: los sucesos F;,E; y el
“tiempo "t. En general,
t t ) t—1 %
P;=P[E/E| # P
DEFINICION 4.2.2 En el caso particular en el que la probabilidad Pfj sea in-
dependiente de la prueba t, diremos que la cadena de Markov es homogénea o
estacionaria, en cuyo caso escribiremos Pj; = P;.

Desde ahora y a lo largo del curso siempre consideraremos cadenas homogéneas.

Al ser P;; una probabilidad se cumpliré:

P..

1]20

) ZPl:la i>j€{1727"'7m}' (41)

4.2.1. Matrices estocasticas

Si p§ , 7 =1,2,--- ,m es la probabilidad de que el objeto esté situado en el experi-
mento ¢t = 1,2,--- ,n, en el estado £}, entonces

Py =P P b Pt 0l P, = 1,2, m. (4.2)
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Con los niimeros p} formamos un vector columna X(t), y con los Pj;; una matriz
cuadrada A. Ahora, las identidades (4.2) podemos expresarlas

Xt)=AX({t-1), t=1,2--n. (4.3)

La cadena de Markov homogénea esta representada por el sistema de ecuaciones
lineales en diferencias anteriores. Observemos que por las condiciones (4.1) la matriz
A cumplira:

» La suma de los elementos de cada una de sus columnas vale la unidad. Sin
embargo, no ocurre lo mismo con la suma de los elementos de sus filas

» Todos sus elementos Pj, son mayores o iguales que cero y menores o iguales
que uno.

A una matriz de transicién de este tipo se la conoce con el nombre de matriz
estocastica. Aquellas matrices estocasticas donde la suma de los elementos de cada
fila sea la unidad reciben el nombre de doblemente estocasticas.

4.2.2. Diagramas de estados

Podemos representar las diferentes relaciones entre los estados de una cadena por
medio de un diagrama formado por nodos y flechas orientadas con las probabilidades
de transicién. A esta representaciéon se la conoce con el nombre de diagrama de
transiciéon o de estados.

Figura 4.1. Diagrama de estados.

En la Figura 4.1 se ha dibujado el diagrama correspondiente a la matriz estocastica:
1/2 0 1/3

A= 0 1 2/3
1/2 0 0
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EJEMPLO 4.1

Para beber agua un animal puede ir a un lago o a un rio. Se sabe que no va al lago dos
dias seguidos y que si toma agua en el rio la probabilidad de que el dia siguiente beba
agua en cada uno de los sitios es la misma.

Estamos ante una cadena de Markov homogénea con dos estados, E1 que representa
al hecho de que el animal beba agua en el lago y Es que beba agua en el rio.

A 0 1/2 '
1 1/2
Observemos que se trata de una cadena particular, ya que el paso de un estado al
siguiente no depende de los anteriores, sino del primero de ellos.

La matriz de transicién es

EJEMPLO 4.2

Una tienda de animales que vende peces incluye una garantia por la que cualquier pez que
muera antes de cumplir tres meses se reemplaza de forma gratuita. Una vez que el pez se
ha reemplazado ya no queda cubierto por la garantia. Se sabe que:

El 3% de los peces mueren durante su primer mes.
El 5% de los peces que han cumplido un mes mueren durante el segundo.

El 7% de los peces que han cumplido dos meses mueren durante el tercer mes.

Podemos representar la situacién anterior por medio de una cadena de Markowv siendo
los estados, E;:= pez en el mes i = 1,2,3 de garantia, Fy:= pez sin garantia por
haber sido repuesto, y F5:= pez sin garantia por tener mas de 3 meses.

El diagrama de estados que representa a esta cadena aparece en la Figura 4.2.

Figura 4.2. Diagrama de estados.
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4.2.3. Cadenas de Markov regulares

Recordemos que estamos considerando un nimero finito de experimentos, no obs-
tante podemos realizar un desarrollo similar considerando

Xt)=AX(t—1), t=1,23,---,

ya que uno de los objetivos que perseguimos al modelar una determinada situacién
real es el de poder conocer su comportamiento a largo plazo. Puesto que la matriz
de transicién A nos resuelve el problema de encontrar la ley de probabilidad, el
limite de esta ley cuando el tiempo tiende a infinito, nos proporciona un método
para estudiar el comportamiento a largo plazo de la cadena de Markov.

TEOREMA 4.2.3 Si A" representa a la potencia n-ésima de la matriz de transi-
cion A, entonces P[E]'/EJ] = A™(i, j).

Demostracion. Vamos a utilizar el método de induccién sobre la potencia n de
la matriz de transicién. Sean i,j dos valores cualesquiera de {1, 2,--- m}, por
definicién de los elementos de la matriz A tenemos

P[E}/E]] = P;j = A(i, j).
Supongamos ahora que el teorema sea cierto para el paso n — 1, es decir
PEIT B} = A" (i, ). (4.4)

Haciendo uso de la ley de la probabilidad total,
P[E}/ES) =) P[E;'/E)) PIE}/ER ' E),
k=1

Por la hipétesis (4.4) de induccién P[E;~"/EY] = A" !(k, j), y por la definicién de
cadena de Markov P[E!"/E;".E9] = P|E"/E}"'| = Py, = A(i, k). Es decir,

P[E}/E]] = ZA@I{: YA MK, 5)
k=1
que corresponde al elemento de la fila ¢ columna j del producto de las matrices
AAL = An,

DEFINICION 4.2.4 Una cadena de Markov es regular si existe un niumero na-
tural n tal que la potencia n-ésima de su matriz de transicion A tiene todos sus
elementos positivos.

Observemos que si la cadena es regular, entonces la matrices A™ con m > n también
tendran todos sus elementos positivos.
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Figura 4.3. Ejemplos de cadenas de Markov.
Una manera alternativa de probar que una cadena es regular es:
= Viendo si todos los estados son accesibles.
= Comprobando que existan dos ciclos al menos uno de ellos impar.
Las cadenas (a) y (b) de la Figura 4.3 no son regulares, ya que en el primer caso
s6lo contiene un ciclo, y en el segundo el estado E4 no es accesible. Sin embargo,
la cadena (c) si es regular pues todos los estados son accesibles y ademds existen

los ciclos EyF1E3FEy (impar) v E1EsF; (par). En este tltimo caso (c), la potencia
n-ésima de su matriz de transiciéon es

0 1 0 1/3 1/3 1/3
A= 12 0 172 |, A —|[ 1/3 1/3 1/3
1/2 0 1/2 1/3 1/3 1/3

4.2.4. Propiedades de las matrices estocasticas

Las matrices estocasticas por la forma particular en el que han sido definidas cum-
plen cierto ntimero de propiedades interesantes, de entre las cuales destacaremos por
el uso que haremos de ellas, las siguientes.

TEOREMA 4.2.5 Si A es una matriz de orden n estocdstica, entonces tiene al
uno como valor propio.

Su demostracién estd basada en probar que el determinante |A — I| es nulo. Para
facilitar la notacion consideraremos n = 4,

ap —1  ap a3 Qg

A—q|=| @ a=— L ass  ax
- 9

@31 32 ass —1 asy

g1 Q42 Q43 v
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sumamos a la primera de las filas el resto de ellas

4 4 4 4
E Cljl—l E an—l E ajg—l E aj4—1
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

a1 agy — 1 23 Q24
asy aso ags — 1 a3y
aq1 Q42 Q43 Qg4

Pero al ser A una matriz estocastica

4 4 4
E a1 = E ajo = g %325 ajy =1,

J=1 J=1 J=1 J=1

y por tanto, todos los elementos de la primera fila del determinante anterior son
ceros, lo cual implica que este determinante es nulo, tal y como deseabamos probar.

TEOREMA 4.2.6 Si A es una matriz estocdstica de orden n con todos sus ele-
mentos positivos (regular), entonces la sucesion de matrices A™ ,n = 1,2,--- con-

verge hacia una matriz que tiene todas sus columnas iquales que coinciden con 11 tal
que:

s La distribucién T1 es el autovector asociado al autovalor 1 de la matriz es-
tocdstica A. Esto es, AIl = 11.

La demostracién de esta propiedad queda fuera del alcance del objetivo del curso
pero puede consultarse en la pagina 264 del libro “Modelos matemdaticos y procesos
dindmicos "de Santiago Pérez-Cacho y otros.

Como aplicacién inmediata del Teorema 4.2.6 anterior, observemos que en el Ejemplo
4.1 la matriz de transicion A de la cadena de Markov regular tiene como valor propio
A1 = 1,A = —0.5 y autovectores U; = (1,2),U; = (—1,1). En consecuencia,

= (1/3,2/3) y por tanto
, 1/3 1/3
A= < 2/3 2/3) ’

cuando t — oo.
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EJEMPLO 4.3
Sea la matriz de transiciéon correspondiente a seis estados

1 1/2 0 0 0
0 1/2 0 0
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
0 0 1/2 0
0 0 0 1/2

o O O O O
_ o oo oo

Supongamos que en el momento inicial el sistema se encuentra en el estado Fjy.

1/8

3(1/16)

5(1/16)

6(1/16)

|Paso‘.' | Paso2 :Paso.‘:‘ | Paso 4 |
! | :

Figura 4.4.

= Veamos como podemos pasar del estado inicial E4 al resto de los estados. Sabemos
que
X(0) =(0,0,0,1,0,0)T.

Como puede apreciarse en la Figura 4.4, al cabo de un paso la probabilidad ser4,
X(1) = (0,0,1/2,0,1/2,0)7,
o bien X (1) = A X(0). Del mismo grafico deducimos que,

(2) = (0,1/4,0,1/2,0,1/4)"
(3) = (1/8,0,3/8,0,1/4,1/4)T
(4) = (1/8,3/16,0,5/16,0,3/8) .

DL Pl Py

O de forma matricial:

—

X@2)=4X(1), X@B)=4X(@2), X(4)=A4X(3).
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» Con el programa Mathematicag podemos encontrar AQOU,

A:={{1.,1/2,0,0,0,0},{0,0,0.5,0,0,0},{0,1/2,0,1/2,0,0},{0,0,1/2,0,1/2,0},
{0,0,0,1/2,0,0},{0,0,0,0,1/2,1}}
MatrixPower[A, 200]

{{1., 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.}, {0., 1.07909*10~* | 0., 1.746 *10~'?, 0., 0.}, {0., 0.,
2.82509*10719, 0., 1.746* 1019, 0.}, {0., 1.746*10~19, 0., 2.82509*10~ 1%, 0., 0.}, {0.,
0., 1.746*10719, 0., 1.07909*10~19, 0.}, {0., 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.}}

= Del apartado anterior deducimos que

1 08 06 04 02 0 0 0.4
00 0 0 0 0 0 0
> 00 0 0 0 0 0 0
z n — _
A AXO)=1 0 o 9 o o0 o 11 | o
00 0 0 0 0 0 0
0 02 04 06 08 1 0 0.6

Es decir, a largo plazo existe un 40 % de posibilidades de que partiendo
del estado E; la cadena se encuentre en el estado F; y un 60% de que
esté en el L.

EJEMPLO 4.4

Supongamos que en un laboratorio se coloca un conjunto de ratones en una caja dividida
en tres compartimentos comunicados y todos con la misma facilidad de acceso, tal y como
se indica en la Figura 4.5. Los compartimentos permanecen cerrados y se abren cada
lunes. Sabiendo que semana tras semana todos los ratones cambian de ubicacién y que los
ratones cuando salen eligen un compartimento al azar, veamos cudl serd su distribucién
de los ratones al cabo de “infinitas” semanas.

Figura 4.5.

= Observemos que estamos ante una cadena de Markov cuyo diagrama de estados es
el siguiente:
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A partir del diagrama es inmediato obtener la matriz de transicién

A:

W= O W
O N

wWl—wWIN O

= Si X, (t) representa al nimero de ratones en el compartimento ¢ = 1,2, 3 en la semana
ty X(0) = (X1(0), X2(0), X3(0))7 es la distribucién inicial, deducimos del enunciado
que
Xi(1) = 2X5(0)+ 1X5(0)
Xo(1) = 2X1(0)+ 3X3(0)
X3(1) = 3X1(0)+ 1X5(0)

Sistema de ecuaciones lineales que podemos expresarlo matricialmente

Xi(1) 0 3 3 X1(0)
Xo(1) | = % 0 3 X2(0) |,
X3(1) 3 30 X3(0)

es decir

<l
=
I
S
S
=

En general
X(t)=AX(0), t=1,2 ---.

En consecuencia, para obtener el niimero de ratones en cada uno de los comparti-
mentos en la semana t, tendremos que encontrar el valor de la matriz potencia A’.
Una aproximacion de este valor podemos obtenerla con el Mathematicag)

A= {{0,2/3,0.5},{2/3,0,0.5},{1/3,1/3,0}}
MatrixPower|[A, 100]

{{0.375,0.375,0.375}, {0.375,0.375, 0.375}, {0.250, 0.250, 0.250} }.
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Ahora, estamos interesados en deducir este valor de una manera diferente. Obser-
vemos que si la matriz A fuese diagonal, entonces A! seria muy facil de encontrar,
bastaria elevar a t los elementos de la diagonal. Por esta razén, en primer lugar
procederemos a diagonalizar la matriz simétrica A.

Los valores propios de la matriz A son los siguientes:

-\ 2 1
3 2
JA—XI|=0=| 2 —-Xx 3 |=0,
i Ly
3 3
desarrollando obtenemos la ecuacion caracteristica
9N —TA—2=0,
cuyas soluciones son \; = 1, Ay = —2/3, A3 = —1/3. Por tanto, la matriz A es

diagonalizable siendo los subespacios propios asociados a estos valor propio
S1=<(3,3,2) >, Sy=<(-1,1,0)>, S3=<(-1,-1,2)> .

En consecuencia, la matriz de paso C' es,

3 -1 -1
cC=13 1 -1
2 0 2

Para encontrar A?, actuamos de la manera siguiente
D=Cc'ACc = A=cDCc! = A'=cD'C!,

que en nuestro caso

3 -1 -1 1 0 0 3 -1 -1
A= 3 1 -1 0 (—2/3)¢ 0 31 —1
2 0 2 0 0 (—1/3)t 2 0 2
Simplificando
EEraed +(0) H(aD () (-
A= B D) EEraEd ) B
H-8) T0-) e Ey)

Finalmente hacemos que ¢ — oo, entonces

3/8 3/8 3/8
At — | 3/8 3/8 3/8 |,
1/4 1/4 1/4

y en consecuencia después de infinitas semanas la distribucién de los ratones tiende
hacia

Primero = 2X(0)+ 2X5(0) + 2X3(0) = 2(X1(0) + X2(0) + X3(0)) = 2Total
Segundo = 2X;(0)+ 2X5(0) + 2X;5(0) = 2(X1(0) + X2(0) + X3(0)) = 2Total

Tercero = 1X1(0)+ $X2(0) + $X5(0) = 1(X1(0) + X»(0) + X3(0)) = $Total
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Un camino alternativo para llegar a la conclusion anterior es utilizar el Teorema

4.2.6.

En efecto, la cadena de Markov es regular ya que todos los estados son accesibles
y existen dos ciclos Ey1EsE3E] y F1FEyFE; al menos uno de ellos impar (ademés
A? tiene todos sus elementos positivos) . Sabemos que el vector propio asociado al
autovalor A =1 es (3,3,2).

Ii = (3/8, 3/8, 1/8),

y en consecuencia si t — oo,

3/8 3/8 3/8
At — [ 3/8 3/8 3/8
1/4 1/4 1/4

EJEMPLO 4.5

Supongamos que al realizar estudios climaticos en una determinada zona de nuestra pro-
vincia obtenemos los siguientes datos. Si un dia es caluroso, entonces la probabilidad de
que el dia siguiente sea también caluroso es 0.65, y 0.35 la probabilidad de que haga frio.
Por otro lado, si un dfa es frio, entonces 0.7 es la probabilidad de que el dia siguiente siga
siendo frio y 0.3 de que sea un dia caluroso.

Figura 4.6. Diagrama en &rbol.

Si hoy hace frio, vamos a calcular la probabilidad de que pasado mafiana haga frio.
Para encontrar la solucién podemos utilizar el diagrama de la Figura 4.6. En él
observamos que la probabilidad pedida es:

0.7+0.74+0.3*%0.35 = 0.595.

Es decir, existe casi un 60 % de posibilidades de que si hoy hace frio pasado manana
también lo siga haciendo. De forma similar, la probabilidad de que si hoy hace frio
pasado manana sea un dia caluroso es

0.7+ 0.34 0.3 %0.65 = 0.445
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El ejemplo también puede resolverse utilizando las cadenas de Markov. Existen dos
estados E7 que representa al dia frio y E5 al dia caluroso, siendo la matriz estocéstica

A (070 035
— 1030 065 )

Si hoy hace frio podemos representar esta situacién por el vector X (0) = (1,0)7 .
El producto X (1) = AX(0) nos dard las probabilidades del préximo dia, y X (2) =
AX (1) = A2X(0) las de pasado mafana

Kay= (070 035 71\ [ 07%07+035%0.3
1 030 0.65 0 )=\ 03%0.7+065+0.3

Puede probarse ficilmente que La cadena de Markov es regular. Por tanto, para
realizar un estudio a largo plazo de los diferentes escenarios que pueden presentarse
debemos encontrar el valor de la matriz potencia A™. Si utilizamos el programa
Mathematicag

. (CI.'}' 0.35
0.3 0.65

MatrixForm[MatrixPower [A, 100] ]

r0.538462 D.538452E

V0 .461538 0.481538/

Eigenvalues[A]
{1., 0.35)
Eigenvectors[A]

{{0.759257, 0.650791}, {-0.707107, 0.707107})

0.759257/ (0.759257 + 0.650791)

0.5384p2

0.650791/ (0.759257 + 0.650791)

0.4681538

Conclusién: independientemente de como sea el dia de hoy, a largo plazo existe un
53.84 % de posibilidades de que el dia sea frio y un 46.16 % de que sea caluroso.

Si hoy es un dia caluroso, ;cudl es la probabilidad de que dentro de tres dias sea un
dfa frio?.
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EJEMPLO 4.6

Representemos por X1(0) e X2(0) a las poblaciones iniciales de conejos y zorros respecti-
vamente. Se sabe que el nimero de conejos en cualquier mes es la mitad de la poblacion
de conejos del mes anterior y que el niimero de zorros en dicho mes es la suma de las
poblaciones de zorros mas la mitad de la de conejos en el mes anterior. Vamos a calcular
las poblaciones de zorros y conejos al cabo de “mucho”tiempo para estudiar la evolucion
de las poblaciones a largo plazo.

» Sean Xj(t) e Xsy(t) las poblaciones de conejos y zorros al cabo de t meses. Del
enunciado del ejercicio se deduce

{Xl(t+1):05X1(t) F—0.1.92 ...

Xt +1) = 0.5X, () + Xo(t)
O bien en forma matricial,
Xi(t+1) _ (05 0 X1(t) f— 019 ...
Xo(t+1) 05 1)\ Xy(t)) > S

Si llamamos

entonces

)?(t) = AX’(t'— 1) = A'X(0).

Para completar el resto del ejercicio utilizamos el ordenador.

A= {{0.5,0},{0.5,1}}

Eigenvalues|[A]
{05, 1}
P := Transpose[Eigenvectors|[A]]

Q := P.DiagonalMatrix[(0.5)%, 1].Inverse[P]
MatrixForm[Limit[Q,k — Infinity]]

()

e Como sabemos, inicialmente X (0) es la cantidad de conejos e X5(0) el nimero

de zorros, entonces
@) G0) = (ho 't xo)
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Conclusién: A largo plazo desapareceran los conejos y la cantidad de zorros serd la
suma inicial de zorros y conejos.

EJEMPLO 4.7

Supongamos que en una comunidad autéonoma la poblacién estd dividida en cuatro clases,
FE1, Es, F5 v E4, ordenadas de mayor a menor de acuerdo con la riqueza. Una persona que
pertenece a una clase en un momento dado puede ascender, mantenerse o descender en el
siguiente con probabilidades dadas por la tabla:

| | BB [ Bs | By
E; [07]02]01] 0
E, [02]04]01]03
E; [ 01]03]04][02
E.| 0 [01]04]05

siendo el elemento P;; la probabilidad de que un individuo que en un momento dado
pertenece a la clase j en el siguiente periodo pertenezca a la clase i.

s Sien el ano 2000 el 17 % de la poblacién pertenece a la clase Eq, el 24 % a la Es, el
30% ala E3yel 29% a la E4, podemos calcular la la distribucién en el afio 2001.

Sea A a la matriz de transicion de esta cadena de Markov y el vector X}, la situacion
correspondiente al ano k, entonces

X1 = AXy
0.7 02 01 0 0.17 0.197
S S 02 04 01 03 0.24 0.247
Kaoor = AXo000 = | (% (3 g4 02 030 | — | 0.267
0 01 04 05 0.29 0.289
Del mismo modo,
0.7 0.2 01 0 0.197 0.214
. . 02 04 0.1 03 0.247 0.251
Xaooz = AXa001 = | (4 (3 04 02 0267 | — | 0.258
0 01 04 05 0.289 0.276

= Por otro lado, la distribucién en 1999 puede calcularse de la siguiente manera,

. . . e
Xogoo = AXi999 =  Xigg9 = A~ Xopno

EJEMPLO 4.8

Los trabajadores de un parque natural se clasifican en 3 categorias profesionales: cientificos
X1, personal auxiliar X5 y colaboradores X3. En cada generacién t representaremos a la
fuerza de trabajo del parque por el nimero de personas incluidas en las tres categorias
anteriores, es decir (X;(t), Xa(t), X3(t)). Supongamos que
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1.- Cada trabajador activo sdlo tiene un hijo que sigue trabajando en el parque.
2.- La mitad de los hijos de los cientificos lo son también, la cuarta parta pasa a ser
personal auxiliar especializado y el resto es personal colaborador no especializado.
3.- Los hijos del personal auxiliar se reparten entre las 3 categorias segtin los porcentajes
30 %, 40 %, 30 %
4.- Para los hijos de los colaboradores las proporciones de reparto entre las categorias

son 50 %, 25 % y 25 %.

Empezaremos el ejemplo planteando en forma matricial un modelo que represente
la distribuciéon de la fuerza de trabajo del parque de generacién en generacién. Para
ello, sea X (0) = (X1(0), X2(0), X3(0))7 el vector de distribucién inicial y

X(t) = (X1(t), Xa(t), X3(t)"

el vector de distribucién correspondiente a la generacién de orden t. Del enunciado
se deduce,

X1(1) 0.50 0.3 0.50\ [/X1(0) ) ) ) )
Xo(1) | =1025 04 025 [ X000 |, X(1)=A4X(0), -, X(t) = A'X(0).
Xs5(1) 025 0.3 025/ \X3(0)

Estamos ante una cadena de Markov donde el estado E7 representa a los cientificos,
E5 al personal auxiliar, F3 al personal colaborador y la matriz de transicién es A.
Es facil ver que esta cadena es regular siendo el diagrama de estados el que aparece
dibujado en la Figura 4.7.

Para estudiar el comportamiento a largo plazo del modelo podemos calcular la matriz
potencia A cuando ¢ — co. Un valor aproximado ser4

A:={{0.5,0.3,0.5},{0.25,0.4,0.25},{0.25,0.3,0.25}};
MatrixPower [A,500]

{{0.44176,0.44176,0.44176},{0.294118,0.294118,0.294118},
{0.264706,0.264706 0.264706 } }

Figura 4.7. Diagrama de estados.
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Puesto que la cadena es regular, podemos utilizar el Teorema 4.2.6, para lo cual
necesitamos conocer los valores y vectores propios de la matriz A.

Eigenvalues|A]

{1.,0.15, —1.68812 10717}

EigenvectorslA]

{{0.744438, 0.496292, 0.446663}, {0.784465, 0.496292, 0.446663},
{-0.707107, —3.18473 1016, 0.707107}}

La distribucién estable vendrd dada por el vector propio asociado al valor propio 1
(0.744438, 0.496292, O.446663)T ,
una vez normalizado (0.44, 0.29, 0.27)T .

Conclusién: La distribucién de los trabajadores a largo plazo independientemente
de la distribucion inicial es

e ¢l 44 % seran cientificos,

e el 29% seran personal auxiliar,

e el 27% seran personal colaborador.

EJEMPLO 4.9

Supongamos que disponemos de una casa, un granero, un gato y un ratén. Los animales
pueden estar los dos en la casa, los dos en el granero o uno en el granero y otro en la casa.
Realizamos de forma sucesiva la siguiente experiencia:

Lanzamos dos monedas al aire, si salen dos caras cambiamos al ratén del lugar donde se
encuentre. Si salen una cara y una cruz, es el gato el que se cambia. Por ltimo, si salen
dos cruces, entonces cambiamos al gato y al ratén del sitio donde se encuentran.

Si tenemos en cuenta las diferentes opciones para la casa, inmediatamente que-
dard también determinada las opciones para el granero. Los diferentes estados son:

1.- Fj: la casa esta vacia.
2.- FEs: en la casa sélo se encuentra el gato.
3.- FEj3: en la casa sélo esta el ratén.

4.- FEj: los dos animales estdan en la casa.

Observemos que podemos modelizar la situacién anterior por medio de una cadena
de Markov ya que la probabilidad P;; de pasar del estado E; al E; sélo depende
del i y del j. Por otro lado, como 1/4 es la probabilidad de sacar dos caras o dos
cruces y 1/2 la probabilidad de que salga una cara y una cruz, entonces la matriz
de transicién para esta cadena es:

0 1/2 1/4 1/4
1/2 0 1/4 1/4
1/4 1/4 0 1/2
1/4 1/4 1/2 0
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Por ejemplo, la probabilidad P»3 de pasar del estado F3 al Es sera pasar de la
situacién de que el ratén estd en la casa y el gato en el granero a la nueva situacion
de que se permuten los dos animales, y esto obliga a que al lanzar las dos monedas
salgan dos caras, cuya probabilidad es 1/4. De manera similar, Py3 es la probabilidad
de pasar del estado E3 (ratén el la casa) al estado F4 (los dos animales estdn en
la casa) y por ello es necesario que en una moneda salga una cara y en la otra una
cruz, cuya probabilidad es 1/2.

= Para estudiar la evolucién a largo plazo de esta cadena tenemos que ver en primer
lugar si es regular. Para ello al calcular

A% =

3/8 1/8
1/8 3/8
1/4 1/4
1/4 1/4

1/4
1/4
3/8
1/8

1/4
1/4
1/8
3/8

observamos que todos sus elementos son no nulos y en consecuencia la matriz A es
regular. Por tanto, podemos utilizar los Teoremas 4.2.5 y 4.2.6.

Eigenvalues[A]
{_1/2’ _1/27 0, 1}

Eigenvectors[A]

{{0,0, -1, 1},{-1, 1,0, 0}, {-1, =1, 1, 1},{1, 1, 1, 1}}

La distribucién estable vendra dada por el vector propio asociado al valor propio 1

que una vez normalizado (0.25, 0.25, 0.25, O.25)T :

» Finalmente

0.25
0.25
0.25
0.25

Al —

0.25
0.25
0.25
0.25

(1, 1,1, )",

0.25 0.25
0.25 0.25
0.25 0.25
0.25 0.25

cuando t— 0.

Si, por ejemplo, inicialmente la casa se encuentra vacia

entonces

X(0) = (1,0,0,0)7,

X(t) = A*X(0) = (0.25, .25, 0.25, 0.25)",

y es igual de probable que a largo plazo nos encontremos en cualquiera de los cuatro

estados posibles.

EJEMPLO 4.10
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Supongamos que en un laboratorio se coloca un conjunto de ratones en una caja divi-
dida en tres compartimentos comunicados y todos con la misma facilidad de acceso,
tal y como se indica en la Figura 4.8. Los compartimentos permanecen cerrados y se
abren cada lunes. Sabiendo que de los ratones que habia en cada compartimento, la
mitad va a cada uno de los restantes, veamos como estaran distribuidos los ratones
al cabo de “infinitas”semanas.

Figura 4.8.

Si x;(t) representa al niumero de ratones en el compartimento ¢ = 1,2, 3 en la semana
t y #(0) = (21(0),22(0),23(0))T es la distribucién inicial, deducimos del enunciado
que

z1(l) = %xg(())-i- %xg((])

1‘2(1) = %xl(O)—i— 5:153(0)

x3(l) = %xl (0)+ %$2(0)

Sistema de ecuaciones lineales que puede ser expresado matricialmente de la siguiente
manera

z1(1) 0 3 % 21(0)
za(l) | =( 3 0 3 z2(0) |,
x3(1) 5 3 0 23(0)

es decir

8
—~
p—t
N~—
Il
o
8
~—~
=

Razonando de la misma manera
#(2) = AZ(1) = A%%(0).

En general
F(t) = A'F(0), t=1,2,---.

En consecuencia, para obtener el nimero de ratones en cada uno de los comparti-
mentos en la semana ¢, tendremos que encontrar el valor de la matriz potencia A?.
Una aproximacion de este valor podemos obtenerla con el Mathematicag)

A :={{0,0.5,0.5},{0.5,0,0.5},{0.5,0.5,0}}
MatrixPower|A, 30] = {0.333333,0.333333, 0.333333}
MatrixPower[A, 50] = {0.333333,0.333333,0.333333}
MatrixPower[A,400] = {0.333333,0.333333,0.333333}
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Ahora, estamos interesados en deducir este valor de una manera diferente. Obser-
vemos que si la matriz A fuese diagonal, entonces A’ serfa muy facil de encontrar,
bastaria elevar a t los elementos de la diagonal. Por esta razén, en primer lugar
procederemos a diagonalizar la matriz simétrica A (recordemos que toda matriz
simétrica es diagonalizable) .

Los valores propios de la matriz A son los siguientes:

-2

|A— NI =0= %

2

|
N= > N[
P SIS
Il
)

desarrollando obtenemos la ecuacion caracteristica

1
3A+—:0 = 4N +30+1=0,

Y S
+4 4

cuyas soluciones son Ay = 1, Ao =
estos autovalores son:

—%,)\3 = —%. Los vectores propios asociados a

Sy =< (1,1,1) >

Sy =< (=1,0,1),(=1,1,0) > .

La matriz de paso sera:

1 -1 -1
C=11 0 1
1 1 0

Para encontrar la matriz A?, actuamos de la manera siguiente
D=Ct'AC = A=CDC™!' = A'=cD'C!,

que en nuestro caso sera

1 -1 -1 10 0 1 -1 -1
Al={1 0 1|0 (-2 o0 o1
10 U (—1/2)" 1 1 0
simplificando
.1 _1_2<—%); —1+(—%1)tt —1+(—§)i
A== | L+ -2yt 1 ()

Si hacemos que ¢t — 0o, entonces

Al —

Wl
Q| Q| o=

y en consecuencia después de infinitas semanas la distribucién de los ratones tiende

hacia
x1(t) 111 x1(0)
N O -
wo(t) = i i i 2(0) )
z3(t) 3 3 3 23(0)
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es decir,
1 1 1 1 Total
a:l(t) = 3%1(0) + 3%2(0) + gxg(O) = g(ml(O) + xg(O) + 133(0)) = 3
1 1 1 1 Total
22(t) = 321(0) + 522(0) + 323(0) = 3(21(0) + 22(0) + 23(0)) = —
wslt) = 3m(0) + 5a(0) + §5(0) = 5(02(0) + 22(0) + 5(0)) =~

EJEMPLO 4.11

Se dispone de dos urnas A y B y de dos bolas, una blanca y otra roja, asi{ como de
dos monedas. Las bolas pueden estar las dos en A, las dos en B, o una en A y otra
en B. Se realiza sucesivamente el siguiente experimento: se lanzan las dos monedas
al aire y si salen dos caras, se cambia la bola roja de urna; si se obtiene una cara y
una cruz, es la bola roja la que se cambia. Finalmente, si salen dos cruces se cambian
las dos bolas, blanca y roja, de la urna en la que se encuentre cada una a la otra
urna.jEstamos ante una cadena de Markov?,jcudl es la matriz de transicién?

Evidentemente se trata de una cadena de Markov con los siguientes estados:

e Fj :laurna A se encuentra vacia.
e F5:laurna A contiene a la bola blanca.
e [3:la urna A contiene a la bola roja.
e F :la urna A contiene a las dos bolas.
Observemos que analizando la situacién de la urna A, indirectamente, se estudia la

urna B. Al ser las probabilidades de obtener dos caras, una cara y una cruz, y dos
cruces 1/4,1/2, y 1/4 respectivamente, entonces la matriz de transicion es:

0 1/2 1/4 1/4
1/2 0 1/4 1/4
1/4 1/4 0 1/2
1/4 1/4 1/2 0

A=

Estamos ante una cadena de Markov regular ya que la matriz A? tiene a todos sus
elementos no nulos. En consecuencia, la distribucion a largo plazo viene dada por el
vector propio (normalizado) asociado al valor propio estrictamente dominante A = 1,
cuyo valor es (0.25,0.25,0.25,0.25).

Conclusion: A largo plazo, existe la misma probabilidad (25 %) de que la urna A
se encuentre vacia, que contenga a la bola blanca, que contenga a la bola roja, o que
contenga a las dos bolas.
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4.3. Modelo de Leslie

Recordemos que al construir un modelo matemaético lo que se intenta es determinar un
conjunto de ecuaciones que representen, lo mejor posible, a una situacién real. Cuando la
variacién de una poblacién se realiza en funcién del tiempo, se obtiene un proceso (con-
tinuo o discreto) que recibe el nombre de dindmica de la poblacién, siendo sus objetivos
principales el estudiar los cambios numéricos que sufren las poblaciones, determinar sus
causas, predecir su comportamiento y analizar sus consecuencias ecoldgicas. En concreto,
en ecologia de poblaciones interesa encontrar métodos cuantitativos que permitan conocer
la evolucién del ntimero de individuos a lo largo del tiempo, con el objetivo de “ajustar”los
datos experimentales con los proporcionados por el modelo y ademas predecir la poblacién
futura.

EJEMPLO 4.12

La tabla siguiente recoge la poblacién humana entre los anos 1800 y 1995 en miles de
millones de personas.

| 1800 [ 1850 [ 1870 [ 1890 | 1910 | 1930 | 1950 | 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 |
1091 [ 1.13 [ 1.30 [ 1.49 | 1.70 [ 2.02 | 2.51 [ 3.62 | 3.97 | 4.41 [ 484 | 5.29 [ 5.75 |

= A la vista de estos datos, podemos preguntarnos si es posible encontrar una férmula
matemdtica (un modelo) que los represente “lo mejor posible ”, y ademés, nos pro-
porcione informacion sobre la evolucion de la poblacién del planeta en los préximos
anos. La respuesta a estas preguntas constituyen el niicleo central del presente curso.

Hay un amplio rango de modelos matematicos todos ellos con un nivel mas elevado de
dificultad. En este curso estudiaremos los méas elementales, no obstante, a pesar de su
sencillez proporcionan un amplio nimero de aplicaciones.

Si representamos por ¥; al tamaiio de una poblacion en el tiempo ¢, existen cuatro procesos
que afectan al cambio de su tamafo, como son los nacimientos (N), las inmigraciones (I),
las muertes (M) y las emigraciones (E). Si suponemos el intervalo de tiempo [t, ¢ + 1],
entonces el cambio de la poblacion puede expresarse por medio de la siguiente ecuacion
en diferencias:

Y1 =yt+N+I-M-F

Los modelos que estudian el crecimiento de poblaciones independientemente de la densidad
de dichas poblaciones corresponden a los casos mas simples, siendo las hipdtesis mas
generales que se suelen establecer las siguientes:

= Todos los individuos son iguales.
= Los recursos disponibles son ilimitados.

= Fl nimero de hembras coincide con el de machos.
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4.3.1. Modelo discreto exponencial

Este modelo suele ser el adecuado para describir el crecimiento de poblaciones de mu-
chas plantas, insectos, mamiferos y otros organismos que se reproducen en cada estacién.
Supongamos que una poblacién crece a una tasa constante, es decir, la poblacion de la
especie después de un periodo de tiempo (una hora, una semana, un mes, un afno, ..., etc.)
es un multiplo constante de la poblacién en el periodo anterior. Por ejemplo, podemos
suponer que cada generacién es distinta, cada organismo produce r hijos y después muere,
entonces el crecimiento de la poblacién en el intervalo [t, t 4+ 1] se describe por la ecuacién
en diferencias:

Yr1 =Ty, t=0,1,2, - (4.5)

siendo 7 la tasa de crecimiento. Si nos fijamos en una poblacion de bacterias, donde en un
tiempo dado un organismo se divide en dos, entonces r = 2.

Si o es la poblacién inicial de (4.5) deducimos,

Y1 = 1Yo, Y2 = ry1(t) = 20, ye = rtyp .

De este modelo y; = yor' se vé que la poblacién aumenta indefinidamente si r > 1y
disminuye hasta su extincién si » < 1. Cuando r = 1 la poblacién permanece en un valor
constante yp.

Observemos que la ecuacién anterior también puede representar a una situacién diferente,
por ejemplo vy; = yor! es la férmula utilizada por los bancos cuando depositamos cierta
cantidad de dinero durante un tiempo. En este caso, yo es la cantidad depositada, r la
tasa de interés anual y ¢ el tiempo que hemos dejado el dinero.

EJEMPLO 4.13

Recuperemos el Ejemplo 4.12 relacionado con la poblacién humana entre los anos 1800 y
1995.

= En primer lugar, estamos interesados en calcular la tasa de crecimiento r del modelo
discreto exponencial. Para ello realizamos los cocientes y;11/y: en cada uno de los
intervalos de tiempo [t,t 4+ 1]. Los datos obtenidos se encuentran en esta tabla:
| 1.3/0.91=1.24176 | 1.15044 | 1.14615 | 1.14094 | 1.29412 | 1.24257 |

| 1.44223 | 1.09669 | 1.11083 | 1.09751 | 1.09298 | 5.75/5.29=1.08696 |

Como podemos apreciar la tasa de crecimiento varia de un periodo de tiempo a otro,
por esta razén consideramos como dato representativo en el periodo [1800,1995]
la media aritmética, cuyo valor es 1.17861. En consecuencia, el modelo discreto
exponencial viene dado por y; = 0.91 x 1.17861¢

En la Figura 4.9 podemos apreciar como el modelo se ajusta muy bien a los datos
reales en la primera fase, es decir en el periodo [1800,1950], sin embargo existe
una gran discrepancia en [1950,1995]. Es necesario, por tanto, mejorar el modelo
teniendo en cuenta la densidad de la poblacion, pues es evidente que a medida que
la poblacién aumenta, disminuyen los recursos disponibles.
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Figura 4.9. Rojo: Datos reales. Azul: y; = 0.91 % 1.17861°

Una manera diferente de encontrar el valor de la tasa de crecimiento r es tomar
logaritmos neperianos en la expresién y; = yor!, es decir Iny; = Inyg + tlnr y
ajustar el logaritmo neperiano de los datos a una recta a través del método de los
minimos cuadrados. El procedimiento puede facilitarse haciendo uso del ordenador
y utilizando un nimero muy variado de software, de entre los cuales elegiremos, por
su sencillez, Statgraphicsg

| In[y;] || -0.0943107 | 0.122218 | 0.262364 | 0.398776 | 0.530628 | 0.703098 |
| — ] 0.920283 | 1.28647 | 1.37877 | 1.48387 | 1.57691 | 1.66582 |

Una vez ejecutado el programa se obtiene

Log[y:] = log[yo] + Log[r] = t = —0.0771347 + 0.169038 ¢ ,

o bien,
yo = e~ 007347 — (. 925765

y el modelo exponencial serd ahora y; = 0.925765 * 1.18417!

r= 10998 — 118417,

ras

6

2 4 6 8 10 12

Figura 4.10. Rojo: Datos reales. Verde: y; = 0.925765 % 1.18417%.
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El modelo discreto exponencial es muy simplista, ya que estamos suponiendo que todos los
individuos de la poblacién son iguales, pero es evidente que tanto la tasa de natalidad como
la de mortalidad dependen de la edad del individuo. Una manera de poder resolver este
inconveniente es dividir la poblacién en clases de edades, y de esta manera asignar tasas
de fertilidad y natalidad a los individuos dependiendo de la clase a la que pertenezcan.

4.3.2. Modelo discreto matricial

Estudiemos un modelo de crecimiento de la poblacién para una especie de pajaros, donde
el nimero de machos sea igual al de hembras. Ademds, sean X;(t — 1) la poblacién de
hembras jévenes en el ano ¢t — 1 y Xs(t — 1) el nimero de hembras adultas en el mismo
ano. Suponemos que cierta proporcién « de los pajaros jévenes sobreviviran para llegar a
adultos en la primavera del ano siguiente t. Cada hembra que sobrevive produce huevos
en la primavera, los incuba y producen, en promedio 7 pajaros hembras jovenes en la
siguiente primavera. Los adultos también mueren siendo S la proporcién de adultos que
sobreviven de una primavera a la siguiente.

Por las hipdtesis que hemos establecidos podemos plantear el siguiente sistema de ecua-
ciones que relacionan a la poblacién de hembras jévenes y adultas en los anos t y ¢ + 1,

{ Xa(t) = 7 Xa(t — 1)
Xo(t) = aXa(t—1)+ BXo(t-1) °

que podemos representar matricialmente,

()= (2 3)(60)-

o bien de manera simbdlica,
Xt)=AX(t-1) = X(t)=A"X(0).

Observemos el parecido de las dos expresiones encontradas para los dos modelos estudiados
yr = rlyo, en el modelo discreto exponencial, y X (t) = A*X(0), en el modelo discreto
matricial. No obstante, tenemos que hacer notar que ahora si podemos distinguir entre la
tasa de supervivencia de pajaros jévenes y adultos.

EJEMPLO 4.14

Supongamos que en el modelo discreto matricial anterior, cada hembra adulta produce
por término medio cuatro hembras (lo cual indica al menos ocho huevos), la cuarta parte
de las hembras jévenes sobreviven para llegar a adultas y las tres cuartas partes de las
hembras adultas sobreviven.

s A la vista de estos datos, la matriz que representa al modelo es

0 4
A= < 0.25 0.75 >

Puede observarse que «, 8 € [0,1] y ademés o < /3 ya que no es tan probable que
sobrevivan mas los pdjaros jovenes que los adultos.
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Supongamos que inicialmente tengamos 5 hembras adultas y 1 hembra joven.

f(l)—(o_g5 0%%5)(;)_(240)’

el total de hembras de la poblacién después de un ano es 24 y la razén de hembras
jovenes a adultas es 5 a 1. En el segundo ano, (si aproximamos los niimeros decimales)

Xe) = ( 0.1;75 1.5?2325 > ( 21? > B ( 0-%5 0-475 >2 ( é ) - < 186 > |

En la Tabla 4.1 hemos escrito las razones X (t)/X2(t) y T;/T;—1 del total de hembras
en los anos sucesivos.

Lt X)) [ X0 ] T [ Xh(t)/Xet) [ T/Tiy |
0] 1 5 6 0.2 -
1] 20 4 24 5 4
2 [ 16 8 24 2 1
3] 32 10 | 42 3.2 1.75
4] 40 15 55 2.66 1.309
5 62 22 84 2.81 1.527
10| 379 | 137 | 516 2.76 1.441
11 547 [ 197 | 744 2.77 1.441
12 790 [ 285 | 1075 2.77 1.444
19 | 10286 | 3711 | 13997 2.77 1.444
20 | 14844 | 5355 | 20199 2.77 1.443
Tabla 4.1.

Notemos como la razén X;(t)/Xs(t) se acerca a la constante 2.771 mientras que la
poblacién total parece aumentar a una tasa constante del 44 % anual. Adem4s, en
la Figura 4.11 se han representado las diferentes proporciones de hembras jovenes
(en rojo) y de hembras adultas en funcién del tiempo, y se puede apreciar como a
partir de un determinado momento estas proporciones permanecen constantes.

© © © 0 o o
w M OO N @

A

V 5 10 15 20

Figura 4.11. Rojo: proporcién jévenes. Azul: Proporcién adultas
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{Cual es la razon tedrica para que se cumplan las observaciones del ejemplo
anterior? Veamos que la respuesta a esta pregunta puede generalizarse y esta muy rela-
cionada con el método de las potencias utilizado para estimar el valor propio dominante
de una matriz cuadrada.

Supongamos que (71, (72 sean los vectores propios asociados a los valores propios Ai, Ao de
la matriz A que representa al modelo discreto matricial. Entonces al formar estos vecto-
res una base del plano vectorial, podemos escribir X 0) =1 (71 + 02[72 con unos valores
determinados de c¢; y c2. En consecuencia,

X(t)=AX(t—1) = A'X(0) = A (c1U; + c2Us),

pero por definicién de valor y vector propio, AU; = )\iﬁi, e ,At(?i = /\f(j’Z con i = 1,2.
Llevando estos valores en la expresién anterior

X(t) = ClAt[jl + CgAt[jz = Cl)\gﬁl + CQ)\tQI_jQ .
Por otro lado, la ecuacion caracteristica de A es
A= XI| =X —BA—~ya =0,

cuyas soluciones son
5= B+ B?+ dya

5 :
Sabemos, por hipdtesis que v > 0; 0 < o < 1; 0 < S < 1. Entonces, 4ay > 0 y
B2 4+ 4ya > 0. Existirdn, por tanto, dos valores propios reales y diferentes y ademads si un
valor propio es positivo, el otro serd negativo. Es decir, |A1| > |A2], con lo que [A2/\| < 1.

Ahora, podemos tener en cuenta este hecho en

. . . . A\
X(t) = ClXiUl + CQ)\;Uz = )\ti (ClUl + co (;) U2> .
1

Cuando el valor de ¢ aumenta la expresién (A\a/A1)" tiende a cero, luego
X (t) ~ 61)\1‘1 ﬁl

= A largo plazo, la distribucion de las edades se estabiliza y es proporcional
al vector Uj.

Cada grupo de edad cambiard por un factor A\; cada afio. Asi, a la larga, la ecuacién
X (t) = A X (0) acttia igual que la ecuacién y; = r'yg. En un corto plazo (es decir, antes
de alcanzar la estabilidad) los ntimeros oscilan. La magnitud de esta oscilaciéon depende
de la magnitud de A2/A; (que es negativa, con lo se explica la oscilacion).

= Los valores y vectores propios de A determinan el comportamiento de las
generaciones futuras.

Para la matriz A con la que trabajamos en el ejemplo, obtenemos como valores propios:

A1~ 1.4436; Ao =~ —0.693.
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Como A; = 1.44, esto explica el 44 de aumento en la poblacién de la dltima columna de
la tabla.
U1 = (0.94066, 0.339344)T ; Uy = (—0.985322,0.170707)T .

Observemos que (71 cumple 0.94066/0.33934 ~ 2.772 , que es la quinta columna de la
tabla.

Sabemos que si A7 > 1, entonces la poblacién aumentara cuando

(B+ VB +407)/2 > 1= 2 +day < 2 - f)? =4 — 4B+ 2,

es decir si
1-p

«

v >

Como en nuestro caso § = 0.75, a = 0.25, resulta que vy > % =1, con lo que la poblacion

aumentard, cosa que ya sabfamos (lo hace a un ritmo del 44 %).

Consideraciones finales:

1.- Para que podamos aplicar el modelo discreto matricial, es necesario que el medio am-
biente sea estable, es decir que los cambios ecoldégicos que se registren no modifiquen
las tasas de natalidad y mortalidad de los individuos de la poblacién.

2.- En las hipétesis del modelo no hemos tenido en cuenta un factor muy importante
como es la densidad de la poblacién. Es evidente que las las tasas de natalidad y
supervivencia varfan con el tamafio de la poblacién, ya que en caso contrario la
poblacion creceria de forma ilimitada y dominaria al resto de las especies.

4.3.3. Generalizacion del modelo matricial
(a) Descripcién del modelo

Los primeros investigadores que aplicaron el algebra matricial al estudio del crecimiento
de poblaciones fueron Bernardelli y Lewis (1942). Para ello, dividieron a la poblacién en
clases de edades y construyeron un modelo basado en un conjunto de ecuaciones en dife-
rencias, una para cada clase de edad. Mas tarde, Leslie (1945, 1948) construyé la teoria y
desde entonces a las matrices que aparecen en este tipo de modelos se las conoce con el
nombre de matrices de Leslie. Entre las muchas personas que trabajaron en este campo,
podemos citar, por la importancia de sus contribuciones a Goodman (1968), Keyfitz (1968)
y Pielon (1969).

Patrick Holt Leslie (1900 - 1974) acabé sus estudios de Fisiologia en Oxford en 1921, des-
pués de padecer diversos problemas médicos, los cuales condicionaron el resto de su vida.
FEn 1935 empezd a trabajar en el Departamento de Poblacion Animal de la Universidad de
Oxford, bajo la direccién del profesor Charles Elton, y diez anos después aparecieron pu-
blicados sus primeros trabajos en dindmica de poblaciones relacionados con la clasificacién
por edades. Posteriormente, en 1948 investigd el problema de introducir en los modelos
matriciales el crecimiento logistico de poblaciones, asi como las relaciones del tipo presa -
depredador. Por 1ltimo, en 1959 propuso nuevos modelos matriciales para tener en cuenta
el efecto de retardo en el tiempo en la evolucion de las poblaciones.
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Una clasificacién muy general de los modelos matriciales aplicados al estudio de la evolu-
cion de las poblaciones en funcién de la matriz A de proyeccién, puede verse en la siguiente

figura:
MATRIZ A I

COMSTANTE | VARIABLE
]
| | |
Variabilidad Variabilidad Variabilidad
generada generada generada
internarmente externamente externamente e
internamente
I 1
| l | l
Dependiente de | |Cependiente de Determinista Estocastico
la frecuencia la densidad

————

‘ Periadico ‘|N0periﬂdicu|

Figura 4.12. Clasificacién de los modelos matriciales.

Como ya hemos indicado, el modelo de crecimiento constante es muy elemental, ya que
es frecuente que el nimero de descendientes, asi como el nimero de hembras que sobre-
vivan, dependan de la edad. Por ejemplo, en una poblacién humana la mujer adulta con
un promedio de edad de 47 anos tendrda menos hijos que la mujer con un promedio de 27
anos. Para evitar estos inconvenientes, es necesario disponer de un modelo que permita el
agrupamiento por edades con diferentes tasas de natalidad y de supervivencia. Es por ello,
que el objetivo que nos planteamos en esta seccién es el de generalizar el modelo discreto
matricial que hemos analizado en la seccién anterior.

Es interesante comentar que, a pesar de su sencillez, éste es es el modelo que con més
frecuencia utilizan los demdgrafos en sus estudios de prediccién del crecimiento de pobla-
ciones.

En primer lugar, tenemos que insistir en el hecho de que sélo se tiene en cuenta la poblacién
de hembras de la poblacién, es por ello que la primera hipétesis del modelo es suponer que
el niimero de hembras sea igual al nimero de machos. Cuando la poblacién que tenemos
que estudiar es tal que esta hipotesis no se cumple, entonces esta circunstancia supone
una gran restriccién sobre el modelo, pero por lo general, esta circunstancia no suele darse
en la mayoria de los casos.

Por tanto, el modelo de Leslie describe el crecimiento de la parte femenina de
una poblacién clasificando a las hembras por edades en intervalos de igual
nimero de anos.

Supongamos que la edad méaxima alcanzada por una hembra de una poblacién, por término
medio, sea F anos y que esta poblacion la dividimos en n clases de edades, donde para sim-
plificar la notacién consideraremos n = 4. Cada clase, es evidente que tendrda E/n = E/4
anos de duracién. Por lo tanto, podemos construir la tabla,
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| CLASE | EDAD |

1 [0,E/4)
2 [E/4,E/2)
3 [E/2,3E/4)
1 3E/4E]|

Supongamos que en el momento inicial (f = 0) conocemos el nimero de hembras que
hay en cada uno de los intervalos. Llamemos X;(0),7 = 1,2,3,4, al nimero de hembras
existentes en la clase i en el momento inicial. Con estos nimeros podemos construir el
vector

X(0) = (X1(0), X2(0), X3(0), X4(0))" ,

conocido con el nombre de vector de la distribucion inicial de las edades. Es evidente que,
por causas bioldgicas, a medida que transcurra el tiempo se modificara este vector inicial.
Nuestra tarea sera la de construir un modelo matricial para ver como se produce la evolu-
cién del vector X (0) con el paso del tiempo. Para ello, realizamos distintas observaciones
de la poblacion en tiempos discretos tg,t1, - ,tr, - -

La segunda hipdtesis que exigiremos al modelo serd la de obligar a que todas las hembras
que estén en la clase (i + 1) en el tiempo tx11, se encontraban en la clase (i) en el tiempo
anterior t; (suponiendo que no existen muertes ni nacimientos). Como podemos fécilmen-
te entender, esta restriccién obliga a que la duracion entre dos tiempos consecutivos de
observacién sea igual a la duracién de los intervalos de edad; esto es:

FE 2F kE
to = 0; tlzz, t2:j§ ety = —3

Los procesos de nacimiento y muerte entre dos tiempos consecutivos de observacién se
pueden describir mediante los siguientes parametros demograficos:

= Al promedio del nimero de hijas que tiene una hembra durante el tiempo que
permanece en la clase de orden i, lo llamaremos a; con i = 1,2,3,4

= La fraccién de las hembras que estan en la clase ¢ y se espera que sobrevivan
y pasen a la clase de orden i + 1 la llamaremos b; con ¢ = 1,2, 3.

Es evidente, segin las definiciones dadas que
1o a;>0,i=1,2,34.
2- 0<b;<1lconi=1,23.

El caso b; = 0, no puede ocurrir ya que esto supondria que ninguna hembra viviria mas
alla de la clase i. También supondremos que hay al menos un a; > 0 lo que garantiza que
habra nacimientos. A la clase donde a; > 0 la llamaremos clase fértil.

Si X (k) = (X1(k), Xa(k), X3(k), X4(k))” representa al vector de distribucién de las eda-
des en el tiempo tj, entonces el nimero de hembras de la primera clase en el tiempo
vendra dado, inicamente por las nacidas entre los tiempos t;_1 y tx. Podemos escribir,

Xl(/{?) = ale(k: — 1) + agXQ(k‘ — 1) + a3X3(k: - 1) + CL4X4(k‘ — 1) . (46)
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Por otro lado, el niimero de hembras en la clase de orden ¢ +1 con ¢ = 1,2, 3 en el tiempo
tr es igual al nimero de hembras de la clase de orden ¢ en el tiempo t;_1 que todavia
estan vivas en el tiempo t.

Xip (k) = biXi(k — 1),  i=1,2,3. (4.7)

Expresando matricialmente (4.6) y (4.7) tenemos,

X1(k) al ay a3 a4 X1(k—-1)
Xok) | [ b O 0 0 Xo(k—1)
X3(k) | 0 b 0 0 Xs(k—1)
X4(k) 0, 0, b3 O Xy(k—=1)
O de una forma vectorial,
X(k)=LX(k—1) (4.8)

donde, de manera totalmente general, a la matriz

ar a2 -+ Qp—1 Gn

bp 0 --- 0 0
L= o0 - 0o o[,

0, 0, -« byy 0

se la conoce con el nombre de matriz de Leslie.

De (4.8) es facil ver que

X(k) = LFX(0).

De este modo, conocida la distribucién inicial X (0) y la matriz L, se puede determinar la
distribucién de las hembras en cualquier tiempo.

EJEMPLO 4.15

Supongamos que las hembras de una poblaciéon animal viven por término medio 25 anos
y que esta poblacion se divide en cinco clases de edades iguales con intervalos de 5 anos.
Supongamos que la matriz de crecimiento de Leslie viene dada por

021 3 1
00 00
L=|0 %00 0
00 200
000 20

Si inicialmente hay 10 hembras en la primera clase, 20 en la segunda, 5 en la tercera, 10
en la cuarta, y 8 en la ultima clase, podemos estudiar la evoluciéon de la poblaciéon para
los préximos anos.
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»  En efecto, el vector inicial es,

X(0) = (10, 20, 5, 10, 8)" .

Calculando
021 31 10 83
0000 20 5
X1)=LX(0)=| 0 + 0 0 0 5 | =1 20/3
00 200 10 10/3
000 20 8 15/2

X(2) = LX(1) = L2X(0) = (205/6,83/2,5/3,40/9,5/2)"
X(3) = LX(2) = L?X(0) = (201/2,205/12,83/6,10/9,10/3)"
X(4) = LX(3) = L*X(0) = (164/3,201/4,205/36,83/9,5/6)"

Por tanto, después de 20 anos (4 periodos), aproximadamente habrd 55 hembras en
la primera clase, 50 de [5,10); 6 de [10,15), 9 de [15,20) y 1 entre 20 y 25 anos.

(b) Comportamiento en el limite del modelo

Para conocer la dindmica del crecimiento del modelo
X(k)y=LX(k—1)=L*X(0), k=0,1,2,---,

debemos recurrir al estudio de los valores y vectores propios de la matriz L de Leslie.
Recordemos que los valor propio son las raices de la ecuacién caracteristica:

ay — A ag as ayq
b1 -A 0 0
0 b =X O
0 0 0 =X

p(N) = L= A| = —0

Desarrollamos este determinante aplicando la definicién, o por elementos de una fila o
columna,

p(\) = (a1 — N\)(=A)® — agb1(—\)? + azbiba(—\) — asbibabz =0,

simplificando
p(A\) = X — a1 A3 — agbi A2 — agbiba)\ — agbibabz = 0. (4.9)

A la vista de la expresion anterior, se justifica la introduccién de una nueva funcion,

ﬂ a2b1 agblbg a4blb2b3

) = 4.10
Ahora, resolver la ecuacién p(A) = 0 es equivalente a resolver la equivalente g(A) = 1. Un

réapido estudio de la funcién ¢(\) nos permite deducir las siguientes propiedades:
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= Decrece monétonamente para los valores de A > 0, ya que si

0< A <A = qA)<qgM).

» Tiene una asintota vertical en A = 0.
» El valor ¢()) tiende a cero, cuando A — co.

Estas propiedades nos permiten esbozar una gréfica de la funcién ¢(\), la cual puede verse
en la Figura 4.13.

A

Figura 4.13. Representacién gréifica de g(\)

Observemos que existe un tnico valor A; positivo, tal que g(A;) = 1. Esto es, la matriz
de Leslie, L tiene un unico valor propio A1 positivo para el cual g(\) = 1. Adem4s, al ser
q'(M\1) # 0 la rafz serd simple, o bien, su grado de multiplicidad es 1.

El paso siguiente sera el de calcular el autovector propio asociado al valor propio A;. Por
definicién, A1 es aquel valor no nulo que cumple, LU, = AUy, siendo U; el vector propio
asociado. Si X = (X1, X, X3, X4)7, entonces

air— N\ as as ay X, 0

2 bl - 0 0 Xo _ 0
(L—)\lf)X—O = 0 by —A 0 X, = 0
0 0 0 =X Xy 0

Como el sistema lineal homogéneo anterior es compatible indeterminado, suprimimos la
primera de las ecuaciones y llamamos X; = «. El resto de las incognitas valen

bl bl
X == 7X = —
? )\1 ! )\1 @
b X1 —MXo =0 ) b
b2X2 - A1)(3 =0 = X3 = )\—2X2 = % a
b3 X3 — A X34 =0 1 1
b b3bob
X, = 2By, o %20




152 Tema 4 Modelos discretos matriciales

La solucién general del sistema homogéneo es el subespacio unidimensional de IR*,

by boby  bgboby \©
S:{<a,>\1a,)\%a, )\? «@ :oa#0y,

que puede ser generado por el vector

(1.0 bsbzln)T
7)\17 )\127 )\13

Generalizando el resultado anterior, concluimos diciendo que el vector propio asociado al
valor propio dominante A1, para una matriz de Leslie de orden n es:

U, =

)\17 )\12’ )\13 ’ ’ )\ln—l

= <1 by biby bibobs b1b2b3"‘bn1)T

Insistimos en el hecho de que al tratarse de un valor propio A; tnico el subespacio S de
vectores propios asociados serda de dimension uno, y en consecuencia, cualquier otro vector
propio asociado a A1 serd un multiplo de U,. Estos resultados, podemos resumirlos en la
siguiente propiedad,

TEOREMA 4.3.1 Una matriz de Leslie L, tiene un unico valor propio positivo \1. Este
valor propio es simple y tiene un vector propio asociado Ujcuyas coordenadas son todas
positivas

A continuacién intentaremos justificar que el comportamiento a largo plazo de las edades
de la poblacién quedard determinado por este valor propio A; y su vector propio U
asociado.

TEOREMA 4.3.2 Si A\ es el unico valor propio positivo de una matriz de Leslie L y
si \; es cualquier otro valor propio (real o complejo) de L, entonces:

Al <\

Para el estudio que estamos realizando se requiere que |\;] < A; para todos los valores
propios de L; en este caso, ya sabemos por el tema anterior, que A; serd un valor propio
dominante de L.

EJEMPLO 4.16

= Debemos observar que no todas las matrices de Leslie cumplen este requisito. En
1941 Harro Bernadelli publicé un trabajo en el Journal of the Burma Research Socie-
ty con el titulo “Population Wawes”, donde observé un comportamiento periddico
en lugar de un comportamiento estable de la poblaciéon. En concreto, propuso la
siguiente matriz:

00 6
1

L=|3 00
0 %t
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En este caso, los valores propios son :

1 V3 1 V3
M=1 =——4+—i, I3=-—--——
1 ) 2 2 + 2 2 3 9
con lo cual [A;] = |A2| = |A3] = 1 y por tanto, Ay = 1 no es dominante. No
obstante, esta matriz cumple que L? = I. Esto nos indicarfa, que cualquiera que sea
la distribucion inicial de las edades:
X(0)=X3)=X(6)=---=XBk)=---
El vector de la distribucién de las edades oscila con periodo de tres unidades de
tiempo. Tales oscilaciones u ondulaciones de la poblaciéon no podria ocurrir si Aq
fuese dominante.

La siguiente propiedad caracteriza a los valores propios dominantes:

TEOREMA 4.3.3 Si dos entradas consecutivas a;, a;+1 de la primera fila de la matriz
de Leslie son diferentes de cero, el vector propio positivo de L es dominante.

Si tomamos los intervalos de clases lo suficientemente pequenos, entonces la propiedad
anterior se cumplird siempre. Por este motivo, de ahora en adelante supondremos que se
dan las condiciones para que el valor propio positivo sea dominante.

Sabemos, por el tema dedicado a la diagonalizacién de matrices cuadradas, que si L es
diagonalizable, entonces existird una matriz regular C' tal que,

A 0 0 0
0 X 0 O 1
0 0 X3 O =CLe.
0 0 0 N\
La potencia k-ésima de la matriz de Leslie viene dada por,
Moo 0 o0
0 X 0 0
k _ 2 -1 —
L"=C 0 0 )\,g 0 c™, k=1,2,
0 0 0 M
En consecuencia, para cualquier vector de distribucién inicial de edades, se tiene:
Moo o0 o0
Co kS 0 X5 0 0 g _
X(k)=L"X(0)=C 0 0 A 0 C7X(0), k=12,
0 0 0 M

Dividiendo los dos miembros por )\’f, obtenemos:

S

X(k)=C
M

o O O =
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Como \; es dominante, |\;/A1| < 1 para i = 2,3,4. Se deduce que

En consecuencia

100 0

ot o000l e

klinéoTIfX(k)_C 0000 |¢ XO
0000

Puede probarse, que el lado derecho de la igualdad, correspondiente al producto de las
matrices, coincide con

1 - .
lim — X (k) =dU,, (4.11)

donde d > 0 es la componente del vector columna C~! X (0) y depende tnicamente de la
distribucién inicial X (0).

Esta tiltima expresién (4.11) da para valores grandes de k la aproximacién X (k) = dAFU,
o bien X(k—1) = d/\lf_lUl. Si comparamos estas dos expresiones, observamos que para k
suficientemente grande

X (k) = d\sU, = M dNF 10, ~ M X (k—1).

Como conclusion, para valores grandes de tiempo:

= Cada vector de la distribucién de las edades es un multiplo escalar de
la distribucién inmediatamente anterior, siendo esta constante el valor
propio positivo dominante de la matriz de Leslie.

s La proporcién de hembras en cada una de las clases sera constante.

EJEMPLO 4.17

= Supongamos que ahora la matriz de Leslie sea

0 4 3
1

L=|3 00
0 1o

Resolviendo la ecuacién caracteristica :

|L—AI|:0;»A3—2A—%:().

El valor propio positivo es el A\; = 3/2. Su vector propio asociado es

- b biby\" 1 1\"
Ul - 17 717 1722 = 17 9 10 .
aA2 318
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En consecuencia, para k suficientemente grande,

X(k)~2X(k—1).

N W

Por tanto, para cada periodo de tiempo (5 anos) aumentard en aproximadamente un
50 % el nimero de hembras en cada una de las tres clases; como aumentard también
el nimero de hembras en la poblacion,

- 3 1 1\*
ky~d=)*(1,=, =] .
o) ~ a3 (1 335

Las hembras estaran distribuidas de acuerdo con la relacién 1 : 1/3 : 1/18; lo cual
corresponde a una distribucién del 72 % de hembras en la primera clase 24 % en la
segunda y 4% en la tercera.

Si consideramos de nuevo la ecuacion
X (k) = d\U,

que da el vector de distribucién de la poblacién por edades, para valores grandes de tiempo.
Se presentan tres casos que dependen del valor propio positivo A;.

= La poblacién finalmente crece si Ay > 1.
= La poblacién finalmente decrece si A\ < 1.
= La poblacién finalmente se estabiliza si Ay = 1.
Este dltimo caso es de especial interés ya que determina una poblaciéon de crecimiento

Cero.

Para cualquier distribucion inicial de las edades, la poblacién tiende a una distribucién
en el limite que es algin miultiplo del vector propio U;. Teniendo en cuenta que LU; =
AU = Uy, puede comprobarse que,

M =1<= a1 + agby + azbibs + -+ apbiby---bp_1 =1

La expresién R = a1 +asby+- - -+apbibs - - - b,,_1 se conoce con el nombre de tasa neta de
reproduccién de la poblacion, y su interpretacién demogréfica es la de ser el promedio
de crias que tiene una hembra durante su esperanza de vida.

Por lo tanto, una poblacién es de crecimiento nulo si y solo si su tasa neta de reproduccién
es igual a uno.
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EJEMPLO 4.18

= Supongamos que una poblacién de animales hembras estd dividida en dos clases de
edades. En cada periodo el 50 % de la primera pasa a la segunda. El niimero medio
de crias hembras de las de la primera clase es de 1 y de las de la segunda es 1.5.

Para construir el modelo de Leslie recordemos que conocemos por supervivencia el
porcentaje de hembras que sobreviven en un periodo de tiempo o mas y por fertilidad
el nimero de hembras que por término medio tiene en un periodo de tiempo cada
una de las hembras de la poblacion.

La expresién matricial del modelo de Leslie X (k) = LX (k — 1) es:

()= (s 0 ) (R6=0)

Con los datos que tenemos,

ww=(5)=(os 5 (V)
wer= ()= (o5 5 ) (%)

y asi sucesivamente.

Del mismo modo,

Para estudiar su comportamiento en el limite es necesario en primer lugar resolver
la ecuacion caracteristica,

‘L—)\I‘:O = A =15; X =-05.

El vector propio correspondiente al valor propio positivo (que por el teorema estu-

diado serd dominante) es,
. b\ NT
' < ’ >\1> ( ’ 3>

X (k) ~ ;X(k _1),

Por tanto,

lo cual indica, que para valores de k grandes, en cada periodo de tiempo aumentara el
numero de hembras en un 50 % en cada una de las clases. Como ademd4s,

En consecuencia, las hembras estaran distribuidas de acuerdo a la proporcion 3 : 1.
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EJEMPLO 4.19

La siguiente tabla corresponde a la distribucién en tres intervalos de edad de la poblacién
femenina de EEUU de hasta 44 anos en 1940 y 1955 (expresada en miles). Calcular la
poblacién en los anos 1970 y 1985.

EDAD | N. MUJ. 1940 | N. HIJAS 1940-55 | N. MUJ.1955 |

0-14 14459 4651 16428
15-29 15264 10403 14258
30 - 44 11346 1374 14837

De la tabla anterior, se deducen los coeficientes

4651 14258
9= Tqapg 03217 b= Tqapy — 0986
10403 14837
a = oo = 0.68153 by = g = 09720
1374
= 2% 912101
= 11356 ~ 1210

con los que construimos la matriz de Leslie correspondiente

0.3217 0.6815 0.1210
L =1 0.9861 0 0
0 0.9720 0

Con ayuda del ordenador encontramos los valores propios de esta matriz,

A1 =1.05941, Ao = —0.53186, A3 = —0.205852.

Al ser \; = 1.05941 > 1 el valor propio estrictamente dominante, nos indica que la
poblacién crece cada 15 anos a un ritmo del 6 % (aproximadamente).

Si nos fijamos en el vector propio #; asociado al valor propio Ay,
U1 = (0.620683,0.577732,0.530074) ,
podemos conocer cual serd la distribucién de las hembras por edades:

0.620683x 4 0.577732x + 0.530074x = 100 = x = 57.86

Los porcentajes seran

Clase de 0 a 14 anos 57.87 x 0.620683 = 0.3591 (35.91%)
Clase de 14 a 29 afios 57.87 x 0.577732 = 0.3340  (33.40 %)
Clase de 30 a 44 afios 57.87 x 0.0.530074 = 0.3069 (30.69 %)
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4.4. Tablas de vida y modelo de Leslie

El modelo de crecimiento discreto exponencial,
yr=yor', t=0,1,2,---,
que hemos estudiados en la seccion anterior, o en su versién continua
y(t) =y(0)e™, t=0,1,2,---, (4.12)

es adecuado, por ejemplo, para describir la evolucién de una poblacién de bacterias o de
protozoos, en su primera fase de crecimiento. Sin embargo, la mayoria de las plantas y
animales no siguen estos modelos tan elementales, ya que, como hemos tenido ocasién de
comentar en la seccién anterior, los nacimientos y las muertes dependen de la edad del
individuo.

El objetivo béasico de esta seccién, es el de aprender a calcular la tasa de reproduccion r
para poblaciones donde la natalidad y la mortalidad dependen de la edad del organismo.
Ademas construiremos un modelo matricial de Leslie a partir de los datos presentados en
una tabla de vida. Para que los resultados que obtendremos sean fiables, debemos insistir
en el hecho de que nos encontramos en un medioambiente aislado que cuenta con recursos
ilimitados, y que existe cierta estabilidad en los parametros que definen al modelo.

Es conocido que una tabla de vida es una tabla estadistica, donde se recogen el nimero
de individuos en cada una de las edades, sus probabilidades de supervivencia y sus tasas
de fecundidad. Una primera dificultad con la que solemos encontrarnos al interpretar una
tabla de vida es la del nimero tan elevado de notaciones diferentes que se utilizan para
representar a un mismo concepto. Por este motivo, comenzaremos concretando la notacién
que usaremos.

= Representaremos por x a la edad de un individuo, generalmente en anos, aunque
como puede entenderse esta unidad puede cambiarse.

De esta manera, un individuo tiene la edad 0 si se encuentra entre 0 y 12 meses. Usaremos
la constante k para referirnos a la edad final de la tabla de vida, que, en la mayor parte de
los casos, serd aquella en la que han muerto todos los individuos. De forma equivalente,
como ya ha quedado dicho, podemos representar también la edad de un individuo por su
clase de edad, de este modo, decir que una persona se encuentra en la clase ¢, es tanto
como decir que su edad se encuentra entre ¢ — 1 y ¢. Por lo tanto, si el rango de las edades
de la poblacién va de 0 a k, el rango de las clases de edades va de 1 hasta k. Nosotros
analizaremos el modelo y la tabla de vida usando la notacién de las edades y dejaremos
las clases de edades, como ya veremos, para describir y analizar el modelo matricial.

Para que nuestro estudio sea coherente con la seccién anterior, seguimos suponiendo que el
numero de hembras y machos son iguales y que estudiamos la evoluciéon de una poblacion
de hembras.

= Definimos la fertilidad como el nimero medio de hembras que han nacido al finalizar
la primavera de una hembra con una edad x determinada, y la representaremos por

b(x).
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Por ejemplo b(5) = 3 significa que una hembra de 5 anos tiene por término medio, al
finalizar la primavera, 3 hembras recién nacidas. La fertilidad serd por tanto un ntmero
positivo, que al expresar valores medios puede ser cero (el individuo de edad x no es fértil),
o bien un niimero decimal.

La Tabla 4.2 nos da una hipotética tabla de vida para un organismo que vive 4 anos.

Lz | S(x) | b(x) [ U(x) = S(x)/S(0) | g(x) = U(z + 1) /(=) |
0| 500 0 1.0 0.80
1 || 400 2 0.8 0.50
2 || 200 3 0.4 0.25
3 50 1 0.1 0.00
4 0 0 0.0 -
Tabla 4.2.

A continuacién definiremos la tasa de supervivencia,

»  Representaremos por S(x) al nimero de individuos que han sobrevivido al comenzar
cada nuevo ano.

En la tabla anterior, comenzamos con 500 individuos, los cuales todos han fallecido al
iniciarse el quinto ano.

»  Representaremos por l(x) a la probabilidad de que un individuo sobreviva desde el
nacimiento hasta comienzos de la edad x.

Por la definicién anterior, es evidente que

La representacién grifica de [(x) en funcién de = nos da una grafica que se conoce con el
nombre de curva de supervivencia. Es bastante corriente utilizar la escala logaritmica, en
el eje de abscisas colocamos la edad del individuo z y en el de ordenadas In({(x)). Estas
curvas corresponden a algunos de los tipos que aparecen a la izquierda de la Figura 4.14.

= La curva azul es tipica de poblaciones en las cuales la mayor mortalidad ocurre en
las edades mayores. Por ejemplo, en poblaciones humanas pertenecientes a paises
subdesarrollados.

= La curva en color verde se da cuando la mortalidad no depende de la edad. Por
ejemplo, en muchas especies de pajaros grandes y peces.

= Por 1ultimo, la curva roja es caracteristica de poblaciones con un alto nimero de
mortalidad infantil. Por ejemplo, en las plantas y en algunas especies animales que
necesitan de una gran descendencia para que la especie sobreviva.
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Aln(I(X))
Tipo 1 X

Tipe II1

X In(I(x))

Figura 4.14. Tipos de curvas de supervivencia.

Observemos en la Tabla 4.5 que I(1) = 0.8, es decir, el 80 % de la poblacién inicial sobrevive
hasta llegar a la edad 1. Nuestra poblacién corresponde al tipo I, como puede observarse
en la Figura 4.14 (derecha).

» La probabilidad de supervivencia g(x), se define como la probabilidad de que un
individuo de edad x sobreviva a la edad x 4+ 1, y viene dada por

l(z+1)

9(@) = =y

EJEMPLO 4.20

Supongamos que para x = 0 tenemos 100 peces en un acuario. Contamos la poblacién una
vez al dia y obtenemos los siguientes datos:

X 0 1123|1456 7891011
Num || 100 | 85 | 72 | 61 | 52 |44 | 37 |31 |26 |22|19 |16
X 12 |13 |14 |15 |16 | 17| 18|19 |20 | 21 | 22 | 23
Nim | 14 |12 |10 | 8 | 7 | 6 | 5 | 4 |3 | 3| 2| 2

Vamos a construir y comentar la curva de vida correspondiente a esta poblacion.

» De la tabla anterior obtenemos los diferentes valores de [(x) = S(z)/100, los cuales
se encuentran reflejados en la siguiente tabla:

z 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
Il(x) 1 0.85 | 0.72 | 0.61 | 0.52 | 0.44 | 0.37 | 0.31 | 0.26 | 0.22
T 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
I(x) || 0.19 | 0.16 | 0.14 | 0.12 | 0.10 | 0.08 | 0.07 | 0.06 | 0.05 | 0.04
z 20 21 22 23 - - - - - -

[(x) | 0.03 | 0.03 | 0.02 | 0.02 - - - - - -

Con ayuda del Mathematicag, representamos graficamente estos datos,
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Figura 4.15. Representacién gréfica de (z,1(z))

La curva corresponde al tercero de los tipos estudiados en teoria. Es decir, estamos
ante una poblacién con una elevada tasa de mortalidad infantil.

En nuestro ejemplo podemos ver en la Tabla 4.5 que la probabilidad de que un individuo
de edad 1 sobreviva y llegue a la edad 2 es de un 50 %.

Para poder estimar el valor r en (4.12) a partir de [(x) y b(z) es necesario encontrar, en
primer lugar, otros dos niimeros como son la tasa neta de reproduccion y el tiempo de
generacion G.

= Se define la tasa neta de reproduccion R, como el nimero de individuos que por
término medio tiene una hembra durante toda su esperanza de vida. Es decir,

R =1(0)b(0) + U(1)b(1) + -~ + U(k)b(k) = > U(a)b(x).

Si R > 1 la poblacién crecerd exponencialmente, por el contrario si la tasa neta de repro-
duccién es menor que uno la poblacién se extinguird y finalmente si R = 1 entonces la
poblacién permanecera constante.

»  Se define el tiempo de generacion, G, como la edad media de las hijas de todos los
individuos producidos.

El concepto fue dado en 1977 por Caughley, y a efectos practicos vale:

Si suponemos que la poblacién crece exponencialmente, sustituimos el tiempo G en (4.12).
De esta manera, Ng = NoeTG, o bien, Ng/Ny = e"G. El ntimero N¢g /Ny es aproximada-
mente la tasa neta de reproduccién R.

R=¢C¢ = ra~-—".
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El valor de r encontrado es sélo una aproximacién que se diferencia como maximo en un
10 % del valor real (Stearms 1992). Si deseamos saber el valor exacto de r debemos resolver
la ecuacién

k
1= e I(z)b(x), (4.13)
x=0

que es una adaptacién de la ecuacién de Euler (1707-1783). Desgraciadamente resolver
(4.13) es bastante dificil. Lo que a efectos practicos se hace es calcular un primer valor
aproximado r =~ In R/G y a continuacién sustituir este valor en (4.13). En nuestro caso,
de la Tabla anterior obtenemos los valores

InR

R=29, G=148276, r= o - 0.718061 ,

que al sustituir en (4.13) con r = 0.718061 comprobamos que 1.07733 > 1. Es decir, el valor
encontrado para r es demasiado pequeno. Probamos con diferentes valores y finalmente
vemos que r = 0.776 esta cerca del valor exacto de la ecuacién de Fuler.

4.4.1. De las tablas de vida al modelo matricial

Desde este momento nos referiremos a la clase de edad a la que pertenece el individuo,
en lugar de referirnos a su edad. Hemos visto la manera de calcular el valor de r, y en
consecuencia, podemos predecir el tamano total de la poblacién usando las ecuaciones del
crecimiento exponencial (4.12). Pero también serfa interesante conocer como evoluciona el
nimero de individuos que hay en cada una de las clases. Supongamos que

X () = (Xa(t), Xo(t), -, Xi(8))",
donde X;(t) indica el nimero de individuos en la clase i para el tiempo ¢.
Para confeccionar el modelo de Leslie, necesitamos conocer los parametros de supervivencia

y de natalidad. Si tenemos en cuenta las definiciones anteriores, la probabilidad de que un
individuo que se encuentra en la clase ¢ sobreviva y pase a la clase ¢ + 1 vendra dada por

_ )
Yl —-1)]
De manera similar, la natalidad de los individuos que se encuentran en la clase i puede
calcularse por

i=1,2,3,-.

ai:b(i)bi, ’i=1,2,3,-~-

En consecuencia, la evolucién de una poblacién divida en 4 clases de edades, puede mo-
delizarse por la ecuaciéon matricial en diferencias:

Xl(t + 1) = ale( ) + ang(t) + CL3X3(7§) + CL4X4(t)
Xg(t + 1) = 1X1(t)
Xg(t + 1) = bQXQ(t)
X4(t + 1) = b3X3(t)
O bien,
Xi(t+1 a1 as as a4 1(t
Xo(t+1 t

(t+1) X (
( )1 _[br 0O 0 0 X
Xa(t+1)] [0 b2 0 0 f]Xs(
(t+1) Xa(

)
; = X@t+1)=LX().
0 0 b3 0 )
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La matriz L sabemos que es la matriz de Leslie que tiene como primera fila los valores de
la natalidad y su subdiagonal principal son las probabilidades de supervivencia, el resto
de los elementos de la matriz son ceros. En la seccién anterior hemos demostrado que para
una poblacién con parametros de nacimientos y muertes constantes, independientemente
de los valores iniciales, cuando ha transcurrido un “ntimero adecuado”de generaciones el
porcentaje de individuos en cada una de las clases permanece constante, aunque el tamafio

total de la poblacién crece exponencialmente.

EJEMPLO 4.21

Supongamos la siguiente tabla de vida para una poblaciéon de caracoles:

Edad en afnos H S(x) ‘ b(x) ‘

» Construimos la siguiente tabla para calcular I(z), g(z), Ry, G y estimar el valor de r.

0 500 0
1 400 | 2.5
2 40 3
3 0 0

’ x H S(x) \ b(x) \ l(x) = S(x)/S(0) \ g(z) =1l(x+1)/l(x) \ [(x)b(x) \ l(x)b(z)x ‘
0 || 500 0 1 0.8 0 0
11 400 | 2.5 0.8 0.1 2 2
2 40 3 0.08 0.0 0.2 0.48
3 0 0 0.00 — 0 0

Con los valores anteriores calculamos

3
R=> l(x)b(z) =224
x=0
3
I(x)b(x)x
G—;) o —2'48—1107aﬁos
I 224 7
> U(z)b()
x=0
r= hl?R = 0.729 individuos/(individuos x ano)

Para encontrar el valor exacto de la tasa de reproduccién r utilizamos la ecuacién

de Euler

el valor r = 0.729 se encuentra por debajo del valor exacto. Probamos con diferentes

3
1=> e ™i(x)b(x),
=0

valores hasta llegar al r = (0.749.
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Para construir el modelo de Leslie empezamos completando esta otra tabla, para
encontrar las tasas de natalidad a;, i = 1,2,3 y de supervivencia b;, i = 1, 2.

Lz [ 1) [b() | i | b =10)/1Gi —1) | ai =b(i)b; |

0 1 0 - - -

1] 08 | 25 || 1 0.8 2

21008| 3 2 0.10 0.30

3 0 0 3 0.00 -

Nuestro modelo matricial vendra dado por:

X1(t+1) 2 03 0 X1(t)
Xo(t+1)] =08 0 0 Xo(t) |,
X3(t+1) 0 01 0 Xs(t)

Si suponemos que X (0) = (50,100, 20)7, entonces podemos encontrar X (1) y X (2)

) X, (1) 203 0\ /50 130

x(1)= | Xo(1) | =08 0 o] [100] =] 40
X3(1) 0 0.1 0/ \20 10

X1 (2) 203 0\ /50 272

X2)= (X2 =(08 0 0 100 | = | 104
X5(2) 0 01 0 20 4

Podemos hacer una proyeccién de la poblacién teniendo en cuenta los valores y
vectores propios de la matriz de Leslie. Como no existen dos valores consecutivos de
a;, entonces la matriz L posee un valor propio dominante. En efecto, si utilizamos
el programa Mathematicag),

Eigenvalues|L]

{2.11355, -0.113553, 0}

Eigenvectors|[L]

{{ -0.93511, -0.35395, -0.01667 }, { 0.10594, -0.74621, 0.65713, }, { 0, 0, 1}}.
El valor propio dominante es \; = 2.11355, es decir, a la larga, la poblacion crece a

un ritmo del 111 %. La estabilidad en los porcentajes en cada una de las clases viene
dada por el vector propio asociado al valor propio A\; = 2.11355.

0.935114/(0.935114 4 0.35395 + 0.0167467) = 0.72 = 72%
0.353950/(0.935114 + 0.35395 + 0.0167467) = 0.28 = 27%
0.016746/(0.935114 + 0.35395 + 0.0167467) = 0.01 = 1%

Para terminar, podemos relacionar la tasa de reproduccién r del modelo exponencial
con el valor propio dominante En efecto, sabemos que

T, = Toe™ = Toe" ™ Ve = T, .

Por otro lado, habiamos demostrado que T;, ~ \{7T},,_1. En consecuencia, e” &~ Ay, o
bien r ~ In(A;) = In(2.11355) = 0.748368.
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EJEMPLO 4.22

Supongamos la siguiente tabla de vida para una determinada poblacion:

| Edad en afios || S(z) [ b(x) |

0 500 0
1 400 2
2 200 3
3 50 1
4 0 0
» Empezamos completando la tabla para calcular I(z), g(z), Ry, G y estimar el valor
de 7.
’ x ‘ S(z) ‘ b(x) ‘ l(x) =S(x)/S(0) ‘ g(z) =1l(x+1)/l(x) ‘ l(x)b(z) ‘ l(x)b(x)x ‘
0| 500 0 1 0.8 0 0
1| 400 2 0.8 0.5 1.6 1.6
2 | 200 3 0.4 0.25 1.2 2.4
31 50 1 0.1 0 0.1 0.3
4 0 0 0 - 0 0

Con los valores anteriores calculamos

4
Ro =Y I(z)b(x) = 2.9
=0
4
> l(@)b(w)x
G==0 3 g9 atios
4 29
> Ua)b()
=0
In R
r= e 0 = 0.718 individuos/(individuosx ano)

= Supongamos que inicialmente la poblacién de caracoles es de 200 en la primera clase,
0 en la segunda, 0 en la tercera, y 0 en la cuarta. Estamos interesados en construir
la matriz de Leslie para esta tabla de vida y proyectar la poblacién “a largo plazo”.
Para ello elaboramos la tabla.

Lz i [ U(@) [ b(x) [ b =1()/1i—1) | a; =b(i)b; |
0[-T 1 0 - -
11108 2 0.8 1.6
2121041 3 0.5 1.5
3[3[01] 1 0.25 0.25
4141 0 0 - 0
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El modelo escrito en forma matricial, es el siguiente:

ni(t+1) 1.6 1.5 025 0\ /ni(t)

na(t+1)] |08 0 0 0] [na(t) v ~ LN =
nolt 4 1) 0 05 0 of|no = N(t+1) = LN(t),t =0,1,2--- .
n4(t + 1) 0 0 025 0 7”L4(7f)

Sabemos que el vector de valores iniciales es
N(0) = (200,0,0,0)",

lo que nos permite proyectar la poblacion para cualquier ano. Por ejemplo, al cabo
de 5 anos
N(5) = LN(4) = L?N(0) = (7613, 2804, 642, 75)"

o bien, al cabo de 25 anos
N(25) = LN(24) = L¥N(0) = (4.20 x 10'°,1.54 x 10'°,3.56 x 10%,4.09 x 10%)T.

Esto supone que un 68 % de la poblacién se encuentra en la primera clase, un 25 %
en la segunda, un 6 % en la tercera y un 1% en la cuarta. Si ahora cambiamos el
vector inicial, por ejemplo:

N(0) = (10,10, 10,10)",

y realizamos las mismas proyecciones

—

N(5) = LN(4) = L°N(0) = (67,27,4,2)",
o bien, al cabo de 25 anos
N(25) = LN (24) = L*N(0) = (3.85 x 10°,1.41 x 10°,3.26 x 10%,3.75 x 107)T

Es decir, los porcentajes en cada una de las clases son 68 %, 25 %, 6 % y 1 %, idénti-
cos a los encontrados en el caso anterior.

El ejemplo nos muestra el efecto de los valores iniciales en el crecimiento de la pobla-
cion. Después de algunas fluctuaciones ambas poblaciones se comportan
de manera similar. Si representamos graficamente las poblaciones para cada una
de las clases en diferentes anos, utilizando una escala logaritmica en el eje de orde-
nadas, obtenemos lineas rectas, lo cual nos indica un crecimiento exponencial de la
poblacion.

Calculamos los valores y vectores propios de la matriz de Leslie.
L:={ {1.6, 1.5, 0.25, 0 },{0.8, 0, 0, 0 },
{0,0.5,0, 0}, {0, 0,0.25,0 } }
Eigenvalues[L]
{2.17332, —0.47682, —0.096498,0} ,

al ser el valor propio estrictamente dominante A = 2.17332 > 1, la poblacién crece
un 117 % cada ano. Lo cual supone un crecimiento exponencial con una tasa r =
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In2.17332 = 0.77625. Observemos que el valor de r encontrado es el valor exacto,
mientras que el obtenido en la primera parte del ejemplo » = 0.718 era un valor
aproximado. Si N (0) = (200,0,0,0)7 la poblacién total crece de manera exponencial
de acuerdo al siguiente modelo

P(t) — P(O)ert _ 20060.7762515 7

Para finalizar, representaremos graficamente las poblaciones de hembras para cada
una de las clases en las primeras 10 generaciones. Si N(t) = L!N(0) entonces, en
el eje de abscisas situaremos los diferentes valores de ¢t = 0,--- ,10, y en el eje de
ordenadas los n;(t), i = 1,2, 3,4, correspondientes en la escala logaritmica.

Figura 4.16. Evolucién en cada clase de edad

La gréafica en rojo corresponde a la clase de menor edad, la verde a la segunda, la
azul a la tercera y la coloreada en negro representa a las hembras de mayor edad.
Como podemos apreciar, a “largo plazo”la poblacién crece a un ritmo constante,
que coincide con la pendiente de las rectas (r =1n2.17332 = 0.77625) y ademads los
porcentajes en cada una de las clases permanecen constantes (las cuatro rectas son
paralelas).

4.5. Modelo de Lefkovitch

A la hora de estudiar la evolucién de muchos organismos, la variable edad, que hemos
tenido en cuenta en el modelo de Leslie, no es la més importante. Por ejemplo, en el caso
de los insectos, los individuos pasan por las etapas de ser huevos, larvas, crisdlidas y por
fin adultos. La tasa de supervivencia (b;), puede estar més influenciada por la etapas del
insecto que por su edad. De hecho, la supervivencia de un escarabajo no depende de que
tenga 3 o 6 meses, sino de que sea una larva o que se encuentre en la etapa adulta. El paso
de una etapa a otra es a menudo bastante flexible y depende de factores muy diversos
como la densidad de poblacion, la cantidad de comida suplementaria, la temperatura, la
luminosidad, etc. Afortunadamente, podemos modificar la matriz de Leslie para tener en
cuenta estos factores.

En 1965 Lefkovich propuso un modelo matricial para estudiar la evolucién de una poblacién
que generalizaba al modelo propuesto por Leslie. La diferencia fundamental entre ambos
modelos reside en el hecho de que ahora se clasifica a los individuos de la poblacién en
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etapas, en lugar de clases de edades.

L. P. Lefkovich nacié en Londres en el ano 1929, donde se gradud en zoologia, entrando
a trabajar en 1954 en el Agricultural Research Council Pest Infestation Laboratory de
Londres. Fue el primero en estudiar los modelos matriciales clasificando previamente a los
individuos por etapas en lugar de por edades.

Modelo de Leslie

Figura 4.17. Comparacién modelos de Leslie y Lefkovich.

La Figura 4.17 ilustra de manera esquematica a los dos modelos. Ahora p; representa la
probabilidad de que un individuo que se encuentra en la etapa ¢ en el periodo n perma-
nezca en la misma etapa para el periodo siguiente n + 1. En consecuencia, utilizando el
razonamiento que venimos usando en los modelos discretos matriciales, es facil comprobar
que el modelo viene dado por,

a:l(k: + 1) p1 a2 a3 a4 1 (k)
,IQ(]{? + 1) . by po 0 O QTQ(IC)
1‘3(]47 + 1) 10 by p3s O 1'3(]{)
564(]{2 + 1) 0 0 b3y ps 334(k‘)

En contraste con la matriz de Leslie, ahora tenemos entradas positivas p;, en la diagonal
principal.

A continuacién mostramos una tabla que nos permite escribir la matriz de transicién pa-
ra un modelo simplificado que representa el ciclo de vida de un insecto, con tres etapas
(huevo, larva, adulto).

’ H huevo \ larva ‘ adulto

huevo 0 0 Fu
larva Py Py 0
adulto 0 Pla Paa

Como ejemplo méas complejo, consideraremos un modelo que analiza el crecimiento de
una colonia de corales. Hemos considerado tres clases de tamanos (pequenos, medianos y
grandes). La tabla siguiente permite encontrar la matriz de transicién
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’ H pequeno mediano grande
pequeno || Py, + Fpp | Prp + Fip | Pgp + Fygp
mediano Py, Pom Py

grande Py Py Py,

Como antes, la diagonal principal representa la probabilidad de que una colonia perma-
nezca en la misma clase de tamano. Los elementos de la subdiagonal principal representan
la probabilidad de que una colonia crezca y pase al tamaifio siguiente. Sin embargo, aho-
ra existe la posibilidad de que parte de la colonia pueda fragmentarse (Pyy,) y pasar de
ser grande a ser mediana, o bien (P,,,) pertenecer a las colonias pequenias. Las colonias
pequenas pueden agruparse y formar colonias medianas (Pp,) o directamente colonias
grandes (Pp,g). Finalmente, observemos que la primera fila es la suma de dos términos, el
primero de ellos corresponde a la fecundidad, y el segundo a la transicién de un estado
a otro. Puede probarse que para este tipo de modelos su comportamiento en el limite es
exactamente igual al modelo de Leslie, es decir:

= La poblacién tiene un tipo de crecimiento exponencial, y presenta una distribucién
estable de etapas.

EJEMPLO 4.23

= La siguiente tabla muestra la matriz de transicién para un modelo simplificado que
representa el ciclo de vida de un insecto, con tres etapas (huevo, larva, adulto).

H huevo \ larva \ adulto ‘

huevo 0.25 0 2
larva 0.75 0.5 0
adulto 0 0.5 1

A continuacién vamos a realizar una proyeccién a largo plazo de la poblacién sa-
biendo que inicialmente hay 10 huevos, 5 larvas y 7 adultos.

Podemos calcular la poblaciéon después de 25 y 26 afos, utilizando el programa
Mathematicag).

Si x0 = (10,5,7)T es el vector de los valores iniciales, y A la matriz de transicién,

MatrixPower|A, 25].x0
MatrixPower|A, 26].x0

{547115.39, 390901.81, 355547.78}
{847874.41, 605787.45, 550998.68}

Es decir, tenemos un crecimiento con una tasa

847874.41  605787.45  550998.68
547115.39  390901.81  355547.78

= 1.549718,
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que coincide con el valor propio dominante de la matriz A.
Eigenvectors[A]

{ 1.5497176, 0.1000141140.744708 i, 0.10001411+0.744708 i }
A la larga, la poblacién crece a un ritmo del 55 %.

La distribucién entre etapas es

4 .
547115.39 049995
547115.39 4 390901.81 4 355547.78
390901.81
= 0.3021
547115.39 4 390901.81 + 355547.78 030218
47.
355547.78 097485

547115.39 4 390901.81 4 355547.78

La estabilidad en los porcentajes en cada una de las etapas viene dada por el vector
propio asociado al valor propio A; = 1.54971

Eigenvectors[A]

{{0.7192950, 0.5139203, 0.467440}, {0.7195268 — 5.5511151 107174, —0.302013 —
0.5624783 4, —0.053913+0.267918854}, {0.7195268 +5.5511151 10774, —0.302013 +
0.5624783 i, —0.053913 — 0.2679188517}

0.719295/(0.719295 + 0.5139203 + 0.467440) = 0.422952 = 42.3%
0.513903/(0.719295 + 0.5139203 + 0.467440) = 0.302189 = 30%
0.467440/(0.719295 + 0.5139203 + 0.467440) = 0.274859 = 27.7%

Podemos comprobar el resultado encontrando los porcentajes, por ejemplo, en la
poblacion al cabo de 25 afos,

547115.39/(547115.39 4+ 390901.81 + 355547.78) = 0.422951
390901.81/(547115.39 + 390901.81 + 355547.78) = 0.302189
355547.78/(547115.39 + 390901.81 + 355547.78) = 0.274859

Estos modelos matriciales basados en el tamafio y no en la edad, suelen utilizarse para
estudiar la evolucion de poblaciones de plantas, donde es mas facil medir su tamano que
conocer su edad. Recordemos que en estos modelos, estamos suponiendo que las tasas
de supervivencia y reproduccién son constantes y esto hace que en la practica solamente
podamos usarlos para periodos cortos de tiempo, para los cuales estas hipdtesis son ciertas.

4.6. Modelos que dependen de la densidad

En ciertas ocasiones, es posible que no todos los individuos de la poblacién se reproduzcan
y mueran con la misma tasa. Recordemos que la hipétesis que venimos manteniendo en
este tema, es que era la edad la que produce la modificacién de las tasas de supervivencia
v natalidad, lo cual daba lugar al modelo de Leslie, que es independiente de la densidad
de la poblacion.
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Es posible introducir esta nueva hipdtesis en el estudio de los modelos matriciales. Por
ello, al construir un modelo debemos tener en cuenta las siguientes consideraciones:

= ;Dependerd la tasa de natalidad, o la tasa de supervivencia, de la densidad de la
poblacion?.

= ;La densidad depende sé6lo de la poblacién total o por el contrario el efecto esta dis-
tribuido sobre varias clases de edades?

= ;Son los efectos de la densidad instantdneos, o existe un tiempo de retardo?

4.6.1. Caso practico

Como un ejemplo que ilustra los comentarios anteriores comentaremos el trabajo de Law
(1975), relacionado con un tipo de hierba llamada Poa annua. Para estudiar su crecimiento,
Law consider6 cuatro clases de edad y ademads la etapa de semillas (Figura 4.18). La
duracién de cada clase era aproximadamente de ocho semanas.

Semillag

P

.
B B

Figura 4.18. Ciclo de vida de Poa annua.

La matriz de transicién para este ciclo de vida viene dada por

ps 0 By By B3
g 0 0 0 0

0 ppo 0 0 0
0 0 pr 0 0
0 0 0 p O

siendo su estructura muy parecida a la matriz de Leslie. No obstante, la incorporacién de
un banco de semillas (semillero) en el modelo hace que el primer elemento de la matriz
ps sea la probabilidad de que una semilla sobreviva pero no germine. Law encontré de
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manera experimental los siguientes valores

0.75 — 0.25€9-00005N i N < 27726

po(N) =
0 si N > 27726
pi(N) =pa(N) = 0.75
ps = 0.2
gs(N) = 0.05
Bi(N) = B3(N) = 100e~00001N
By(N) = 200e~0-0001N

siendo N la densidad de la poblacién. La representacion grafica de dichas funciones es la
siguiente:

0.5 200

0.4
150

0.3
100

0.2
50

0.1

5000 10000 15000 20000 1000 2000 3000 4000 5000

Figura 4.19. Izquierda = po(N). Derecha= B (N) = Bs(N) (rojo), B2(N) (azul).

Como puede apreciarse, entre dos intervalos de tiempo, el 20 % de las semillas del semillero
sobrevivian pero seguian dormidas, mientras que 5 %de ellas germinaban. La proporcién
de individuos que sobreviven pg es inicialmente 0.75 cuando la densidad de la poblacion
es muy baja, pero a medida que ésta aumenta, dicha proporcién va disminuyendo.

Puede comprobarse que la poblacién crece y ademas se mantienen constantes las propor-
ciones de cada una de las clases .
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 3

1.- Supongamos un sistema con dos estados: un cazador dispara contra unos
animales. Existe el estado E; de acierto, y el estado E-> de fallo. Se sabe
que si el cazador acierta, entonces en el segundo disparo tiene una proba-
bilidad de 3/4 de acertar. Si por el contrario en un disparo falla, entonces
la probabilidad de acertar en el siguiente es de 1/2.

Escribir la matriz estocastica A que representa a esta cadena de
Markowv.

Dibujar el diagrama de estados de la cadena.
.Es la cadena regular?.

Encontrar el valor de A’ y analizar el resultado.

2.- Se encierra a una rata en una caja dividida en compartimentos con puer-
tas que los comunican segiin se muestra en la figura. Cuando la rata sale
de un compartimento elige uno al azar.

Indicar si el proceso puede representarse por una cadena de Markov.
En caso afirmativo, calcular la matriz de transicién A.

Estudiar si la cadena es regular.

Dibujar el diagrama de estados.

Estudiar la evolucién a largo plazo del proceso.

3.- Las familias de un pais se clasifican segiin residan en areas rurales, urba-
nas o suburbanas. Los estudios de movilidad demografica estiman que, en
promedio, en el curso de un ano, el 15 % de las familias urbanas cambian
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de residencia y se trasladan a un area suburbana, y el 5% a un area ru-
ral; mientras que el 6 % de las familias residentes en areas suburbanas se
trasladan a areas urbanas, y el 4% a areas rurales, y finalmente el 4 % de
las familias rurales emigran a las dreas urbanas y el 6 % a las suburbanas.

= Calcular la probabilidad de que una familia que vive ahora en un
area urbana siga viviendo en un area urbana dentro de dos anos?.;Y
en una suburbana?

= Supongamos que actualmente el 40% de las familias del pais vi-
ven en areas urbanas, el 35% en suburbanas y el 25% en rurales
. Qué porcentaje de familias viviran en areas urbanas dentro de dos
anos?,

= ;Qué distribucion de poblacion es de prever en el futuro?

En la herencia autosémica, supongamos que cada planta se fecunda con
una de su propio genotipo. Construir un modelo matricial y analizar su
comportamiento a largo plazo.

El parque natural Sierra de Cazorla decide programar mensualmente sus
visitas guiadas siguiendo el siguiente método: Si en un mes se visité el
pueblo, al mes siguiente se visitara, dos de cada tres veces el parador, y
una de cada tres veces el interior del parque. Si la visita fue al interior, al
mes siguiente sera a cualquiera de los tres lugares con igual probabilidad.
Finalmente, si la visita fue al parador, al mes siguiente se visitara el para-
dor una de cada tres veces, y el pueblo de Cazorla dos de cada tres veces.
Después de seguir este esquema durante cinco anos, ;se habra cumplido
con la programacion del parque de visitar al menos un 25 % el parador
nacional de turismo?

El siguiente modelo discreto matricial X (t+1) = AX (), siendot =0, 1, 2- - -
las distintas generaciones (periodos), representa a una poblacién de ve-
nados hembras con

0 1 = 100
A_<0.6 0.8)’ X(O)_<200>'
= Demostrar que a largo plazo la poblacién crecera por un factor apro-

ximado de 1.27

= Supongamos que no deseamos que la poblacion crezca. Podemos
controlar dicha poblaciéon eliminando algunas hembras. Si a repre-
senta la proporcién de hembras que sacrificamos en cada periodo,
explicar por qué ahora la matriz que representa al modelo es:

0 1
A<0.6 0.8—a>'

= Explicar por qué no es deseable un a = 0.6
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Experimentar con diferentes valores de o de manera tal que la po-
blacion de hembras no crezca ni desaparezca.

7.- Supongamos un modelo de Leslie para describir la evolucién de una po-
blacién divida en 7 clases de edades X (t+1) = LX(¢),t=0,1,2,---, con

0 0 019 044 0.80 0.50 0.45 521

087 0 0 0 0 0 0 403

0O 08 0 0 0 0 0 316

L=] 0 0 08 0 0 0 0 : X(0)=] 253
O 0 0 08 0 0 0 200

0O 0 0 0 08 0 0 143

O 0 0 0 0 087 0 411

. Cudl es la interpretacién de los valores L ;,j > 27
. Cudl es la interpretacién de los valores L; 1,1 <1i <67
Calcular el valor propio dominante de L, e interpretar el resultado.

Encontrar la tasa r de crecimiento de la poblacién teniendo en cuen-
ta el resultado obtenido en el apartado anterior.

Calcular el vector propio asociado al valor propio dominante, e in-
terpretar el resultado.

8.- Una sala de cine decide programar las peliculas segin el siguiente méto-
do: si una semana se proyecté una norteamericana, a la semana siguiente
se programard, dos de cada tres veces, una espanola, y una de cada tres
veces, una francesa. Si la pelicula programada fue francesa, dos de cada
tres veces sera norteamericana y una de cada tres francesa. Finalmente,
si la pelicula programada fue espanola, la semana siguiente se progra-
mara espanola una de cada tres veces y norteamericana dos de cada tres
veces. Si inicialmente las cuotas de pantalla son el 50 % para el cine nor-
teamericano, el 35 % para el cine espanol, y el 15 % para el francés.

{Estamos ante una cadena de Markov regular? Justifica la respuesta.

Comprueba que la matriz que representa al modelo tiene a A = 1
como valor propio.

Analiza el comportamiento a largo plazo del modelo para contestar
a la siguiente cuestiéon. Después de seguir este esquema durante un
“largo plazo”, ;se habra cumplido con la cuota de pantalla que exige
programar al mes el 25 % de peliculas de produccién nacional?

9.- Supongamos el modelo discreto matricial

) ) 05 0 0
X(t+1)=AX(t), t=0,1,2,- A= 0 025 0
0.5 0.75 1

.Son todos los estados accesibles?
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10.-

11.-

12.-

—

= Si X(0) =(10,20,0), ;cudl sera la distribucién después de 30 anos?

Una poblacién de aves se encuentra repartida entre dos humedades A y
B. Se sabe que cada dia un 20% de aves del A se traslada a B mientras
que un 30 % de aves de B lo hace a A.

= Si inicialmente hay el mismo nimero de aves en cada humedad,
.qué porcentaje de éstas se encuentran en cada uno de ellos después
de dos dias?

= ;Qué porcentaje de ellas debe haber en cada humedad si se sabe
que este porcentaje se mantiene constante a través del tiempo?.
Comprueba el resultado

= ;Cudl es el porcentaje de aves en cada humedad después de un
numero elevado de dias?

Se pretende realizar el estudio de la contaminacién de cierta regién en
la que se estan produciendo vertidos industriales. Se han clasificado los
terrenos en los siguientes niveles de contaminacién: (a) terrenos limpios,
(b) terrenos con nivel de contaminacién medio, y (c) terrenos con nivel
de contaminacién alto. Se comprueba que la evolucién de la contamina-
cién de un ano para otro se ajusta a los siguientes datos. Cada ano se
contamina un 30 % de los terrenos limpios de la siguiente manera:

= El 20% con un nivel de contaminacién medio

= El 10% con un nivel de contaminacién alto.

Anualmente el 30% de los terrenos con nivel de contaminacién media
pasan a tener contaminacién alta. Ante esta situacion, la autoridades
emprenden un plan de recuperacion de las zonas contaminadas. El plan
actia directamente sobre los terrenos mas contaminados consiguiendo,
por un lado, limpiar totalmente el 70 % de los terrenos con contamina-
cién alta, y por otro, reducir la contaminacién de otro 10 % de zona de alta
contaminacién que pasa a contaminacién media. El territorio estudiado
tiene una extension de 1000 hectareas e inicialmente todas ellas estaban
limpias. Estudiar la tendencia pasado un nimero suficientemente gran-
de de anos, jcuantas hectareas de terreno estaran totalmente limpias?,
jcuantas hectareas de terreno estaran con una alta concentraciéon de pro-
ductos contaminantes?

Una poblacion de ardillas esta divida en tres clases de edades de dos anos
de duracién, a las que llamaremos jovenes, medianas y adultas. La matriz
de Leslie viene definida de la siguiente manera: una hembra joven aporta
otra hembra y una mediana 24, ademas la cuarta parte de las jévenes
sobreviven para llegar a medianas y el 50% de las medianas se hacen
adultas.

= Estudiar la evolucién de la poblaciéon a través de la tasa neta de
reproduccién.
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= ;Tiene la matriz L un valor propio estrictamente dominante? Justi-
fica la respuesta.

= Calcular el % de crecimiento o decrecimiento de la poblacién.
= Si X(0) = (40,20,30)7. ;Cudl sera la poblacién cuatro anos después?.

= Si sabemos que a largo plazo la poblacion de ardillas sera de 7900.
{Como estaran distribuidas en cada una de las clases?.

13.- Dado el modelo discreto matricial de Leslie,

ZL‘1(t+1) . 1/3 1 .’El(t)
za(t+1) )\ a 0 xo(t)
= Si la unidad de tiempo se considera un ano, explicar el significado

de cada uno de los coeficientes de la matriz

= Calcular los valores de o para los cuales la poblacién a largo plazo
desaparece, permanece constante y aumente indefinidamente.

= Hallar el valor de a para que la poblacién crezca un 10% anual
. Tienden las clases de edad, en este caso, hacia unas proporciones
constantes? En caso afirmativo, encontrarlas.

14.- Sea la matriz

0 0 2
A=|3/4 0 o0
0 1/2 0

14.a.- ;Es A una matriz de Leslie? Justificar la respuesta e interpretar
biolégicamente los elementos de la matriz.

14.b.- ;Tiene la matriz A algin valor propio positivo estrictamente domi-
nante? Justificar la respuesta

14.c.- Sea el modelo matricial:
Z(t+1)=AZ(t), t=0,1,2,,---.
Si #(0) = (100,100,100)7, ;cudl sera el valor aproximado de #(30)?
15.- Sea una poblaciéon de hembras dividida en tres clases de edades de 5 anos

de duracién. Su evoluciéon esta determinada por un modelo de Leslie
siendo su matriz,

1 as 2
L={12 0 0
0 2/3 0

= ;Desaparecera esta poblacién a largo plazo?

= Encontrar el valor de as para que cada 5 anos la poblacion aumente
en un 50 %

= Para el valor de a2 anteriormente encontrado. Si a largo plazo el
numero de hembras es de 800, ;cuantas de ellas seran jéovenes?
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dinarias. Métodos Directos para la Soluciéon de Sistemas Lineales. Técnicas Iterativas
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Universidad de Rhode Islans, “... Alan Hastings ha consegquido en este libro integrar
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de forma completa la Biologia, las Matemdticas y la Ecologia..F' libro se encuentra
muy bien escrito, claro, conciso y con la interesante caracteristica de que los ejemplos
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actuales de investigacion.
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conceptos con numerosos graficos, los cuales pueden ser reproducidos con ayuda de
cualquier programa matematico de ordenador.

Tienen especial interés los capitulos dedicados al estudio dindmico de poblaciones,
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