Tema 2

DIAGONALIZACION DE MATRICES

2.1. Introduccion

El algebra matricial proporciona herramientas elementales para simplificar y resolver
problemas donde intervienen un ntmero elevado de datos. El siguiente ejemplo es un
caso particular de la teoria de grafos, donde utilizamos la multiplicacién de matrices
para modelar el proceso de dispersion de una enfermedad contagiosa.

EJEMPLO 2.1

= Supongamos que tres personas han contraido una enfermedad contagiosa y que
este primer grupo tiene contacto con cinco personas de un segundo grupo. Estos
contactos, llamados contactos directos, pueden representarse mediante una matriz
Asys = (a;5) con a;j = 1 silai-ésima persona del primer grupo ha estado en contacto
con la j-ésima persona del segundo grupo, y a;; = 0 si no han estado en contacto.

10110
A=10 11 0 1
10010

Por ejemplo, el 1 que aparece en la fila 3 columna 4, significa que la tercera persona
del primer grupo (los infectados) ha estado en contacto con la cuarta persona del
segundo grupo.

Supongamos ahora que un tercer grupo de cuatro personas ha tenido diversos contac-
tos directos con individuos del segundo grupo. Esto también podemos representarlo
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mediante una matriz Bsy4

W

Il
co oo
—oooo
e
cor~ oo

Los contactos indirectos o de segundo orden entre las personas del primer y tercer
grupo se representan mediante una matriz C3x4 que es el producto AB

0 0 21
C=AB=| 11 0 1
00 20

Se observa, que la tercera persona del dltimo grupo tiene cuatro contactos indirectos,
mientras que la primera y la segunda sélo tienen uno.

Figura 2.1: Contactos directos e indirectos.

Con el estudio de este tema pretendemos conseguir un doble objetivo. En primer
lugar, recordar los conceptos mas importantes relativos a la diagonalizacion de matri-
ces cuadradas, y posteriormente hacer una breve introduccion al calculo aproximado
de valores y vectores propios.

De todas las aplicaciones lineales tienen un interés especial aquellas que van del espa-
cio vectorial R™ en si mismo, que reciben el nombre de endomorfismos. Recordemos
que dada una matriz cuadrada A de orden n es posible construir una aplicacion
lineal de R"™ en R™ que tiene asociada a esta matriz A cuando se considera como
base del espacio vectorial R" la candnica.

Por ejemplo, la matriz

3 2 =2
A= 1 3 -1
12 0

nos permite definir el endomorfismo f : R* — IR® con

f([f) = f(lL‘l,ZE27173) = (31‘1 + 21’2 — 2173, I + 35(72 — X3, + 21‘2) . (21)
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De esta manera, f(1,2,3) = (1,4,5) y f(1,1,1) = (3,3, 3).

Reciprocamente, conocido el endomorfismo (2.1) es posible encontrar su matriz aso-
ciada respecto de la base canénica de R?,

U1 3 2 =2 1
yw | =13 -1 || x|,
Ys 1 2 0 xTs3

o de forma simbdlica y = AZ.

Como puede comprenderse, seria conveniente representar el endomorfismo f por una
matriz que sea lo mas simple posible, ya que de esta manera todos los calculos que
realicemos con esta matriz se simplifican notablemente, y de todas ellas las mas
interesantes son las diagonales.

Como en un endomorfismo el espacio vectorial de entrada y de salida coinciden,
todo cambio de base en el primero de ello implica el mismo cambio en el segundo.
De esta manera, si tenemos el endomorfismo

FiR" — R" : = A7,

referido a la base canénica de R" y realizamos el cambio de base § = Cy' , @ = Ca/,
entonces

Cy =ACx = y =C1ACx = A2 .
Las matrices A y A’ = C71AC reciben el nombre de matrices semejantes.

Llegado a este punto, tiene sentido plantear la siguiente cuestion: dada una matriz
cuadrada A, jexistird una matriz A’ diagonal semejante a la matriz A7 En caso
afirmativo, jcudl debe ser la base de R" que debemos elegir para que la matriz A’
sea diagonal?.

La respuesta a estas cuestiones se conoce con el nombre del problema de la diagona-
lizacién de una matriz cuadrada y nos ocuparemos de ello en las proximas secciones.

2.2. Valores y vectores propios

En muchas ocasiones practicas nos interesa conocer aquellos vectores no nulos que
a través del endomorfismo f : R" — R? se transforman en otro proporcional a él.
Un vector Z no nulo tal que f(Z) = AZ diremos que es un vector propio asociado al
valor propio A.

En nuestro ejemplo, el vector 27 = (1,1,1) es un vector propio del endomorfismo
(2.1) asociado al valor propio A = 3. Sin embargo, como el vector 75 = (1,4,5) no
es proporcional al 73 entonces (1,2, 3) no serd un vector propio de f.

DEFINICION 2.2.1 Sea A una matriz cuadrada de orden n; el nimero (real o
complejo) A es un valor propio (o autovalor) de A si existe un vector i no nulo tal
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que Aid = Xu. Al vector @ anterior se le conoce con el nombre de vector propio (o
autovector) de A asociado al valor propio A.

EJEMPLO 2.2

Aplicaremos la definicién anterior para encontrar los valores y vectores propios de la matriz
A asociada al endomorfismo (2.1).

3 2 -2 x x B=XNz+2y—2z = 0
1 3 -1 y | =X| v = r+B-ANy—z = 0 (2.2)
12 0 z z r+2y+(-N)z = 0

Este sistema homogéneo debe tener solucién distinta de la trivial (z,y, z) # (0,0,0), por
tanto segun el teorema de Rouché-Frobenius el determinante de la matriz de los coeficientes
debe ser nulo

3—\X 2 -2
1 3=\ —-1|=0 = MNM-6\2+11A-6=0.
1 2 -

Hacemos uso de la regla de Ruffini para resolver esta ecuacion de tercer grado,
AM=1, X=2, A3=3.

A continuacién para cada uno de estos valores propios encontramos sus vectores propios
asociados. Si sustituimos A\; = 1 en el sistema (2.2)

20 +2y—2z = 0
r+2y—z = 0

Es decir, el conjunto de soluciones del sistema anterior forman el subespacio de R?
S ={(a,0,c) : «a#0},

dicho subespacio tiene dimensién uno y esta generado por el vector @; = (1,0, 1).

Del mismo modo, para Ay = 2

r+2y—2z = 0

Tty—z = O} = z=p8, =0, y=0.

Ahora, el subespacio de dimensién uno viene dado por

5o ={(0,8,8) : B #0},

que esta generado por el vector iy = (0,1, 1).

Finalmente, para A3 = 3 es facil comprobar que el subespacio de vectores propios asociado
es S3={(v,7,7) : v # 0}, siendo el vector i3 = (1,1,1) una base de Ss.
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La generalizacion de este ejemplo nos proporcionara un método para encontrar los
valores y vectores propios de una matriz cuadrada. Si A es un valor propio de la
matriz cuadrada A de orden n y @ # 0 un vector propio asociado, entonces

Ai=Mi = (A-X)i=0, (2.3)

donde I es la matriz identidad de orden n. La expresién (A — X\ )@ = 0 representa a
un sistema homogéneo de n ecuaciones y n incégnitas. Para que el sistema anterior
tenga solucion 4 # 0, el determinante de la matriz de los coeficientes debe de ser
cero. Es decir

A= XI| =0, (2.4)

con lo cual, estd justificada la definicion siguiente.

DEFINICION 2.2.2 (Polinomio caracteristico) Llamaremos polinomio carac-
teristico de una matriz A € My,xn(IR) al polinomio de grado n en A

aj; — A a12 Q1n
a Aoy — A -+ Qop,
i\ =]A-x|=| o % ?
an1 an2 e App — >\

Las raices reales del polinomio caracteristico seran los autovalores o valores propios
de la matriz A. Llamaremos orden de multiplicidad de un autovalor A\ a la multipli-
cidad de la raiz A del polinomio caracteristico.

Resumiendo, una vez obtenidos los valores propios A; de la matriz A resolviendo
la ecuacion caracteristica (2.4), sustituimos dicho valores en el sistema homogéneo
(2.3) y calculamos los subespacios de vectores propios asociados. Es facil probar que
las soluciones del sistema homogéneo constituyen un subespacio vectorial .S; de IR"
cuya dimensién sera siempre mayor o igual a uno.

2.3. Diagonalizacion de matrices cuadradas.

Sea f : R" — R" un endomorfismo cuya matriz asociada es A € M,,x,,(IR) respec-
to de una cierta base B de R", generalmente la candnica. Si suponemos que la matriz
A es diagonalizable, entonces es posible encontrar otra base B’ = {7y, U, -+ , Uy}
de IR" de tal forma que la matriz asociada a f respecto de esta nueva base B’ sea
la matriz diagonal

d 0 - 0
0 dyo -+ 0
0 0 - d,

semejante a la matriz inicial A, por tanto D = C~1AC.
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Es conocido que el vector w; respecto de la base B’ tiene por coordenadas (1, 0,0, --- ,0).
Si calculamos la imagen de este vector,

d 0 - 0 1 dy 1
. = 0 dy --- 0 0 0 0 .
flar) = Dy = Do : S : =di| . | =dii
0O 0 --- d, 0 0 0
En general f(u;) = d;u;,i=1,2,---,n lo que nos indica que u; es un vector propio
asociado al valor propio d; = \;,i =1,2,--- ,n.

Notemos que acabamos de probar que si el endomorfismo f es diagonalizable, enton-
ces es posible encontrar una base de IR™ formada por los autovectores de f. Por otro
lado, si elegimos como base de IR" aquella que esta formada por los autovectores de
f, entonces existirdn n escalares X\;, i = 1,2,--- ,n tales que f(@;) = \;@i;. En este
caso, la matriz asociada al endomorfismo respecto de esta base es la matriz diagonal

AN - 0
0 - A\,
En consecuencia, el problema de diagonalizar un endomorfismo f (también conocido
como el problema de diagonalizar su matriz asociada A), es equivalente al problema
de encontrar una base del espacio vectorial formada por los autovectores de f, y

ello implica a que la suma de las dimensiones de los subespacios de vectores propios
asociados 9; coincida con la dimensién del espacio vectorial R".

LEMA 2.3.1 Autovectores asociados a autovalores distintos dos a dos son lineal-
mente independientes

Demostracién. Supongamos dos autovalores diferentes A\; # \; y sean ; y ¥; sus
autovectores asociados. Es decir

Si estos dos vectores no son linealmente independientes, entonces v; = kv;, lo que
implica que
f(@) = f(kT;) = Nii=k\T; = Nt

Pero al ser vectores no nulos, esta ultima igualdad implicaria que A\; = A;, en contra
de lo supuesto. [
Como consecuencia del lema, vectores no nulos pertenecientes a distintos subespacios
propios son linealmente independientes.

LEMA 2.3.2 La dimension del subespacio propio asociado a un cierto valor propio
es como mucho igual al orden de multiplicidad del autovalor.
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Llamando «a; a la multiplicidad del autovalor \; y .S; al subespacio propio asociado
con J\;, tendremos que

Recordemos que la condicion necesaria y suficiente obtenida para la existencia de
una matriz diagonal semejante a A era poder encontrar una base del espacio vectorial
formada enteramente por autovectores de f. Ahora bien, de los lemas anteriores se
deduce que tal condicién es equivalente a que la unién de bases de los subespacios
propios sea base de todo el espacio vectorial R", para lo cual es necesario y suficiente
que la suma de las dimensiones de los subespacios propios sea n. Pero por el segundo
lema, y puesto que suponemos que todas las raices del polinomio caracteristico de
A son reales, esto equivale a que la multiplicidad de todo autovalor sea igual a la
dimensién de su subespacio propio asociado.

Observemos que al ser dim(S;) > 1, entonces una condicién suficiente para que una
matriz A sea diagonalizable es que tenga n valores propios diferentes.

A continuacion enunciamos una propiedad que nos da una condiciéon necesaria y
suficiente para que una matriz A sea diagonalizable. Su demostraciéon escapa a los
objetivos que nos hemos planteados en la programacion de la asignatura, pero puede
encontrarse en cualquiera de los libros de Algebra Lineal que estudian el tema de la
diagonalizacion de matrices.

TEOREMA 2.3.3 FEl endomorfismo f es diagonalizable si y solo si para todo
autovalor \; de f se tiene que a; = dim(S;).

Para acabar con esta seccion recordemos que si D es la matriz diagonal formada por
los autovalores de f y C' es la matriz del cambio de base, cuyas columnas son los
vectores propios asociados a los valores propios de f, entonces D = C~t AC.

EJEMPLO 2.3

Sea f:IR?® — IR? un endomorfismo, cuya matriz respecto a una base B = {V1, U2, U3} es:

1 -1 -3
A=12 4 3
o o0 3

Calcularemos los valores propios o autovalores y los vectores propios o autovectores de f.
Estudiaremos si f es o no diagonalizable, y en caso afirmativo encontraremos una base
en la cual el endomorfismo tenga una expresion diagonal, asi como la matriz de paso que
relaciona a la matriz A con su diagonal semejante.

=  Comenzamos resolviendo la ecuacién caracteristica, para poder encontrar los auto-
valores
1-x -1 -3
2 4-X 3 |=-(A-2(A-3)?% =0,
0 0 3— A
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cuyas soluciones son A\; = 2 y A2 = 3 como raiz doble. Al no salir los tres autovalores
diferentes no podemos asegurar que la matriz A sea diagonalizable; tenemos que ver
si es posible encontrar una base del espacio vectorial R3 formada por autovectores
de f. Empezamos calculando el subespacio de autovectores asociado al autovalor
AL =2,

-1 -1 -3 T 0 -z -y -3z = 0

2 2 3 y |=10|= 2z +2y 43z = 0

0 0 1 z 0 z = 0

El sistema tiene por soluciones z = 0, z = —y, dando lugar al subespacio

Si=LM=2)={(-t,t,0) : te R} =< (-1,1,0) > .

Para el segundo de los autovalores Ao = 3,

-2 -1 -3 T 0
2 1 3 y | =10 |=2x+y+32=0,
0 0 O z 0

cuyo subespacio asociado es,
Sy =LA =3)={(a, 2a—38,8) : o, b€ R} =< (1, =2,0), (0, =3, 1) > .

Como conclusion, la matriz A es diagonalizable ya que es posible encontrar la base

buscada,
B:={(-1,1,0), (1, =2, 0), (0, =3, 1)},

siendo la matriz C' de paso, que nos permite diagonalizar la matriz A, la siguiente:

-1 1 0
C= 1 -2 -3
0 0 1

En este caso, se comprueba que

2
C'AC=D=1 0
0

S W o
w o O

2.4. Calculo de la potencia de una matriz dia-

gonalizable

Supongamos que deseamos calcular la potencia n-ésima A", de una matriz A cua-
drada y diagonalizable. Puesto que D = C~'AC, se tiene que A = CDC™ !,y
entonces

A% = (CDC-Y) (CDCY) = CD*C1
A3 = (CD2C1)(CDC1) = CD3C!
At = (CD*C-Y)(CDC1) = CD'CL.
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Por induccién, puede demostrarse que
vneN, A"=CD"C™'.

Al ser D diagonal

A0 e 0
0 A .o 0

D" = ) ) ) , Vn € N,
0 0 - A

y, por tanto, el cdlculo de CD"C~! resulta ser sumamente sencillo.

EJEMPLO 2.4

s Dada la matriz

21 0
A=|01 -1 |,
02 4

para saber si es diagonalizable comenzamos resolviendo la ecuacién caracteristica
A=A =-A-22A=3)=0= X\ =2; X =3.

A continuacién, calculamos las dimensiones de los subespacios engendrados por cada
autovalor:

dim(S;) =3 — Rango(A—2I)=3-2=1
dim(S2) =3 — Rango(A—3I)=3-2=1

La suma de las dimensiones es 2 y por tanto la matriz A no seréd diagonalizable.
EJEMPLO 2.5

= Sea f:R® — IR? un endomorfismo, cuya matriz respecto a una base B = {7y, ¥, U3}

es:
1 -1 0

A=12 4 0

0 0 3

Utilizamos el ordenador para encontrar los valores y vectores propios de f. Empe-
zamos introduciendo la matriz

A:={{1,-1,0},{2,4,0},{0,0,3}}

A continuacién calculamos los valores propios:

Eigenvalues[A]

{2, 3, 3}

Como no existen tres valores propios distintos, de entrada no podemos afirmar que
la matriz A sea diagonalizable. Para ello es necesario conocer los vectores propios
de f

Eigenvectors[A]
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{{-1,1,0},{-1,2,0},{0,0,1}}.

Para ver si forman una base de R? calculamos su determinante
det[{{-1,1,0},{-1,2,0},{0,0,1}}]

-1

Como podemos ver los tres vectores son independientes y, por tanto, existe una base
de R3 formada por vectores propios de f. En consecuencia, la matriz A serd diago-
nalizable.

2.5. Métodos numéricos

Como tendremos ocasion de ver a lo largo del presente proyecto, el calculo de los
valores y vectores propios de una matriz cuadrada estd presente en un ntimero
elevado de diferentes aplicaciones. Parece 1égico pensar que, para su calculo, una
buena manera de actuar seria encontrar el polinomio caracteristico p(\) = |[A—\I|, y
posteriormente estimar las raices de este polinomio. Sin embargo, en la mayoria de las
ocasiones so6lo se necesita conocer un determinado valor propio, llamado dominante,
y existen procedimientos numéricos para hallar este valor. Nosotros utilizaremos el
método conocido con el nombre de las potencias, el cual se encuentra intimamente
ligado al estudio de la estabilidad de las clases de edades del modelo matricial de
Leslie.

DEFINICION 2.5.1 Diremos que A1 es el valor propio dominante de una matriz
A, si es mayor en valor absoluto que el resto de los valores propios de A. Un vector
propio asociado a este valor propio dominante recibe el nombre de vector propio
dominante de la matriz A.

Supongamos que los valores propios de la matriz A de orden cinco son:
M=—4, =4 MN=-6, N =425 I5=-3.13,
entonces el valor propio dominante es el A3 = —6. Observemos que si, por ejemplo,

A1 = 6, entonces no existe un valor propio que sea dominante.

2.5.1. Meétodo de las potencias

A continuacién describiremos un procedimiento para estimar el valor propio domi-
nante y su vector propio dominante asociado, conocido con los nombres de método
de las potencias o de las iteraciones. Esta basado en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.6
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-2 2
A= (—12 8> ’
y tomemos como vector inicial uno cualquiera #(0) = (—1,2)7. Ahora, calculemos

#(1) = AZ(0) = ~1(1,4.6666)T

= Sea la matriz,

7(2) = AF(1) = A%2#(0) = 2(1, 3.45455)7
#(3) = AT(2) = A3#(0) = 13(1, 3.18519)7

#(4) = AZ(3) = A*Z(0) = y4(1,3.08474)7

#(10) = AZ(0) = y10(1,3.00122)T .

Como puede observarse, los diferentes valores de Z(k) tiende a un multiplo del vector
(1,3)7 cuando k es suficientemente grande. Este sera el vector propio dominante.

Pasemos a formalizar el razonamiento anterior. Supongamos que
(Ml >[Ae] = [As] = - = [,

y ademas, la matriz A es diagonalizable. Entonces debe de existir una base de R"

formada por vectores propios , s, - - - U, , donde u; es el vector propio asociado al
valor propio A;, i = 1,2,---  n. Por definicién de base, el vector inicial Z(0) puede
escribirse:

5(0) = Clﬁl + CQ'E[Q + -+ Clﬁn;

donde algun coeficiente ¢; tiene que ser no nulo, supongamos que ¢; # 0. Si calcula-
mos (k) = A*Z(0), obtenemos

Z(k) = AF (et + oty + - + cply)
= ClAkﬁl + CQAk’l_[2 + 4 CnAkﬁn

= cl)\’fﬁl + 62)\]562 + -+ Cn)\ﬁﬁn

k k
= /\]f(clﬁl—i‘CQ(i—?) ﬁ2++6n(i—’;) ﬁn> .

Al ser A; el valor propio dominante, entonces |%| <1,7=2,3,---,n, y en conse-
1
k
cuencia <§—1> tiende a cero para valores de k suficientemente grandes. Es decir,

Z(k) = A*T(0) ~ Ny
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el vector resultante es proporcional al vector propio dominante buscado. Una vez
conocida una estimacién del vector propio dominante ;, es posible encontrar su
valor propio dominante asociado. La férmula se conoce con el nombre de cociente
de Rayleigh, y consiste en lo siguiente:

Si (a, E) representa al producto escalar ordinario de los vectores @ y l;, es facil com-
probar que

<ﬁlu Aﬁl> o <ﬁl7 )\lﬁl> o /\1 <'L_l:17 ﬁl> -\
e === = = A1.
(Ul, U1> <U1, U1> <U1, U1>

Si aplicamos este resultado al Ejemplo 4

S <61>Aﬁl> _ <<173)T7A(173)T> _ <(1’3)T’(4’ 12)T> _ ﬁ _
(@) (13T, (1,37 (1,37 (1L,3)T) 10

4.

Naturalmente, esta aproximacién puede ser mejorada tomando en lugar del Z(1) el
Z(10), pero recordemos que todo lo dicho es vélido si A; es dominante.

La expresion #(k) = A*Z(0) ~ Meid;, también nos permite encontrar un valor
aproximado de A;. En efecto,

f(k’) ~ )\’fClﬁl = )\1>\lf_16161 = )\15(]{3 — 1) s

lo que obliga a la siguiente relacion entre sus componentes:

S S . Z;(k
(k) =~ MT(k—=1), j=12,---,n = )\1%%-
J

2.5.2. El método de las potencias con cambio de escala

En el Ejemplo 4 vimos que con cada iteracién aumentaba el valor de las compo-
nentes del vector, y una manera de evitar este problema era aplicar cierta escala ;.
Basicamente este proceso se conoce con el nombre de método de las potencias con
cambio de escala. Aplicando este procedimiento siempre obtenemos un vector cuya
componente mayor en valor absoluto es uno.

EJEMPLO 2.7

= Aplicaremos el método de las potencias con cambio de escala, para encontrar el valor
propio y el vector propio dominante de la matriz

a=(7 )
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Empezamos tomando como vector inicial uno que nos permita simplificar las opera-
ciones, por ejemplo #(0) = (1,1)T.

#(1) = AZ(0) = (1,0)7
#(2) = A(1,0)T = (-1, )T
#(3) = A(—1,1)T = 3(1, —0.666667)"

#(4) = A(1,—0.6666667)7 = —2.3333(1, —0.71428) .

Una posible estimacién del vector propio dominante puede ser iy =~ (1, —0.71428)7.
Por otro lado, por definicién de vector y valor propio

L -1 2 1 _ A1
Aty = iy = < 1 -1 > < —0.71428 ) o < —0.71428 ¢ > ’

y podemos estimar el valor de \; =~ —2.42856

Una de las preguntas que esta presente en todo el estudio que estamos desarrollando
es la siguiente: ;jcuantos pasos debemos usar en el método de las potencias para
obtener una buena estimacion?. No existe una respuesta rotunda a esta pregunta,
pero el andlisis del error relativo puede aportar una solucién parcial al problema.

DEFINICION 2.5.2 Si a es una estimacién de la cantidad a, entonces el error
relativo se define como:

a—a

a

El error en porcentaje en la estimacion se define como
a—a
x 100 % .

a

Supongamos que inicialmente el error relativo que estamos dispuestos a tolerar en el
valor propio dominante es €. Si A;(i) es la estimacién de A; en la i-ésima iteracion,
entonces el método se terminaria cuando se cumpla:

AL — M (7)

< €.
A1

No obstante, aplicar la férmula anterior tiene el gran inconveniente de que el valor

exacto A1 no es conocido. En este caso, suele sustituirse la expresién anterior por

esta otra: ~ ~

A(i) = i — 1)
A1 (i)

donde la cantidad que aparece a la izquierda se la conoce con el nombre de error

relativo estimado, y si se multiplica por 100 %, se llama error en porcentaje estimado.

<e,
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2.5.3. Deflacion

A través del método de las potencias podemos estimar el valor propio dominante y
un vector propio asociado. Existen diferentes técnicas para conocer el resto de los
valores propios. De todas ellas nosotros utilizaremos la conocida con el nombre de
deflacién. El método esta basado en el siguiente teorema cuya demostracion puede
verse en cualquier texto de métodos numéricos del Algebra Lineal.

TEOREMA 2.5.3 Sean A\, \a, -+, Ay, los valores propios de la matriz A. Supon-
gamos que \1 es el valor propio dominante, U, su vector propio asociado, y U un
vector tal que (ty,¥) = 1. Sea B la matriz definida como

B=A-\uv".
Entonces los valores propios de la matriz B son 0, Ag, -+, \,.

Se conoce con el nombre de deflacién al proceso de encontrar el resto de los valores
propios a partir del valor propio dominante. Para ello se aplica el método de las
potencias con escala a la nueva matriz B.

EJEMPLO 2.8

= Aplicaremos el método de las potencias con cambio de escala y la deflacién para
encontrar todos los valores propios de la matriz

3 —0.5 1
A= -2 5 —2
—1 1.5 1

Si tomamos como vector inicial #(0) = (1,1,1)T, entonces #(1) = AZ(0) = (3.5,1,1.5)T

que dividiendo por 1.5 nos queda 2/(1) = (2.3333,0.6666,1)7. De forma similar
#(2) = A2/(1) = (7.6666, —3.3336, —0.3334)T, o bien

2/(2) = (—0.2527,9.998,1)7.

Los valores siguientes se encuentran representados en la tabla siguiente. También
aparecen los cocientes entre la primera de las componentes de una iteraciéon y la
anterior 7.

Iteracién H (k) ‘ 2 (k) ‘ Vi
0 (1,1, )T (1,1,1)7 -
1 (3.5,1,1.5)T (2.3333,0.6666, 1)T 1.5
2 (7.6666, —3.3336, —0.3334)7 (—0.2527,9.9998, 1) | -0.3334
3 (—4.7571,48.4954, 16.2497)" (—0.2927,2.98439, 1) | 16.2497
4 (—1.3703,13.5073, 5.76928) T (—0.2375,2.34125, 1)T | 5.76928
5 (—0.8831,10.1812,4.74938)7 (—0.1859,2.14369, 1) | 4.74938
6 (—0.62954,9.09025,4.40143)T | (—0.143032,2.06529,1)T | 4.4014
7 (—0.46174,8.61251,4.2409)" | (—0.10887,2.03079, 1)T | 4.2409
8 (—0.342005,8.37169, 4.15505)T | (—0.08231,2.01482,1)T | 4.15505
9 (—0.25434,8.23872,4.10454)T | (—0.06196,2.00722,1)" | 4.10454
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Se observa que el valor propio dominante es A\; =~ 4 y su vector propio asociado
i ~ (0,2, 1)7T.

Para encontrar el resto de los valores y vectores propios aplicamos el método de
deflacién, y para ello necesitamos un vector ¢ tal que (@}, 7) = 1. Podemos tomar
7= (1,1,-1)T y calcular

3 —05 1
B=A- xuv'= -10 -3 6 |,
-5 —-25 5

al ser la segunda y la tercera columna proporcionales, el determinante de la matriz B
es cero y eso obliga a que uno de sus valores propios sea cero, hecho que conociamos
por el Teorema 2.5.3. Ahora, aplicamos de nuevo el método de las potencias a la
matriz B con objeto de encontrar su vector propio dominante, que coincidird con
otro de los valores propios de la matriz A.

Iteracién H Z(k) ‘ a?(k) ‘ Vi
0 (1,1, 1) (1,1,1)T -
1 (3.5, —7,—2.5)7 (1,-2,-0.714286)7 3.5
2 (3.28571, —8.28572, —3.57143)T | (1, —2.52174, —1.08696)T | 3.28571
3 (3.17391, —8.95654, —4.13045)T | (1, —-2.82193, —1.31581)T | 3.17391
4 (3.09515, —9.42907, —4.52422)T | (1, -3.0454, —1.46171)T | 3.09515
5 (3.0614, —9.63106, —4.69255)T | (1, —3.14587, —1.53277)T | 3.06149

Puede apreciarse que iis ~ (1, 3.3, —1.6)T y Ay ~ 3.

Para finalizar aplicamos de nuevo el mismo procedimiento para calcular el ultimo
de los valores de A. Puede tomarse @ = (1,0,0)7, ya que (ii2, %) = 1, y entonces

0 —05 1
C=B-)it'= -01 -3 6
—-02 —-25 5§

Realizando los calculos convenientes se llega a que A3 ~ 2.
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