Tema 1

ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1. Introduccidon

Gran parte de los sistemas que nos rodean estan sometidos al cambio, por tanto,
es un hecho cotidiano para todos nosotros. Las Matematicas son muy utiles para
investigar, entre otros, fenémenos como el movimiento de los planetas, la desintegra-
cion de sustancias radiactivas, la velocidad de las reacciones quimicas y los patrones
meteorolégicos. Por otro lado, los bidlogos investigan en campos tales como la conta-
minacion o la dindmica de poblaciones. Incluso en areas, aparentemente alejadas de
la Matematicas, como las Ciencias Politicas o la Medicina, es frecuente que recurran
a los modelos matematicos, en los cuales la clave esta en el cambio.

Muchos de estos modelos se expresan a través de una ecuacion diferencial. Siy = f(t)
es una funcién que relaciona las variables ¢ e y, entonces su derivada

by
dt’
nos indica la tasa de cambio o velocidad de cambio de la variable y con respecto
de la variable t.

Cuando estudiamos un problema del mundo real necesitamos usualmente desarrollar
un marco matematico. Sabemos que el proceso por el que se crea y evoluciona este
marco es la construccion de un modelo matematico, siendo algunos de ellos muy
precisos, especialmente los de la Fisica. Sin embargo, otros lo son menos, concreta-
mente los que tratan de problemas de Biologia o Ciencias Sociales. No obstante, en
los tltimos anos los enunciados de estas materias se han vuelto lo suficientemente
precisos como para poder expresarlos matematicamente.

Un ejemplo de creaciéon de un modelo continuo lo tenemos en la prediccion del
tiempo. En teoria, si pudiésemos programar en un ordenador todas las hipotesis co-
rrectas, asi como los enunciados matematicos apropiados sobre las formas en que las



4 Tema 1 Ecuaciones diferenciales

condiciones climaticas operan, tendriamos un buen modelo para predecir el tiempo
mundial. En el modelo del clima global, un sistema de ecuaciones calcula los cambios
que dependen del tiempo, siendo las variables el viento, la temperatura y la hume-
dad, tanto en la atmésfera como en la tierra. El modelo! puede predecir también las
alteraciones de la temperatura en la superficie de los océanos.

Por todo lo comentado anteriormente, hemos puesto de manifiesto que en los mode-
los matematicos del mundo real tienen gran importancia el estudio de las ecuaciones
diferenciales. En cualquier lugar donde se lleve a cabo un proceso que cambie conti-
nuamente en relacién al tiempo (rapidez de variaciéon de una variable con respecto
a otra), suele ser apropiado el uso de las ecuaciones diferenciales.

EJERCICIO 1

Escribir una ecuacion diferencial que describa la situacién dada.

1 La cantidad de bacterias en un cultivo crece, en cada momento, a un
ritmo que es proporcional al nimero de bacterias presentes.

2 Cuando los factores ambientales imponen un limite superior sobre su
tamano, la poblacion crece a un ritmo que es conjuntamente proporcional
a su tamano actual y a la diferencia entres u limite superior y su tamano
actual.

3 La razdén a la que las personas oyen hablar sobre un nuevo aumento de
precios es proporcional al nimero de personas en la ciudad que no han
oido hablar al respecto.

4 El ritmo con el que se propaga una epidemia en una comunidad es conjun-
tamente proporcional a la cantidad de residentes que han sido infectados
y al nimero de residentes propensos a la enfermedad que no han sido
infectados.

5 Si es cierto que en una economia estable la velocidad de disminucion del
numero de personas y, con un salario de por lo menos = euros, es directa-
mente proporcional al niimero de personas e inversamente proporcional
a su salario, obténgase la ley de Pareto, es decir la expresion de y en
funcion de z.

1.2. ;Qué es una ecuacion diferencial?

Aunque no sepamos que es una ecuacién diferencial, sin embargo estamos fami-
liarizados con el problema de resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones algebrai-
cas. Ademads, sabemos lo que se entiende por soluciéon de la ecuacion, aunque en

'En el Centro Nacional de Investigacién Atmosférica de EEUU tienen un superordenador con
el nombre de CRAY que puede ejecutar un modelo parecido.
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ecuaciones polinémicas de grado elevado o en ecuaciones donde aparecen funciones
trascendentes no podamos encontrar su valor exacto.

De manera general, F'(zy,zq, -+ ,x,) = 0, siendo F' una funcién vectorial de R" en
IR™, representa a un sistema de m ecuaciones en las variables x1, xa, -« , x,.

Si utilizamos el lenguaje del célculo diferencial podemos escribir ecuaciones donde
aparezcan una funcién y = y(t), definida sobre un cierto intervalo I C IR, la variable
t, y las derivadas de diferentes 6rdenes de y. Por ejemplo:

y =6t+5 y' = 6y
Y +3y+t=0 (y")? + 2ty +sent = 0.

Llamemos la atencién sobre el hecho de que ya hemos tenido ocasion de estudiar
este tipo de situaciones, concretamente cuando se realizé el estudio de las integrales
indefinidas. En efecto, dada la ecuacién 3/(t) = sent la idea bésica era encontrar
una funcion y(t) = —cost + C' que cumpla la igual anterior.

Los siguientes ejemplos tratan de mostrar como las ecuaciones diferenciales aparecen
al modelar situaciones muy simples.

EJEMPLO 1.1

= Un zooldgico planea llevar un leén marino a otra ciudad. El animal ird cubierto du-
rante el viaje con una manta mojada. En cualquier tiempo t, la manta perdera hume-
dad debido a la evaporacién, a una razén proporcional a la cantidad y(t) de agua
presente en la manta. Inicialmente, la sdbana contendra 40 litros de agua de mar.
Estamos interesados en encontrar una ecuacion diferencial que describa este proble-
ma.

Al ser y(t) la cantidad de agua en la manta en el tiempo t, del enunciado deducimos
que la razén de cambio de y(t) (su derivada 3/(t)), es proporcional a y(¢). Enton-
ces 3/ (t) = ky(t), donde la constante de proporcionalidad k es negativa, ya que la
cantidad de agua disminuye con el tiempo. Por tanto, nuestro modelo sera

y'(t) =ky(t), k<0, y(0)=40.

EJEMPLO 1.2

= La tabla siguiente:

Horas 0 1 3 ) 7 9 | 11 |13 | 15 | 17 | 19
Conc.(mg/1) || 12.0 | 10.0 [ 70 |50 | 35|25 |20 | 15|10 | 0.7 |05

muestra la concentracion de teofilina, una droga comin para combatir el asma, en
el torrente sanguineo, como una funcién del tiempo después de la aplicacion de una
dosis inicial.

Si representamos la concentracién de teofilina en funcién del tiempo nos aparece una
grafica que disminuye de manera exponencial (Figura 1.1 izquierda)
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2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5

Figura 2.1. Izquierda: escala normal. Derecha: escala logaritmica

Si tomamos logaritmos neperianos (Figura 2.1 derecha) de los valores de la con-
centraciéon, podemos ajustar esta nueva nube de puntos por una recta. Este pro-
ceso lo llevamos a cabo con el programa Mathematicag y su solucién es la recta
2.45337 — 0.164264t, que corta al eje de ordenadas en el punto (0,2.45337) y su pen-
diente es —0.164264. Por lo tanto, si la solucién del modelo es del tipo exponencial
y(t) = CeFt) entonces Iny = InC + kt. En consecuencia,

InC =245338 = C =e*¥33% =11.6275; k = —0.164265

5 10 15 20

Figura 2.2. Izquierda: ajuste lineal. Derecha: ajuste exponencial
y(t) = 11.6275¢~0-164264¢

Pasemos ahora a precisar algunos de los conceptos sugeridos.

Una ecuacién diferencial es aquella en la que aparece una funcién desconocida y
una o mas de sus derivadas. Cuando la funciéon desconocida depende de dos o mas
variables, entonces las derivadas que aparecen en la ecuacién diferencial seran deri-
vadas parciales, y en este caso diremos que se trata de una ecuacion en derivadas
parciales. Si la funcién depende sélo de una variable independiente, entonces la
ecuacion recibe el nombre de ecuacién diferencial ordinaria (E.D.O.). En este
curso estudiaremos algunos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n
que representaremos por

dy d*y d™y

Fty <~ < ... <2
(’y’dt’dtQ’ T dtm

):F(t7y7y/7'” 7yn)) :07
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donde F es una expresion matematica en la que aparecen la variable ¢, una funcién
desconocida y, y las derivadas de y hasta el orden n.

EJEMPLO 1.3
= Las siguientes ecuaciones son ecuaciones diferenciales ordinarias.

_2y// + By/ —y= St

dy
/t — 7 _ _b2
y'(t) = by

d*y | dy
p7 + o7 + 6y =0

s Las ecuaciones
O*u(x,t) i82u(3:,t)

or2 2 o2

0%u N 0%u N 0%u _10u
dx2  Oy? 022 kot’
son ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales.

U= u(377y727t)7

El orden de una ecuacion diferencial es el que corresponde a la derivada de mayor
orden que aparece en la ecuacién. De esta manera, ¥’ = ay — by? es una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden, mientras que
Pu(x,t) 1 0%u(x,t)
ox2 2 o2
es una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden.

EJEMPLO 1.4

s Clasificar cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales como ordinarias o en
derivadas parciales. Determinar el orden y la linealidad o no linealidad en cada caso.

(a) o +t*y =te' (b) " +4y" — 5y’ + 3y = sent
Pu %
(C) W + 87y2 =0 (d) thy + y2dt =0

dy d%y > 0*u 0%u  O%u
(e) a * <dt2> +oy (F) 0x20y? Tzt dy? o

dr\? d?r
/" — — = —_—
(g) "'+ ysent=0 (h) (ds) Vg2 T

d? d? d
(i) %g—l—tsenyzo G) LIy r% LT g

dt? dt ¢
cp dp\’
(k) a2 P <d€)



Tema 1 Ecuaciones diferenciales

Las soluciones son:

(a) |y + t?y = te!

Ecuacién diferencial ordinaria lineal de primer orden.

(b) ’y’” +4y" — 5y’ + 3y = sent

Ecuacién diferencial ordinaria lineal de tercer orden.

o [P P
¢ 9z2 Oy?

=0

Ecuacién en derivadas parciales de segundo orden.

(d) |dy+y2dt=0]

Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no lineal.

(e) |— +3

dy d2y
dt

dt?

5
> +5y =20

Ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden no lineal.

0*u 9%u
(f) 25,2 2
0x? 0y ox

+ost g tu=0

d%u
0y?

Ecuacién diferencial en derivadas parciales de cuarto orden.

(g) ’y”-l—ysent:O‘

Ecuacién diferencial ordinaria lineal de segundo orden.

w () T

2

| d
(i) Egthseny:

0

Ecuacion diferencial ordinaria no lineal de segundo orden.

Ecuacién diferencial ordinaria no lineal de segundo orden.

d*q dg

. q
89 g% 9
W) |Lge + R+

Ecuacién diferencial ordinaria lineal de segundo orden.

d%p
(k) a2 4P+(

dp
d

;

Ecuacion diferencial ordinaria no lineal de segundo orden




1.3 Solucién de una ecuacién diferencial 9

1.3. Soluciéon de una ecuacion diferencial

Antes de desarrollar esta seccién consideremos la ecuacién x? — 4z + 3 = 0. Cuan-
do nos planteamos el problema de encontrar soluciones de esta ecuacién estamos
suponiendo que existe un conjunto X donde la variable x puede tomar valores. En
general, la ecuacién no es valida para todo valor x € X y el problema de resolver la
ecuacién consiste en encontrar S C X tal que 22 — 4z + 3 = 0. Entonces S serd el
conjunto de soluciones, que en nuestro caso es {1, 3}, y por tanto decimos que 1y
3 son soluciones.

DEFINICION 1.3.1 Una solucién de la ecuacion diferencial

F<t7y>y/7"' 7yn)) :Oa

es cualquier funcion y = p(t), definida en un cierto intervalo I C IR, con derivada
de orden n en ese intervalo y tal que

F(t,pt), g t), - ,ot)) =0, Vtel.

El proceso de determinar todas las funciones que son soluciones de una ecuacion
diferencial se llama resolver la ecuacién diferencial. Por ejemplo, la integracion es
un tipo muy simple de resolucién de ecuaciones diferenciales.

A diferencia de las ecuaciones algebraicas, las ecuaciones diferenciales tienen por so-
lucién una funcion. Ademads, una ecuacién diferencial tiene generalmente un nimero
infinito de soluciones que recibe el nombre de solucién general. Algunas ecuacio-
nes diferenciales tienen soluciones que no pueden obtenerse de la solucion general y
en este caso reciben el nombre de soluciones singulares.

En ocasiones, se desea encontrar una solucién particular que satisfaga ciertas condi-
ciones adicionales llamadas condiciones iniciales. Las condiciones iniciales especifican
los valores de una solucién y de cierto nimero de sus derivadas en un valor concreto
de la variable ¢ (con frecuencia es t = 0, pero puede ser cualquier otro). El problema
de determinar una solucién de una ecuacién diferencial que satisfaga ciertas condi-
ciones iniciales se llama un problema de valores iniciales o de Cauchy.

EJEMPLO 1.5

= La ecuacién diferencial (y/(¢))? + 1 = 0 no tiene solucién real, ya que no existe un
numero real que elevado al cuadrado y sumado con uno valga cero.

» La ecuacién t? + 4?2 — 4 = 0 define en forma implicita una solucién de la ecuacién
diferencial ¢ + yy’ = 0 en el intervalo —2 < t < 2. En efecto, si derivamos en forma
implicita la expresién t? 4+ y? — 4 = 0 obtenemos,

20 +2yy' =0 = t4yy =0.

Si despejamos en la solucién el valor de y observamos que y = ++v/4 — t2 s6lo est4 de-
finida en —2 <t < 2.
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= Si derivamos la funcion
-t s t<O
YU # s t>0
podemos comprobar que es solucién de la ecuacién diferencial ty’ — 4y = 0 en el
intervalo —oo < t < o0.

EJEMPLO 1.6

» Estudiar si la funcién y = 1/t es una solucién de la ecuacién y’ = —y? en el intervalo
(0, +00).

La funcién y = 1/t es derivable en el intervalo (0, +00) y su derivada viene dada por

y' = —1/t2. Por lo que resulta inmediato que la funcién y = 1/t satisface la ecuacién

diferencial 3/ = —y2.

1.3.1. Existencia y unicidad de soluciones

Una vez que sabemos lo que se entiende por ecuacién diferencial y solucion de la
misma, podemos preguntarnos:

= ;Toda ecuacion diferencial tiene solucién?
= En el caso de que ésta exista, jcuantas tiene?, ;quiénes son?

Antes de responder a estas preguntas, veamos el ejemplo siguiente:

EJEMPLO 1.7

» La ecuacién diferencial (y'(t))% + (y(¢t))? + 1 = 0 no tiene solucién ya que (y/(t))? +
(y(t))? > 0 para cualquier pareja de valores reales que tomen las funciones y'(t) e
/
y'(t).

= Es inmediato comprobar que
y(t)=t>+C, VteRR,

es solucién de la ecuacién diferencial ¢/ (t) = 3t2, para cualquier valor de la constante
C'. Por tanto, existe un ntmero infinito de soluciones.

» En cuanto a la ecuacién y”(t) = 0, cualquier funcién cuya grafica sea una recta
serd solucion. También en este caso existe un niimero infinito de soluciones.
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Es bastante corriente que si una ecuaciéon diferencial tiene solucion, tenga infinitas
soluciones. En efecto, en el proceso de resolver la ecuacion diferencial tenemos que
hacer al menos una integral y en consecuencia nos aparecerd una constante que, al
tomar diferentes valores, nos definird una gama infinita de soluciones.

A partir de este momento, y salvo que no lo indiquemos, nos centraremos en las
ecuaciones diferenciales de primer orden F'(t,y,y’) = 0, donde supondremos que
podemos expresarlas como y' = f(t,y).

Consideremos el problema de valores iniciales (P.V.L.):

y/ - f(ta y) ) y<t0) =%o, (11)

estamos interesados en saber si dicho problema tiene soluciéon y en caso afirmativo
si ésta es Unica.

EJEMPLO 1.8

» Es facil ver que la ecuacién diferencial ty’ + y = 1 admite como solucién general
y = ¢/t +1,c € R, en cualquier intervalo que no contenga al cero. En efecto,
derivando la funcién y(t) se tiene

Y =——

= W y=—"4+°=1
2 yry=Ty Ty T

Si queremos determinar la solucién que pasa por el punto (1, 2) tenemos que imponer
la condicién y(1) = 2. El valor de ¢ que cumple con el requisito anterior es ¢ = 1,
con lo cual la solucién particular pedida es

y=E+1. (1.2)

En consecuencia, la funcién (1.2) es una solucién del problema de valores iniciales
ty +y=1, y(1)=2, (1.3)
en el intervalo (0, +o0c). Puesto que en
c
y= % + 1 ) ce Ra

estdn todas las soluciones de la ecuacion diferencial 3/ +y = 1, entonces el problema
(1.3) tiene solucién unica.

En cambio, no es posible encontrar una solucién que pase por el punto (0,2). Por
tanto, en este caso diremos que el problema de valores iniciales

ty +y=1, y(0)=2, (1.4)

no tiene solucién.
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= Es inmediato comprobar que el problema de valores iniciales
(V) =4y, y(0)=1, (1.5)

tiene dos soluciones: (a) y=(t—1)2, (b) y=(t+1)2.

TEOREMA 1.3.2 (Teorema de Cauchy-Peano) Sea (to, ) € IR? y suponga-
mos que existe un rectdngulo cerrado

R={(t,y) € R* : [t —to| < a, |y —y| <0}
en el que la funcion f es continua. Entonces el problema de valores iniciales

y' = f(ty), y(to) =wo,

tiene al menos una solucion definida en el intervalo (ty — 6,ty + ), donde

b
0 = min (a, —) , M= mix |f(t,y). (1.6)
M (ty)elR’

Hemos visto en el teorema de Cauchy-Peano que la continuidad de la funcién f(¢, y)
en una regién R garantiza que por cada punto de R pasa una solucién de la ecuacion
diferencial ¢ = f(t,y) {Sera también cierto que la continuidad de la funcién f(¢,y)
obliga a que por cada punto de R pase una tinica solucion? El siguiente ejemplo nos
dard la respuesta a esta pregunta.

EJEMPLO 1.9

» Supongamos la ecuacién diferencial ' = f(t,y) = y%, que podemos escribirla

_2 d 1
yy =1 = —@y)=1

Integrando

Wl

¢ 3
ys =t+c = y:<+k> , k= cte.

3

El problema de valores iniciales

2
v =y3, y(0)=0,

no tiene solucién tinica, ya que y = t3/27, e y = 0 son dos soluciones del mismo.




1.3 Solucién de una ecuacién diferencial 13

Este ejemplo muestra una ecuacién diferencial con una funcién f(t,y) = y** con-
tinua en un rectangulo R que contiene al punto (0,0), y sin embargo no tiene una
unica solucion. Si queremos conseguir este tltimo objetivo sera necesario exigir a la
funcién f nuevas condiciones.

TEOREMA 1.3.3 (Teorema de Picard) Sea (t,y0) € IR* y supongamos que
existe un rectangulo cerrado

R={(t,y) e R : [t —to| <a, |y —y| < b}

en el que las funciones [ y g—JyC son continuas. Entonces el problema de wvalores
iniciales

y=fty). ylto)=uwo,
tiene solucion unica definida en el intervalo (tog — d,to + &), donde § estd dado por
(1.6).
OBSERVACION 1.3.4

» Los Teoremas 1.3.2 y 1.3.3 nos dan condiciones suficientes pero no necesarias
para garantizar la existencia y unicidad de soluciones para un problema de
valores iniciales.

= La solucién de un problema de valores iniciales puede existir en un intervalo
mayor que el mencionado en los Teoremas 1.3.2 y 1.3.3.

= En los Teoremas 1.3.2 y 1.3.3 hemos considerado rectangulos R cerrados y
acotados. Pueden enunciarse teoremas analogos utilizando rectdngulos abiertos

R:{(tay) €R2 : ‘t_t()’ <a, ‘y_y0| <b},
o bien rectangulos del tipo

R={(t,y) eR?: ty<t<ty+a, |y—uyo| <b}.

0
En estos casos tenemos que anadir la hipdtesis de que las funciones f y 8_f
Y
estén acotadas.
EJEMPLO 1.10
= En el problema de valores iniciales
ty' =2y, y(0)=0, (1.7)

las funciones
2y Of(ty) 2

f(t)y):77 8y :ga
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no estan definidas en los puntos de la recta t = 0. Por tanto, no es posible encontrar
un rectangulo R que contenga al punto (0,0) en el cual la funcién f sea continua.
No podemos aplicar el Teorema 1.3.2 y, en consecuencia, no podemos asegurar nada
sobre la existencia de solucién del problema de valores iniciales (1.7). Sin embargo,
es facil ver que las funciones 3 = ct? con ¢ € IR son soluciones del problema (1.7) en
el intervalo —oo < t < oo. El problema de valores iniciales tiene infinitas soluciones.

1.4. Andlisis geométrico de 3/ = f(t,y)

Recordemos que estamos considerando ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden F(t,y,y’) = 0, donde F es una funcién de tres variables, y que sera posible
expresarla

y(t)=f(ty). (1.8)

1.4.1. Campo de direcciones

Las soluciones de (1.8) son funciones y las podemos representar graficamente como
una curva en el plano Oty. Supongamos que D sea el dominio de la funcion f, y
(to, yo) € D siendo y(t) una solucién de (1.8) de tal manera que su grafica pasa por
el punto (to, yo), por tanto y(to) = yo. En consecuencia, la ecuacién (1.8) expresa
que f(tg, yo) es el valor de la pendiente de la tangente a la gréfica de y(t) en (to, yo).

De esta manera, para cada uno de los puntos del dominio D podemos dibujar un
pequeno segmento con la direccién que f(t,y) determina. Un subconjunto del plano
Oty en el que para cada punto se ha definido una direccién se conoce con el nombre
de campo de direcciones.

Resumiendo, lo que hemos hecho al plantear la ecuacion (1.8) es definir un campo
direccional y el problema de encontrar sus soluciones es el de encontrar aquellas
curvas con la propiedad de ser tangentes a cada punto del campo de direcciones.

EJEMPLO 1.11

= Para dibujar el campo de direcciones y poder trazar algunas de las soluciones de la
ecuacién diferencial ' = y?, veamos qué informacién podemos extraer de nuestra
ecuacion diferencial.

(a) Es evidente que para cualquier valor de y su derivada y’ es positiva. Por tanto,
las curvas solucién son crecientes

(b) Para estudiar la concavidad de las curvas solucién necesitamos su segunda
derivada y” = 2yy’ = 2y3. En consecuencia, si y > 0, las curvas solucién son
convexas, mientras que si y < 0 son céncavas.
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(¢) Campo de direcciones. Nuestra ecuacién diferencial define un campo de di-
recciones en todo el plano Oty cuyas direcciones son constantes a lo largo de
rectas paralelas al eje de abscisas t.

Podemos construirlo (véase Figura 2.3) con ayuda del Mathematicag.

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{1,y?}, {t, —3,3}, {y, —3,3}]

Como la direccién que define el campo de la ecuacién ' = 32, en cada pun-
to del plano depende sélo de la coordenada y, entonces para cualquier yg los
puntos de la forma (¢,yo) con t € R, se encuentran rodeados de un campo
direccional idéntico. En consecuencia, las soluciones pueden obtenerse una de
otra haciendo traslaciones en la direccion del eje t

Figura 2.3. Campo de direcciones de y' = 2.

(d) Este hecho puede comprobarse si encontramos la solucién explicita de la ecua-

cién diferencial. Es inmediato comprobar que y(t) = —1/(t + ¢). Observemos
que esta familia de soluciones no contiene la solucién y = 0 para cualquier ¢
finita.

Para este ejemplo ha sido muy facil encontrar la solucion de la ecuacion diferencial,
pero esto no es lo mas frecuente. Por tanto, en gran parte de los casos sera nece-
sario hacer un estudio geométrico para conocer, al menos, el comportamiento de
las soluciones. Tengamos en cuenta que en muchos de los modelos que analizaremos
estaremos interesados no en la solucién concreta del problema, sino en su compor-
tamiento a “largo plazo”.
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1.5. Teoria cualitativa de EDO autonomas

1.5.1. Introduccidn.

A finales del 1600 I. Newton y G. Leibnitz descubrieron el Calculo y pusieron las
bases para el estudios de los Sistemas Dindmicos. En un principio y hasta momen-
tos recientes se ha intentado encontrar de forma exacta la soluciéon de la ecuacion
diferencial que modeliza a una determinada situacién. Sin embargo, existen modelos
aparentemente sencillos donde esto no es posible, por ejemplo el problema propuesto
a finales del siglo XIX por Poincaré? conocido con el nombre de los tres cuerpos.
Los matematicos probaron que para este problema de atraccién gravitatoria no era
posible dar su solucion explicita.

Por tanto, el desarrollo historico de las ecuaciones diferenciales ha seguido dos cami-
nos diferentes. El primero, se caracteriza por una busqueda de soluciones explicitas,
bien sea en férmulas exactas (lo que rara vez es posible) o bien en términos de series
de potencias. En el segundo, se abandona toda intencion de resolver las ecuaciones
diferenciales en sentido tradicional y se intenta obtener informacion cualitativa sobre
el comportamiento general de las soluciones.

En esta seccidn realizaremos un estudio geométrico para obtener informacion so-
bre el comportamiento de las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales llamadas
auténomas. En las préoximas secciones estudiaremos la forma de resolver ciertos ti-
pos de ecuaciones diferenciales. En general, resolver una ecuacién diferencial es un
problema dificil, sin embargo, en muchas ocasiones es posible dar informacién sobre
las soluciones sin necesidad de calcularlas.

1.5.2. Ecuaciones diferenciales autonomas

Ahora, nos centraremos en el problema de aprender cuanto sea posible sobre las
caracteristicas esenciales de las soluciones de ecuaciones diferenciales de la forma
y' = ¢g(y) por analisis directo de la propia ecuacién. Este tipo de ecuaciones dife-
renciales recibe el nombre de auténomas pues el segundo miembro de la ecuacién
es “independiente del tiempo”, en el sentido de no aparecer t. Ademads, si y(t) es
solucién de una ecuacién auténoma también lo es la funcién y(t + ¢), para cualquier
constante c.

DEFINICION 1.5.1 Los puntos ¢ € IR tales que y(t) = c es solucion de la ecua-
cion diferencial se llaman puntos de equilibrio.

Si suponemos que el comportamiento dindmico de un sistema biolégico esta mode-
lado matematicamente por las curvas soluciéon de una ecuacién diferencial autonoma

2A.H. Poincaré (1854 - 1912) se le consideré como el matemdtico mas grande de su época.
Fundé la dindmica topoldgica y la topologia. En sus trabajos sobre la mecanica celeste elaboré la
teoria de los desarrollos asintdticos, la cual, en la actualidad es una de las herramientas mas
poderosa del matemaético aplicado
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y estamos interesados por el comportamiento a largo plazo de las trayectorias (es
decir, de las curvas solucién), son de especial interés los estados de equilibrio, que son
aquellos estados y(t) que no cambian con el tiempo. Matematicamente esto significa
que y(t) = ¢ es una solucién de la ecuacién y' = g(y).

EJEMPLO 1.12

» Dada la ecuacién diferencial y/ = 7.5 — 24.25y + 22.25y — 8y® + y*. Para encontrar
los puntos de equilibrio resolvemos la ecuacién 4’ = 0 y obtenemos y = 0.5, 2, 2.5, 3.
Por tanto, las funciones y = 0.5, y(t) = 2, y = 2.5, y(t) = 3 son soluciones cons-
tantes. Por el Teorema 1.3.2 y Teorema 1.3.3 sabemos que la solucién es tnica. En
consecuencia, ninguna otra soluciéon puede tomar los valores 0.5, 2, 2.5 o 3. De este
modo, el plano Oty quedard dividido en regiones horizontales de tal manera que una
solucién que comience en una regién no podra salir de ella.

(1) g VR Y I B B
y(t
2 i i o4 i i
34 £ f £ £ £ £ & & & o«
- - - - - I~ - - g - i
1 2.5
H -~ -
2
T a - a - J
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N L. vy 4 A A A A A A 4 A A
1 4 3 4
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Figura 2.4. Linea fase de ¢y’ = (y — 0.5)(y — 2)(y — 2.5)(y — 3).

Si la condicién inicial yo es menor de 0.5 tendremos que y'(tg) es positiva y la
solucién sera creciente. Si y estd entre 0.5 y 2 o entre 2.5 y 3, entonces la derivada
serd negativa y la funcién decrecera . Finalmente, si una soluciéon comienza entre 2 y
2.5 o se encuentra por encima de 3 serd creciente. En general se cumple la siguiente
propiedad.

RESULTADO 1.5.2 §i g es una funcion con derivada continua en todo IR y con-
sideramos la ecuacion diferencial y' = g(y). Entonces:

» Para cada una de las raices de g(y) = 0, existe una solucién constante de la
ecuacion diferencial. Si g(c) =0 entonces y = ¢ es una solucion.

» Las soluciones constantes dividen al plano Oty en franjas horizontales. Cual-
quier otra solucion no constante estard contenida en una franja y serd estric-
tamente creciente o estrictamente decreciente.
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= Cada solucion no constante es asintotica a una solucion constante, o bien,
crece o decrece sin limite.

En nuestro ejemplo, observamos que si la condicién inicial estd proxima al 0.5 6 2.5,
entonces se tiene que la solucién del problema de valores iniciales tiende a 0.5 6 2.5
cuando t tiende a infinito. Por el contrario, si la condicién inicial estd préxima al 3
pero sin serlo, entonces la solucién del problema de valores iniciales crece sin limite
o decrece hacia 2.5. De alguna manera las soluciones constantes 0.5 y 2.5 atraen a
las soluciones mientras que las soluciones constantes 2 y 3 las repelen.

Las ideas anteriores conducen a los conceptos de estabilidad e inestabilidad. Asi,
las soluciones y(t) = 0.5 e y = 2.5 son estables mientras que y(t) = 2 o y(t) = 3
tienen un comportamiento inestable.

Intuitivamente, desde un punto de vista fisico solo interesan los puntos de equilibrio
que son “estables 7. Un péndulo en la posicion vertical superior estd en equilibrio,
pero es muy improbable que eso ocurra. Ademads, la menor perturbacién altera-
ra completamente el comportamiento del péndulo. Tal equilibrio es inestable. En
cambio, la posicién de reposo inferior es estable; si la perturbamos ligeramente, el
péndulo oscilard a su alrededor y (a causa del rozamiento) se aproximaré gradual-
mente a ella de nuevo. De aqui nace la idea intuitiva de fuente y sumidero.

DEFINICION 1.5.3 Decimos que un punto de equilibrio yo es:

s Un sumidero si cualquier solucion con condicion inicial “suficientemente cercana.®
Yo €S asintotica a yo cuando t aumenta.

s Una fuente, cuando todas las soluciones que comienzan cerca de yy se alejan
de yo cuando t aumenta.

= Un nodo si no es fuente o sumidero.

En nuestro caso, el eje de ordenadas recibe el nombre de linea fase, siendo los
puntos 0.5 y 2.5 sumideros y los puntos 2 y 3 fuentes.

Por lo comentado anteriormente, si ¢ es un punto de equilibrio y ¢'(¢) < 0 entonces
el cambio de signo es de positivo a negativo y las condiciones iniciales justo por
debajo de ¢ dan lugar a funciones crecientes hacia ¢ y las por encima de ¢ funciones
decrecientes a la solucién constante. En el caso en que ¢'(¢) = 0 no podemos asegurar
nada y es necesario ver si se produce cambio de signo. Si no se produce cambio de
signo tendremos que las soluciones por encima y por debajo de la constante son
ambas crecientes o decrecientes, es decir, por un lado se alejaran de la solucion
constante y por otro se acercaran.
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RESULTADO 1.5.4 En general, se cumple:

Sigla) =0y ¢(a) <0, entonces a es un estado de equilibrio estable para la
ecuacion diferencial auténoma y' = g(y).

Si gla) = 0 y ¢'(a) > 0, entonces implica que a es un estado de equilibrio
inestable para la ecuacion diferencial autdnoma y' = g(y).

Si a es un estado de equilibrio para y' = g(y) en el cual ¢’(a) = 0, debemos
estudiar la situacion con mds cuidado. Podemos encontrar ejemplos donde a
sea estable o inestable.

EJEMPLO 1.13

En el estudio de los efectos de la seleccién natural sobre una poblacién aparece la
siguiente ecuacion diferencial,

Y/ (£) = 0.0152(1)(1 — y(1)) (L9)

donde y(t) representa a la frecuencia con que se presenta cierto gen a, jcontra quien
va la presion selectiva?

Para conocer el comportamiento a largo plazo del modelo bastara con realizar un
estudio cualitativo de la ecuacién diferencial auténoma (1.9)) y para ello serd nece-
sario encontrar y clasificar sus puntos de equilibrio.

Los puntos de equilibrio son las soluciones y(t) constantes, por tanto aquellas fun-
ciones donde y'(t) = 0, es decir y(t) = 1, y(t) = 0.

Las soluciones constantes dividen a la regién {(t,y) € R?/t > 0,y > 0} en dos
franjas (Figura 2.5 colores verde y amarillo). Para valores iniciales de y(t) pertene-
cientes a la primera regién 0 < y(t) < 1, la derivada es positiva y en consecuencia las
soluciones y(t) son crecientes. Sin embargo, en la segunda regién 1 < y(t) (aunque
sin sentido bioldgico) la derivada y'(t) es negativa lo que indica que las funciones
soluciones y(t) son decrecientes. Estos resultados nos permiten decir que el punto
de equilibrio y(t) = 0 es inestable, mientras que y(t) = 1 es asint6ticamente estable
(sumidero). A largo plazo, y para cualquier valor inicial 0 < y(0) < 1 las soluciones
y(t) =1

0 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000

Figura 2.5.
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EJERCICIO 2

1 En el estudio de los efectos de la selecciéon natural sobre una poblacion
aparecen las siguientes ecuaciones diferenciales,

y'(t) = y(t)(1 — y(t))(0.15 — 0.5y(t))

y'(t) = 0.05y(t)(1 — y(t))(2y(t) — 1)

donde y(t) representa a la frecuencia con que se presenta cierto gen a.
Trazar las soluciones representativas considerando distintas condiciones
iniciales entre 0 y 1 y discutir posible interpretaciones genéticas para
estas curvas.

2 Obtener y clasificar los puntos de equilibrio de las ecuaciones diferenciales

autonomas.
Y(t)=(1-y)(y+1)?

y'(t) =yly —1)(8y — 2)

y'(t) = sen (%)

3 La dinamica de una poblacién viene dada por el siguiente modelo

O g5 (40 1) (1 40)

donde y(t) representa al nimero de individuos en el tiempo ¢.

(a) Encuentra los valores de y(t) para que la poblacién se encuentre en
equilibrio.

(b) Encuentra los valores de y(t) para los que decrece la poblacién.

1.6. Resolucién de E.D.O. de primer orden

1.6.1. Ecuaciones diferenciales en variables separables

Una importante clase de ecuaciones diferenciales esta formada por aquellas que
pueden expresarse de la forma: y' = p(t)q(y), donde p(t) es una funcién inicamente
de la variable t y ¢(y) es una funcién tnicamente de la variable y.
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Siy' = p(t)q(y) entonces (si ¢(y) # 0) dividimos por ¢(y) e integramos respecto de
t, obteniendo:

/@d :/p(t)dt.

EJEMPLO 1.14

Si deseamos resolver J

Y
— = ycost 2) =1.
5 —yeost, y(w/2)
Estamos ante una ecuacion diferencial de variables separables. Procediendo tal y
como hemos comentado anteriormente llegamos a

d

W _ costdt, (y#0).

Yy

Calculamos cada una de estas dos integrales
dy
— = [ costdt = In|y|=sent+c, ceR.
Yy

O bien

|y| _ esent—‘,—c — 6sentec = y = kesent7 = ]R\ {0} (k: — :Eec), (1.10)

Observemos que hemos podido separar las variables cuando y era distinto de cero.
No obstante, es inmediato comprobar que la funcién y = 0 también es solucién
de la ecuacién diferencial. Dicha solucién también podemos obtenerla de (1.10), si
admitimos que k pueda tomar el valor 0. En consecuencia, la solucién general de la
ecuacién diferencial viene dada por

y=ke*  keR. (1.11)

Ahora, si deseamos conocer la solucién particular que pasa por el punto (7/2,1),
sustituimos los valores en (1.11),

y(r/2) =1 = 1=ke™™? = k=1/e.

La solucién del problema de valores iniciales vendrd dada por

seny—1

y=e¢

EJEMPLO 1.15

En ciertas situaciones se plantea determinar la relaciéon entre algin estimulo fisico y
la reaccién correspondiente que se produce en el sujeto. Supongamos que la fuerza
de un estimulo es s y que la intensidad de la reaccién es una funcién de s, f(s).
Algunos datos experimentales sugieren que la razén de cambio de la intensidad de
la reaccion con respecto al estimulo es directamente proporcional a la intensidad de
la reaccién e inversamente proporcional a la fuerza del estimulo.
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De los comentarios anteriores se desprende que f(s) satisface la ecuacién diferencial

f(s)

S

fl(s)=k

para alguna constante positiva k. Es inmediato comprobar que la solucién general
de esta ecuacion diferencial de variables separables viene dada por

f(s)=cs"
EJEMPLO 1.16

» La tasa de variaciéon de una poblacién de bacterias viene dada por la ecuacion dife-
rencial y'(t) = (1 — t)y(t), siendo y(t) el nimero de bacterias en el minuto ¢. Si
inicialmente el nimero de bacterias es ¥, jcuantas bacterias habra después de t
minutos?

La ecuacién diferencial es de variables separadas

d 2 ,
Zy:(l_t)dt = lny:<t_2>+c = y:k,et—%

Ahora encontramos la solucién particular correspondiente al valor y(0) = yo, es decir

k = yo. Por tanto

2

y(t) = yoe' ™ 2

EJEMPLO 1.17

= Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

dy €t , e¥t
1) —==—; 2 = —
(1) dat 2y’ ) v ey + t2ev
(3) ¥ +y=ylt” +1), y(0)=1
dy € . .
(a) %= 2 Se trata de una ecuacién de variables separables,
()

dy et ‘
—=— = 2ydy=ce'dt

que se resuelve integrando en ambos términos de la ecuacién

/2ydy:/etdx = y=e+¢, ceR

evt

b) |y =——
(b) |y T
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Simplificando se reduce a una ecuacién diferencial inmediata

, e¥t evt t

Yo Wiy T w1 1482

que se resuelve por integracion,

¢ L[ 2 1
= [ —— _dgt== [ = = ZIn(1+¢ cR.
Y /1+t2 2/1+t2 pl+t)+e o

(© | ¥ +y=yte” +1), y(0)=1

Simplificando la expresion, la ecuacién diferencial se reduce a una de variables
separables,

d d
y':ytet2 = d—ztlzyﬁet2 = —y:tetzdt, (y #0).
Y

Integrando en ambos términos, se obtiene
d 1
/y :/tetht, = Inly| = ietQ +¢, c€eR,
Yy

que puede expresarse en forma explicita como
2
y=ke* | keR\{0} (k==%e). (1.12)

La divisién por y al separar las variables nos lleva a considerar la funcién
y = 0 que también resulta ser solucién de la ecuacion diferencial. Dicha so-
lucién se obtiene de (1.12) si admitimos el valor k& = 0. La solucién general
vendrd definitivamente dada por

2

y=ke* | keR. (1.13)

Para determinar la solucién particular que verifica la condicién inicial y(0) = 1,
sustituimos los valores t =0, y = 1 en (1.13),

y0)=1 = 1=ke? = k=2

Sustituyendo en (1.13) obtenemos la solucién

Y= e% <67271)

1.6.2. Ecuaciones diferenciales exactas.

Una forma de obtener una ecuacién diferencial es suponer F'(t,y) = C'y calcular su
diferencial total. En efecto,

OF(t,y) 0F(t,y)
ot o

dy =0, (1.14)
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ES frecuente encontrarnos con ecuaciones diferenciales escritas en la forma
M(t,y)dt + N(t,y)dy =0,

y por comparacién con (1.14), podemos preguntarnos si existird una funcién F'(¢,y)
tal que
OF(t,y) OF(t,y)
ot y

Es un hecho conocido (Teorema de Schwartz) que si la funcion F(t,y) es “razo-
nablemente buena”, entonces sus derivadas cruzadas coinciden. En consecuencia,
tenemos una condicién necesaria

D*F(t,y)  0*F(t,y) oM  ON

Loy yot . oy ot

= M(t,y), = N(t,y).

(1.15)

Puede demostrarse, que esta condicién también es suficiente.

DEFINICION 1.6.1 Diremos que la ecuacion diferencial
M(t,y)dt+ N(t,y)dy =0,

es ezracta, st cumple

oM  ON
dy ot
Si la ecuacion diferencial es exacta, entonces

OF(t,y)

SO Mty = P = [ Mg+ et).

Ahora, podemos derivar respecto de la variable y

OF(t,y)

B~ a% [/M(t,y)dt] +¢'(y) = N(t,y).

En consecuencia,
0
"(y)=N(t,y) — — | | M(t,y)dt| .
¢'(y) = N(t,y) 0y[/ (,y)}

Integramos respecto de y para encontrar el valor de ¢(y). Finalmente, la solucién
de la ecuacion diferencial es F'(t,y) = c.

EJEMPLO 1.18

= Para la ecuacién diferencial (6ty + 2y? — 5)dt + (3t> + 4ty — 6)dy = 0 se tiene

M(t,y) =6ty +2y> =5, N(t,y) = 3t* + 4ty — 6,
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y puesto que
oM ON
— =06t +4y = —
oy TV B

es exacta. Por tanto, existird una funcién F'(t,y) tal que

oF oF
— =M - =N -

Aplicando la técnica de resolucién expuesta anteriormente

OF
S = Mty = P = [ M= [ty 22 -5
= 3t%y + 2ty% — 5t + o(y),
OF
W N(t,y) = 3% + 4ty + ¢ (y) = 3t> + 4ty — 6.
Entonces,

¢'(y) = -6 = »(y) Z/—Gdy= —6y.

La funcién F(t,y) serd: F(t,y) = 3t2+2ty*>—5t—6y, y la solucién general vendra dada
en forma implicita por 3t> + 2ty> — 5t —6y=¢, ceR.

Factor integrante

A veces podemos encontrarnos con ecuaciones diferenciales
M(t,y)dt + N(t,y)dy = 0 (1.16)
que no son exactas, pero es posible buscar una funcién u(t,y) tal que la ecuacién

p(t, y) M(t,y)dt + p(t,y)N(t,y)dy =0,

si sea exacta. En este caso, la funcién u(t,y) recibe el nombre de factor integrante
de la ecuacién (1.16). Notemos que un método para encontrar la funcién u(t,y) es
resolver la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales

OuM) _O(uN)

ot oy

problema que como podemos comprender es bastante complejo. Por esta razén lo
que se hace es simplificarlo. Por ejemplo suponer que la funcién p depende solo de
t, solo de y, o bien de ty, de t + y, etc.
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EJEMPLO 1.19

= La ecuacién diferencial
(t 4 t* + tYy?)dt + ydy = 0 (1.17)

no es exacta, ya que

M(t,y) =t+t' +t'y> = %"j =2'y, N(ty) =y = %V = 0.
Si multiplicamos la ecuacién (1.17) por 1/(t? + y?) se obtiene la ecuacién
<t+t2> dt+ - dy=0. (1.18)
2 1 42 12 1 42

Esta nueva ecuacién diferencial es exacta. En efecto,

My (t,y) = (tz Ny +t2> = 8;\51 = (t2—f7;y2)2

Ni(t,y) = ﬁ = 8;\;1 = (t2_+22y2)2
Por tanto, la funcién
u(t,y) = 212

es un factor integrante de la ecuacién diferencial (1.17). Ahora podemos resolver la
ecuacién diferencial exacta (1.18). Es decir, existe una funcién F'(t,y) tal que

OF ¢ OF y
at 1()y) t2—|—y2+ 3 ay 1(ay) t2+y2
Operando
OF Y Y 1 9 9
dy 2+ ) /t2+y2y g (" +y7) +elt)

Por otro lado

OF ' )

— =+t t?
ot 752+y2Jr T

t
= +0(t) = s

t2+y2 +y2

es decir

1
Jt)=t* = cp(t):§t3.

La solucién general de (1.17) vendra dada en forma explicita por

1 1
iln(t2+y2)+§t3:c, celR.
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1.6.3. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

La teoria de ecuaciones diferenciales lineales ha sido objeto de profundos estudios a
lo largo de los tltimos 200 anos y es un campo muy bien conocido y muy completo.
Por el contrario, no se sabe casi nada de caracter general acerca de las ecuaciones
diferenciales no lineales.

DEFINICION 1.6.2 Una ecuacidn diferencial lineal de primer orden es una ecua-
cion del tipo

y' + o)y =q(t). (1.19)

Su ecuacion homogénea asociada es
v +pt)y=0. (1.20)
TEOREMA 1.6.3 FEl problema de valores iniciales con una ecuacion diferencial

lineal de primer orden tiene solucidn y es unica si las funciones p(t) y q(t) son
continuas.

La resolucién de la ecuacién homogénea (1.20) es facil pues es una ecuacién de
variables separables y su solucién es de la forma

o / plo)it

Para la resolucion de la ecuacion lineal completa, se utiliza un método llamado va-
riacion de las constantes que consiste en tomar la solucién general de la ecuacién
homogénea e imponerla como solucién de la ecuacién completa haciendo depender
de t a la constante ¢ de integracion.

Existe un segundo método de resolucién que consiste en encontrar el factor

integrante
p(t) dt
pu(t) = 6/ :

Multiplicando la ecuacién diferencial por p(t), se obtiene

p(t)y () + u(t)p(t)y(t) = u(t)q(t),

que puede expresarse como

(u(®)y(t) = pt)a(t) = wut)y(t) Z/u(t)q(t)dt+0-

Tan sélo queda despejar el valor de y(t) para encontrar la solucién de la ecuacién.
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EJEMPLO 1.20

dy 1
= Para resolver la ecuacion diferencial lineal d—‘z +¥y = 3t utilizamos el primer método,

encontrando la solucién de la ecuacién homogénea

(p(t) _ eff%dt — o Int _ eln(t_l) _ 1

7 .
q(t) 3t

La solucién buscada seré

Calculamos

1
y(t) =t + cs
» Utilizando el segundo método encontramos el factor integrante,
u(t) =el tdt =t,

multiplicando la ecuacion diferencial por esta funcién, obtenemos

1
yty=3 = () =3" = y=+c = yO)=t+c;.

1.7. E.D.O. lineales de segundo orden

Las ecuaciones diferenciales ordinarias podemos clasificarlas en dos grandes bloques:
las lineales y las no lineales. Las mas sencillas de estudiar son las del primer tipo
ya que debido a las propiedades de sus soluciones pueden caracterizarse de manera
general y ademas disponemos de métodos para resolver muchas de ellas.

DEFINICION 1.7.1 Una ecuacién diferencial lineal de orden n es una ecuacion
del tipo
an(t)y" + an1(y" "V + -+ ar(t)y + ao(t)y = b(t) (1.21)

donde a;(t)i = 0,1,2,--- ,n y b(t) son funciones continuas en algun intervalo I y
ademds a,(t) #0,Vt € I.

DEFINICION 1.7.2 La ecuacion diferencial
()Y + a1 ()Y + -+ ar(t)y + ao(t)y =0 (1.22)

se llama ecuacion diferencial lineal homogénea asociada a la ecuacion (1.21).
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Si las funciones a;(t) ,4 = 0,1,2,-- -, n son funciones constantes, entonces la ecuacion
(1.21) se llama ecuacién diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes.

Nos centraremos en las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden por un
doble motivo. En primer lugar, podemos hacer un desarrollo teérico relativamente
simple y, en segundo lugar, son muy importantes desde el punto de vista practico.

Una ecuacién diferencial lineal de segundo orden es una ecuacién del tipo
az(t)y" + al(t)y/ + ao(t)y = b(t) (123)

donde ay(t), a1(t), ap(t) y b(t) son funciones continuas en algin intervalo I y ademés
ag(t) 7é O,Vt el

Lo usual es escribir la ecuacién (1.23) en su forma candnica
y' o)y +a(t)y = g(t). (1.24)

Empezaremos su estudio analizando la ecuacion diferencial lineal homogénea aso-
ciada a (1.24), dada por

y" +p(t)y +q(t)y =0. (1.25)

TEOREMA 1.7.3 Sean p(t) y q(t) dos funciones continuas en algin intervalo I.
Entonces, para cualquier t € I, el problema de valores iniciales

Y +p)y +qt)y =0, ylto) =y, Y(to) =1y

tiene una unica solucion definida en el intervalo I, cualesquiera que sean los valores
/
Yo, Yo € IR.

RESULTADO 1.7.4 Siy.(t) e ya(t) son dos soluciones de (1.25), entonces cual-
quier combinacion lineal de ambas,

y(t) = cipn(t) + con(t), c, 0 € R

es también solucion de (1.25).

EJEMPLO 1.21

» La ecuacién diferencial lineal de segundo orden y” + 4y = 0 tiene por soluciones
y1(t) = cos2t, ya2(t) = sen2t. Por tanto, si hacemos uso del Resultado 1.7.4 la
funcién

y(t) = cr1sen2t +capcos2t, c1,c2 € R

serd también solucién de y” + 4y = 0.
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= Si consideramos la ecuacién diferencial de segundo orden no lineal
ty" +2yy =0, (1.26)

es inmediato comprobar que las funciones

t
t)=1 t) = ——
y1(t) o y2(t) 1+¢
son soluciones de (1.26). Sin embargo la funcién
()] t
y(t) = cryn(t) + coya(t) = c1 + 1+ was R

no es solucién de (1.26). En efecto,

262(01 —+ ¢y — 1) + 2c1c9

ty, + 23/3// = (t + 1)3 ’

no es idénticamente nula para cualquier valor de c¢; y cs.

RESULTADO 1.7.5 Sean y,(t) e y2(t) dos soluciones de la ecuacion diferencial

y' +pt)y +aq(t)y=0, (1.27)
definidas en el intervalo I, tales que
yi(to)  ya(to) ‘
0 1.28
e e |# (1.2

para algin ty € 1. Entonces cualquier solucion de (1.27) es combinacion lineal de
y1(t) e ya(t). Es decir,

y(t) = capi(t) + coya(t), 1, 2 € R
es la solucion general de (1.27).

DEFINICION 1.7.6 Dadas dos funciones yi, yo € CY(I), se define el Wrons-

kiano de y, e yo como la funcion

W[yl,yﬂ(t):\zi“g w0 rer. (1.20)

Observemos que el resultado anterior lo que hace es reducir el problema de resolver
la ecuacién diferencial (1.27) a encontrar dos soluciones particulares y; (t) e yo(t) que
cumplan con la condicion

Wly1,y2](to) # 0,

para algun ¢y € I. Dos funciones y;(t) e ya(t) con estas caracteristicas se dicen que
forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial
(1.27).
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EJEMPLO 1.22
= Las funciones y;(t) = e72 e y(t) = e * son soluciones de la ecuacién diferencial
Y+ 6y +8y =0 (1.30)

en el intervalo —oco < ¢t < co. Ademés

_ | n®) ) | _ e 2 e
Wiy, y2](t) = ’ yi(t) yé(t) T 972t _ g4t
Por lo tanto, forman un conjunto fundamental de soluciones de (1.30) en el intervalo
(=00, 00). La solucién general de (1.30) serd

= 27 £ 0,Vt € (—o0, 00).

y(t) = cre e ¢, eR.

1.7.1. Método de reduccion del orden

Si conocemos una solucién particular de la ecuacién lineal homogénea

y' +pt)y +qt)y=0 (1.31)

podemos encontrar otra solucién de (1.31) aplicando el método de reduccién del
orden.

Sea yi(t) una solucién particular de (1.31) hacemos el cambio de variable y =
z(t)y1(t) y derivamos

y =2y oy, Y =2y 22+ ey

Si sustituimos estos valores en (1.31) y tenemos en cuenta que y; es una solucién
particular de (1.31), la ecuacién diferencial inicial se transforma en esta otra

()2 + (201 (t) + p(t)ya(t)z' = 0.

Ahora el cambio v = 2’ reduce la ecuacién anterior a la ecuacién lineal homogénea
de primer orden

yi(t)v' 4+ (241 (t) + p(t)ys(t))v =0,

que podemos resolver por separacién de variables

u(t) = ?C(t)exp <—/p(t)dt) , ceR,

y como s6lo necesitamos una soluciéon podemos tomar ¢ = 1. Entonces

Z=v = z:/v(t)dt,
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y la nueva solucién de (1.31) serd

ya(t) = 2y (t) = vi(?) /v(t)dt.

Puede probarse que estas dos soluciones forman un conjunto fundamental de solu-
ciones de la ecuacién (1.31). La solucién general de (1.31) podemos escribirla como

y(t) = crya(t) + cayp(t) .

EJEMPLO 1.23

» La funcién y;(t) = €* es una solucién particular de la ecuacién diferencial lineal

homogénea
' — 4y +4y=0.

Podemos encontrar una segunda solucién utilizando el método de reduccién del grado
de la ecuacién diferencial.

Sea y(t) = z(t)y1(t) = z(t)e?, derivando
Y (t) = 2 (t)e® 4+ 2z(t)e?, " (t) = 2" (t)e*t + 42/ (t)e* + 4z(t)e?t,

sustituimos estas derivadas en la ecuacion diferencial lineal homogénea inicial y
simplificamos

2'(t)=0.

A continuacién procedemos a rebajar el orden, para ello llamamos v(t) := 2/(t) y
resolvemos la ecuacion diferencial que aparece

y la segunda de las soluciones buscada serd ya(t) = u(t)y;(t) = te*.

Estas dos soluciones forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
diferencial inicial. En efecto

1) y2(t) ‘_‘ et te2t

_|Y 4t _
W[yl’yﬂ(t)’yi(t) L(t) 262t 2t 4 22t =e'#0, Vte(—oo,00).

La solucién general de la ecuacion diferencial inicial es

y(t) = cre® +eate®, c1,c2 € R.
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1.7.2. EDQO lineal de segundo orden completa

La solucion general de la ecuacion diferencial lineal

y' +p)y +qt)y = g(t), (1.32)

la obtendremos a partir de las soluciones de su ecuacién lineal homogénea asociada

v + o)y +a(t)y = g(t),
y una solucién particular de (1.32).

RESULTADO 1.7.7 Sea y,(t) una solucion particular de la ecuacion diferencial
lineal

y' 4+ pt)y +q(t)y = g(t) (1.33)

e {y1(t), y2(t)} un conjunto fundamental de soluciones de su ecuacion diferencial
lineal homogénea asociada

y" +p(t)y +q(t)y =0. (1.34)
Entonces

y(t) = yp(t) + caya(t) + coye(t), 1, c2 € R.

serd la solucion general de (1.33)

1.7.3. Método de variacion de parametros

Como hemos visto en el Resultado 1.7.7, para poder encontrar la solucién general
de (1.33) necesitamos conocer una solucién particular. El método de variacién de
parametros nos proporciona un procedimiento para calcular dicha solucién particu-
lar.

Supongamos que {y(t), y2(t)} es un conjunto fundamental de soluciones de la ecua-
ci6n diferencial lineal homogénea asociada (1.33), entonces su solucién general yy, (%)
viene dada por

Un(t) = ciyi(t) + capa(t), 1, 2 € R.

El objetivo es encontrar una solucién particular de (1.33) que sea de la forma

Yp(t) = c1()yr(t) + ca(t)ya(t), (1.35)

donde ¢;(t) y co(t) son dos funciones a determinar. La duda que surge de forma
natural es saber si es posible encontrar dos funciones ¢ (t) y c2(t) tales que

Yp(t) = c1(B)yr(t) + ca(t)ya(t),

sean una solucién particular de la ecuacién diferencial (1.33). Observemos que lo
que hemos realizado ha sido en la solucién yy(t) = c1y1(t) + cay2(t), reemplazar las
constantes por los parametros variables ¢;(t), ca(t).
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Derivando
/ —_

Yp

Si ademads exigimos que ¢;(t) y co(t) sean funciones tales que

cryy + cyyr + cay + chya -

Ayt =0 =y, =cy + . (1.36)

Volviendo a derivar
/! /! / /! /
Yp = 1Yy Y1 + C2lp T CYs

y sustituyendo estos valores en (1.33)
yp + 2y, +a)y, = a(yi +p)y +a)y)
+ vy +p()ys + a(t)ys)
+ Ay + ey =g(1).
Pero al ser y1(t) e y2(t) soluciones de la ecuacién lineal homogénea
v+ +at)y =0, ys +pt)ys +a(t)y2 = 0.

Es decir
Y1 + sy = g(t) . (1.37)

De (1.36) y (1.37) obtenemos el sistema lineal de ecuaciones

{ yicy +F1pcy, = 0
yicy +yschy = g(t),

que resolviéndolo, encontramos las soluciones:

|44 W
A0 =TE b=,
donde
0 4 yi 0 ‘
Wy = = —pg(t), Wy= =y g(t
=Lty = we | =

y W es el Wronskiano de y;(t), y2(t), que como sabemos viene dado por

Wl i) = | 1 2

Resumiendo, para resolver la ecuacién diferencial (1.33) procedemos de la manera
siguiente:

(a) Encontramos la funcion y,(t) = c1(t)yi(t) +ca(t)ya(t) y posteriormente evalua-
mos el Wronskiano Wy, yo](t).
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(b) Obtenemos ¢ (t), ca(t) integrando las expresiones

—ya(t) g(t)
W[yla y2] (t>

ya(t) ()

alt) = Wl )0

c(t) =

(c¢) Construimos la solucién particular

Yp(t) = cr(t)yr(t) + co(t)y2(t)

EJEMPLO 1.24

= Supongamos que queremos resolver la ecuacion diferencial lineal completa de segun-

do orden
" 2t

!
+e2? T1ite

y y=1+1>. (1.38)

(a) En primer lugar necesitamos encontrar un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuacion lineal homogénea asociada

=0. (1.39)

Es inmediato comprobar que una solucién particular de (1.39) es y;(t) = t.
Para calcular otra solucién particular aplicamos el método de reduccién del
grado. Para ello, si realizamos el cambio de variable

y(t) = z(t)y1(t) =t 2(t),

se llega a la ecuacién diferencial

tz" + 2 =0.

1+t

Llamando v(t) = 2/(t) la ecuacién diferencial anterior se transforma en

tv' +

1+t27):0 = ()

Por tanto,

En consecuencia, la otra solucién particular es

yﬂﬂ=t<t—1>=tW—L

La solucién general de (1.39) viene dada por

y(t) =crt+e(t* —1), ¢, 2 €R.



36 Tema 1 Ecuaciones diferenciales

(b) Ahora buscamos una solucién particular de la forma

yn(t) = c1(t)t+ ca(t) (> — 1),

siendo
' 0 yz(t)' ’ 0 t2—1’
t) yh(t 1+ 2t
- L0 whO | 2 e
‘ yit) wa2(t) ’ ‘ tot?-1 '
n(t) wa(t) 1 2t
integramos

Del mismo modo

yi(t) 0 t 0
/ yi(t) g(t) 1 1+¢
ca(t) = = P =5
yi(t) y2(t) totm—1
n(t) vt 1 2t
y, por tanto,
2
eo(t) = / (1)t =
(¢) Por consiguiente
3 2 5 Loy oo
t)y=|t——=)t+=(t"—1)==(¢t t7).
w0 = (1= )t 50 1) = 5o+ 3e)

(d) Finalmente, la solucién general de (1.38) vendra dada por

1
y(t) = 6(t4+3t2)+c1t+c2 t2—1), c1,c€R.

1.8. E.D.O. lineales de segundo orden con coefi-
cientes constantes

En esta seccién estudiaremos ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden del
tipo
Y Fay Fazy = g(t), (1.40)

donde ay y as son constantes.

Para poder resolver estas ecuaciones procedemos tal y como lo hicimos en la seccion
anterior.
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1.8.1. La ecuacién lineal homogénea con coeficientes cons-
tantes

Counsideremos la ecuacion diferencial
v '+ a1y +ayy=0, (1.41)

donde a; y as son constantes.

Sabemos que la ecuacién diferencial lineal de primer orden ' + ay = 0, siendo a una
constante, tiene por soluciéon

at

y(t) =ce™™, —oco<t< 0.

En consecuencia, es logico tratar de determinar si existen soluciones exponenciales en
—00 < t < 00, de la ecuacién lineal homogénea (1.41). Comprobaremos que todas
sus soluciones son funciones exponenciales o se construyen a partir de funciones
exponenciales.

Consideremos la ecuacién diferencial
Y + a1y +ay =0. (1.42)

Probamos una solucién de la forma y(t) = e. Para ello derivamos y sustituimos en
(1.42)
M+ a A +ay) =0.

Como e #£ 0, Vt € (—o0,00), debe ocurrir que
M 4adt+ay,=0.

Esta ecuacion se conoce con el nombre de ecuacion caracteristica de la ecuacién
diferencial (1.42). Examinemos los diferentes casos que pueden presentarse:

= Primer caso. La ecuacién caracteristica tiene dos raices, A, A9, reales y dis-
tintas. Las soluciones

yi(t) =eMt () =M,

son linealmente independientes en —oo < t < oo y por lo tanto forman un con-
junto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial (1.42). La solucién
general es

y(t) = creMt + et e, €R

= Segundo caso. Cuando \; = )\, entonces solo existe una solucién exponencial
y(t) = eM. Podemos encontrar una segunda solucién utilizando el método de
reduccion del grado de la ecuacién diferencial.
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Sea y(t) = z(t)eM, derivando
y’(t) — 2/6)\7& + z)\e’\t, y”(t) — lee/\t + 2)\2/6)‘t + 2)\26)\t ’
sustituimos estas derivadas en la ecuaciéon diferencial (1.42), y simplificamos

2NN+ apheM 4 ageM) + (27N + 20 eM 4 a1 2/eM) = 0,

pero al ser eM una solucién de la ecuacién diferencial, podemos simplificar la

expresion anterior y nos queda z” + 2\z2' + a2’ = 0.

A continuacién procedemos a rebajar el orden, para ello llamamos v(t) := 2/(t)
y resolvemos la ecuacién de variables separadas que aparece

/

V+C2A+ta)v=0 = ZL:—(2/\—|—a1).
v
Es decir

—/@A+th

!
=z .

ln|v|:—/(2/\+a1)dt = v=ke

Calculando el valor de z(t)

z@:%{/e/@A+MMZH%W

Siklzl,kgzo

— [ (@A +ay)dt
2(t) = /e / dt = /6_(2’\+“1)tdt.

Por otro lado, para que la ecuacién A\? + a1\ + a; = 0 tenga una raiz doble,
tiene que ocurrir que su discriminante se anule. Calculando el valor de la raiz

a1
A=——.
2

z@%:/aﬂ“?ﬂmwp:/ﬁwzu

y la segunda de las soluciones buscada serd yy(t) = z(t)y; (t) = te.

Es decir,

La solucion general de la ecuacion diferencial inicial es

‘y(t) =ceM+ceote™, ¢, €R. ‘
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= Tercer caso. Si \; y Ay son raices complejas
M=a+if, =a—iBt, o BcR".
Estamos dentro del primer caso y por tanto
y(t) = ket 4 kyelemiAt

A continuacién, aplicamos la formula de Moivre para los nimeros complejos y
simplificamos

y(t) = kie®(cosft + isenft) + koe® (cos(—pft) + isen(—pt))

= ™ ((k1 + ko)cosft + (kii — koi)senft)

=|e™(cycosft + cosenfit)

EJEMPLO 1.25

» La ecuacion diferencial lineal homogénea
y" +6y +8y=0 (1.43)
tiene por ecuacion caracteristica
MA46A+8=(A+2)(A+4)=0.

Las raices son Ay = —2 y Ay = —4. En consecuencia, la solucién general de la
ecuacién diferencial (1.43) es de la forma

‘y(t) =cre 4+ ™, c,eR. ‘

» La ecuacion diferencial lineal homogénea
y' —4y +4y=0 (1.44)
tiene por ecuacién caracteristica
N _d +4=0,

que admite la solucién real doble A = 2. Por tanto, la solucién general de (1.44) es

‘y(t) =ce®t +ceote?, ¢, 0 €R.
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» La ecuacion diferencial lineal homogénea
v — 4y +5y=0 (1.45)
tiene por ecuacion caracteristica
M4 +5=0,
que admite las soluciones complejas conjugadas
M=2+4+i, I=2-—1.

En consecuencia, la solucién general de (1.45) es

2

tcost + coe®tsent, c1, o € R.

y(t) = cre

1.8.2. La ecuacién diferencial lineal completa de segundo
orden con coeficientes constantes

Como sabemos por la seccion 9.7.2; una vez resuelta la ecuacion lineal homogénea
asociada, la resolucion de la ecuacién diferencial completa

Y+ ary + axy = g(t) (1.46)

se reduce a buscar una solucién particular de (1.46), y podemos utilizar el método
de variacion de parametros para encontrarla.

EJEMPLO 1.26 texto
= Supongamos que queremos encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial
y' =2y +y=(t—1)e". (1.47)

(a) El polinomio caracterfstico A2 — 2\ + 1 tiene por raices \; = 1, Ay = 1. Por
tanto, y.(t) = cret + cotel.

Si y1(t) = €!, ya(t) = te!, su Wronskiano vale

Wiet te!] =W =e? £0, Vt e (—o0,00)

(b) Calculamos

, —yag(t)  —tel(t —1)e! 2 ot
= = =2+t = =t =
a= Ty 57 + a=-3t5
Y t t 2
¢ t—1 ¢
0,2:y1f():6( Je =t—-1 = cp=——7-1
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(¢c) Por consiguiente,

3 2 12 3 12
=(-+=)e+ (= —t)tef=(— = )¢
wo=(-5+5)¢ (5w =(5-5)

(d) La solucién general de (1.47) vendra dada por

y(t) = (% - %) e+ ciel +eate’, e, 2 € R.

1.8.3. Método de los coeficientes indeterminados

Ahora presentaremos un nuevo método para encontrar una solucion particular de
la ecuacién diferencial lineal completa con coeficientes constantes que no requiere el
calculo de integrales.

EJEMPLO 1.27

= Supongamos que queremos encontrar una solucién particular de

" 3t

Yy +4y =e.
El método consiste en conjeturar la solucién a la vista de la funcién g(t) = €.
Como en este caso estamos ante una funcién exponencial probamos con la soluciéon

y = Ae3. Si sustituimos en la ecuacién diferencial llegamos a
9Ae3 +4Ae% = A3 = A =1/13,

y la solucién particular buscada es y(t) = 1/13 €.

= Repitamos el método para encontrar una solucién particular de la ecuacién diferen-

cial
y' 42 ty=t*+e .

Ahora el segundo miembro g(t) estd compuesto por dos tipos de funciones. La pri-
mera de ellas 2 sugiere ensayar con un polinomio de segundo grado At? + Bt + C.
La segunda es la funcién exponencial e~! la cual nos indica que debemos buscar una
funcién del tipo Dt?e~ !, ya que tanto e~! como te* son soluciones de la ecuacién
homogénea. Por tanto, probamos con la funcién

y(t) = At> + Bt + C + Dt*e™".

Al sustituir en la ecuacion diferencial e identificar coeficientes se obtiene un sistema

de ecuaciones lineales que una vez resuelto presenta las soluciones
1
A=1, B=-4, (C=6, Dzi'

La solucién particular buscada es

1
y(t) =t> — 4t + 6 + ith*f .
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El procedimiento descrito en el ejemplo anterior se denomina método de los coeficien-
tes indeterminados. Se aplica cuando la funcion g(t) es de algunos tipos particulares.
Como regla general, probamos con una solucién particular del mismo tipo que la
funcién ¢(t) y con coeficientes indeterminados, multiplicando por ¢ o 2, si fuese
necesario, para conseguir que ninguno de los términos de la solucién ensayada sea
solucion de la ecuacién lineal homogénea asociada.

1.9. Notas histdricas

Si no se tienen ciertos conocimientos de ecuaciones diferenciales y de los métodos
usados para resolverlas, es dificil estudiar la historia y el desarrollo de esta impor-
tante rama de las matematicas. Mas ain, la evolucion de la teoria de las ecuaciones
diferenciales esta intimamente ligada al desarrollo general de las matematicas, y no
puede separarse de ella.

La teoria de las ecuaciones diferenciales se origina en los inicios del célculo, con Isacc
Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) en el siglo XVII. Aun
cuando Newton realizé, relativamente, poco trabajo en la teoria de las ecuaciones
diferenciales, su desarrollo del calculo y la aclaracion de los principios basicos de
la mecéanica proporcionaron una base para el desarrollo de sus aplicaciones, en el
siglo XVIII, con mayor alcance por parte de Euler. Newton clasifico las ecuaciones
de primer orden de acuerdo con las formas

dy/dr = f(z); dy/dx= f(y); dy/dv= f(z,y)

Para la ultima desarrolld un método de solucién, usando series infinitas, cuando
f(z,y) es un polinomio en x e y. Era muy sensible a la critica y, como consecuencia
de ello, tard6é bastante en publicar muchos de sus descubrimientos.

Leibnitz llego a los resultados fundamentales del calculo independientemente, aunque
un poco mas tarde que Newton. Nuestra notacién moderna para la derivada dy/dx
y el signo de la integral se deben a Leibnitz. Descubri6 el método de separacién de
las variables, asi como procedimientos para resolver las ecuaciones homogéneas de
primer orden y las ecuaciones lineales de primer orden. Mantuvo una abundante
correspondencia con otros matematicos, especialmente con los hermanos Bernoulli.
En el curso de esta correspondencia se resolvieron muchos problemas de ecuaciones
diferenciales, durante las tultimas décadas del siglo XVII.

A Newtony Leibnitz le siguieron los hermanos Jakob Bernoulli (1654-1705) y Johann
Bernoulli (1667-1748) y, el hijo de Johann, Daniel Bernoulli (1700-1782). Justamen-
te, éstos son tres de los ocho miembros de la familia Bernoulli, quienes en su tiempo,
fueron prominentes matematicos y hombres de ciencia. Con ayuda del calculo, formu-
laron y resolvieron las ecuaciones diferenciales de muchos problemas de mecénica.
Un problema (1696-1697) al cual contribuyeron ambos hermanos, y el cual pro-
vocé problemas entre ellos, fue el de la braquistécrona® que conduce a la ecuacién

3Determinacién de la curva de descenso més rapido
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no lineal de primer orden

y(1+ (y)2) =
donde ¢ es una constante. Newton también resolvié el problema antes, en 1697. Se
dice, tal vez no sea cierto, que Newton supo del problema al final de la tarde de
un fatigoso dia en la Casa de la Moneda, y lo resolvié en la noche, después de la
cena. Publicé la solucién en forma anénima, pero J. Bernoulli, al verla, exclamé “...
conozco al leon por su zarpa ...”

En 1690 J. Bernoulli publicé la solucion de la ecuacién diferencial, que en forma

diferencial se escribe
(b2y2 i a3)1/2dy — a3/2d27

Actualmente esta ecuacion se toma como un simple ejercicio, pero, en aquel tiempo,
encontrar la solucién, constituyé un avance trascendental.

A finales del siglo XVII, muchos de los métodos elementales de solucién para ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de primer orden se conocian y, la atencién se dirigié hacia
las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior y hacia las ecuaciones dife-
renciales parciales. Jacob Riccati (1676-1754), matemadtico italiano, considerd ecua-
ciones de la forma f(y,vy’,y”) = 0. Tambien consideré una importante ecuacién no
lineal, conocida como ecuacién de Ricatti

dy/dx = ag(x) + a1(z)y + as(x)y?

aunque no en forma general.

Leonhard Fuler uno de los matematicos mas grandes de todos los tiempos, tam-
bién vivié en el siglo XVII. Sus trabajos reunidos llenan més de sesenta voliimenes.
Aunque quedo ciego, durante los tltimos diecisiete a+os de su vida, su trabajo no
disminuyé. De particular interés es su trabajo sobre el planteamiento de problemas
de la mecanica y su desarrollo de métodos de solucion para estos problemas ma-
tematicos. Refiriéndose al trabajo de Fuler en la mecénica, Lagrange dijo que era el
primer gran trabajo en el que se aplica el analisis a la ciencia del movimiento. Fuler
también considerd la posibilidad de reducir ecuaciones de segundo orden a ecuacio-
nes de primer orden, mediante un cambio adecuado de variables; cre6 el concepto de
factor integrante, en 1739 dio un tratamiento general de las ecuaciones diferenciales
lineales ordinarias con coeficientes constantes. Contribuyoé al método de las solucio-
nes en series de potencias y dio un procedimiento numérico para resolver ecuaciones
diferenciales. También hizo contribuciones importantes a la teoria de las series de
Fourier y creé la primera discusion sistematica del calculo de variaciones.

En el siglo XVIII, los grandes matematicos franceses Joseph- Louis Lagrange (1736-
1813) y Pierre-Simon Laplace (1749- 1827) hicieron importantes aportaciones a la
teoria de las ecuaciones diferenciales. Posiblemente sea la ecuacion de Laplace, la
ecuacion diferencial en derivadas parciales mas conocida en la fisica matematica, la
ecuacion del potencial

Upg + Uyy = 0
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donde los subindices indican derivadas parciales. El trabajo monumental de La-
grange, Mecanique analytique, contiene las ecuaciones generales del movimiento de
un sistema dindmico, conocidas actualmente como las ecuaciones de Lagrange. Pa-
ra Laplace la naturaleza era esencial y las matematicas, eran su herramienta en el
aprendizaje de sus secretos; para Lagrange las matematicas eran un arte que justifi-
caba su propio ser. Sin embargo, ambos hombres realizaron avances de gran alcance,
tanto en la teoria como en las aplicaciones de las matematicas.

En los ultimos anos, algunos matematicos dedicados al estudio de las ecuaciones dife-
renciales ordinarias y parciales han tratado de elaborar una teoria sistematica (pero
general) rigurosa. La finalidad no es tanto crear métodos de solucién para ecuaciones
diferenciales particulares, sino desarrollar técnicas apropiadas para el tratamiento
de diferentes clases de ecuaciones .




