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Presentacion

La coleccién de Ejercicios Resueltos y Propuestos que presentamos se enmarca den-
tro de los Modelos Matematicos en la Empresa y esta dedicado al caso discreto.

Empezaremos con disversos ejercicios relacionados con los modelos discretos ma-
triciales haciendo especial hincapié en el modelo de Leslie y las tablas de vida.
Posteriormente se realiza una introduccién a los modelos discretos no matriciales.
Se inicia con distintos ejercicios que muestran las diversas técnicas de resolucién de
ecuaciones en diferencias. Continuaremos con el estudio de los puntos de equilibrio
y el andlisis de la estabilidad del modelo.

Un concepto interesante de los modelos discretos es el estudio de la teoria del caos.
En ellos analizamos el comportamiento de sistemas dinamicos discretos mediante
aplicaciones iteradas. Se construyen eligiendo un ntmero cualquiera como dato de
entrada de una funcién, utilizando el resultado como nuevo dato de entrada de la
misma funcién y repitiendo el proceso sucesivamente. Como sabemos por teoria,
una aplicacion iterada particularmente interesante y popular es la aplicacién logisti-
ca. Esta aplicacion muestra muchas de las propiedades que veremos también en los
sistemas continuos.
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Capitulo 1

INTRODUCCION AL MATHEMATICA.

En esta primera practica tendremos un primer contacto con el ordenador y el Aula
de Informatica. En concreto, recordaremos las funciones mas usuales del sistema
operativo Window y las instrucciones béasicas del programa Mathematica.

1.1. Representacién grafica de funciones

EJERCICIO 1 El consumo de luz (en miles de pesetas) de una vivienda, en
funcién del tiempo transcurrido, nos viene dado por la expresion:

ft)=—-022 +2t+10; 0<t<12
» Representar graficamente la funcién.

= ;En qué periodo de tiempo aumenta el consumo? ;En cudl disminuye?

= ;En qué instante se produce el consumo maximo? ;Y el minimo?
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)= £[t_] :=-0.2t%+2t +10

2= Plot[£[t], {t, 0, 12}, PlotStyle » RGBColor[1l, 0, 0]]
14+
1z

10

2 4 6 3 10 \1\2

Out[2]= = Graphics =

EJERCICIO 2 Durante los primeros seis meses del ano, se prevé que las cotiza-
ciones en bolsa de una empresa varfen segun la funcién, C' : [0,6] — IR definida
por C(t) = ¢3 — 6t> + 3t + 25. Donde ¢ indica el mes y C(¢) el valor en euros de
una accion en ese mes. Un grupo de inversores tiene previsto adquirir acciones de
esa empresa pero solamente cuando el valor por accién esté entre 15 y 23 euros.

(a) Determinar durante qué meses podra este grupo realizar la inversiéon deseada.

(b) Utilizar la representacién de la funcién para calcular de forma aproximada
los periodos obtenidos en el apartado anterior.

nsl= cft ] :=t3-6t%+3t+25

In[71:= Plot[{e¢[t], 15, 23}, {t, 0, 6},
Plotstyle » {RGBColor[l, 0, 0], RGBColor[0, 1, 0], RGBJolor[0, O, 1]}]

40

30

20

. ~___/

1 2 3 4 5 6

In[g]:= NSolve[c[t] == 15, t]
outgl= {{t—=-1.}, {t=2.}, {t=5.}}
n[9]:= NSolve[c[t] == 23, t]

ouigl= {{t = -0.372281}, {t=1.}, {t—=5.37228}}

La inversién debe realizarse para valores de ¢ en el conjunto [1,2] U [5,5.37]
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EJERCICIO 3 La poblacién de cierta region a lo largo de los diez primeros
meses del ano viene dada (en miles de individuos) por la funcién,

93 4 731152— 1127 359

P[O,lO]—)R P(t):—4—32t +@ mt—f—a

La gréfica de la funcion es:

53 5 731 , 1127 359
1= Pt ] i= -—— £t 4+ —— t° - t
- 432 432 216 54

1= Plot[P[t], {t, 0, 10}, PlotStyle —» RGBColor[0, 0, 1]]

10
g

<]

Si deseamos determinar durante qué meses la poblaciéon estuvo entre 3000 y 8000
habitantes, podemos encontrar estos valores de una manera grafica,

o con el Mathematica,
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In[15]:= NSolve[P[t] == 3, t]

Out[15]=
{({t>1.}, [t—>3.05319), {t - 9.73926}}

In[16]:= NSolve[P[t] == 8, t]

out[16]=
{{t > -0.240077}, {t>5.19122}, {t > 8.84131}}

La solucién es, P71([3,8]) = [0,1] U [3.05,5.19] U [8.8,9.7]

1.2. Ajuste por minimos cuadrados

El método de ajuste de datos por minimos cuadrados tiene su origen en un pro-
blema de astronomia. En concreto, se deseaba determinar la érbita de un asteroide.
En 1801 el astrénomo Giuseppe Piazzi descubrié el asteroide Ceres y pudo hacer
un seguimiento de su orbita durante 40 dias. A partir de ese momento, y tomando
como base los datos de Piazzi, muchos cientificos de la época intentaron descubrir la
orbita de este asteroide, pero los calculos basados en la resolucién de las ecuaciones
de Kepler eran muy complicados. A finales del 1801 Carl Friedrich Gauss aplicé el
método de los minimos cuadrados para determinar la érbita y permitié al astrénomo
aleman Zach poder localizar el asteroide. Finalmente, Gauss publicé su método en
1809 con el nombre “Theoria Motus Corporum Coelestium in sctionibus conicis
solem ambientium”. Al igual que ocurrié con el el calculo diferencial, el francés
Adrien-Marie Legendre desarrolld el mismo método de forma independiente en 1805.

Al realizar un determinado experimento, o al observar la evolucién de algunos de
los indices econdémicos, solemos encontrarnos con una tabla o colecciéon de datos,
sobre los que estamos interesados en construir un modelo matematico que pueda
describirlos. Con este objetivo las tareas que deben hacerse son:

= Ajustar a un tipo de modelo los datos seleccionados.
= Elegir, entre una familia de modelos, el méas apropiado.
= Hacer predicciones a partir del modelo obtenido.

El método de los minimos cuadrados interviene en la segunda de las fases, tratando
de determinar los parametros que aparecen en el modelo seleccionado. Este método
consiste en elegir una funcién y = f(x) que haga minimo al error,

Z‘yi - f(x)|2>

donde {(z;,v;);1 <i < m} representa a la coleccién de los datos.
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1.3. Descripcion del método

Suele ser bastante frecuente que en una primera etapa del crecimiento una poblacion
crezca segun el modelo exponencial,

y(t)=Ae", A reR". (1.1)

donde y(t) es el nimero de individuos de la poblacién en el tiempo ¢.

Sien (1.1) tomamos logaritmos neperianos,
In(y(t)) =In(A) +rt, A reR", (1.2)

donde esta expresiéon, como puede apreciarse, es del tipo lineal, y por lo tanto,
podemos realizar un ajuste lineal de los datos: In(y(t)) utilizando el método de los
minimos cuadrados.

EJERCICIO 4 En la tabla siguiente aparecen los datos de la poblacion
de Estados Unidos para cada década en el periodo 1800-1900:
’ ANO H t ‘ y(t) (en millones) ‘ In(y(t) ‘

1800 | O 5.3 1.666771

1810 | 1 7.2 1.97408

1820 | 2 9.6 2.26176

1830 | 3 12.9 2.55723

1840 | 4 17.1 2.83908

1850 | 5 23.2 3.14415

1860 | 6 31.4 3.44681

1870 | 7 38.6 3.65325

1880 | 8 50.2 3.91602

1890 | 9 62.9 4.14155

1900 | 10 76.2 4.33336

Podemos utilizar Mathematicag para la representacién grafica de estos datos.

A=ListPlot[{{0,5.3},{1,7.2},{2,9.6},{3,12.9},{4,17.1}, {5,23.2},{6,31.4},

{7,38.6},{8,50.2},{9,62.9},{10,76.2}}]
B=ListPlot [{{0,Log[5.31},{1,Logl[7.2]1},{2,Log[9.61},{3,Log[12.9]},

{4,Log[17.1]}, {5,Logl[23.2]}, {6,Logl[31.4]},{7,Logl38.61}, {8,Logl50.2]1},

{9,Log[62.9]1},{10,Log[76.2]1}}, PlotStyle — RGBColor[0,0,1]]
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= Empezaremos encontrando la recta y = at + b de ajuste de minimos cuadrados

para estos datos. Como es conocido, debemos buscar los parametros a y b tales
que hagan minimo la expresion,

=10
O(a,b) = > (In(y(t:)) — at; — b)*
=0
lo que obliga a resolver el sistema
( 99 =10

9.0 = —2;<ln<y<ti>>—ati_b>ti:o

3@ =10
53=0 = -2 ZO (In(y(t;)) —at; —b) = 0.

\

Ahora bien, en lugar de resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incégni-
tas anterior, es preferible hacer uso de algunos de los multiples programas
disenados para tal fin, por ejemplo Mathematicag.

Fit[{{0,Log[5.3]},{1,Logl[7.2]},{2,Log[9.6]1},{3,Log[12.9]},
{4,Log[17.1]}, {5,Logl23.2]1},{6,Log[31.4]1},
{7,Log[38.6]},{8,Log[50.21},{9,Logl[62.91}, {10,Logl76.2]}},
{1,t},t]

La respuesta que obtenemos es:

1.73224 + 0.270552¢

Ahora representamos la recta anterior
ajuste=Plot[1.73224+0.270552t,{t,0,10}]

y finalmente superponemos los datos reales (In(y(t)) y la recta obtenida en el
ajuste.
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Datos y recta de ajuste.

Para terminar encontramos los pardmetros A y r de (1.1),
In(y(t)) = In(A) + rt = 1.73224 + 0.270552 ¢,

o bien,
A= 565, ra0.27,

es decir
y(t) = Ae™ = 5.65e"7" .

20 ¢
&0
40

20 ¢

z 4 & B 10

Datos y(t) y funcién 5.65 %27,

De esta manera, podemos tener una estimacion de la poblacién para el ano
1910,
y(11) = 5.65e**™ = 110.13 millones .
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= Un segundo método consiste en hacer uso de los datos
y(0) =53, y(b) =233,
a fin de determinar los parametros A y r del modelo (1.1). De esta manera
y(0)=53 = 53=4" = A=53,

ademas
1 23.2
y(5) =232 = 232=053 ST = = R In (E) ~ (0.295289.

En consecuencia,
y(t) = 5.3 %258

100
=11
a0
40

20

z 4 & 8 10

Puntos = y(t); Rojo = 5.65 €927 Verde —5.3 ¢0-295¢
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 5

1.- En la tabla siguiente se encuentran los datos de poblacién para Es-
tados Unidos de 1910 a 1980. Realizar un analisis similar al ejemplo
resuelto para estimar la poblacién en el ano 1990.

‘ ANO H y(t) (en millones) ‘

1910 92.2
1920 106.0
1930 123.2
1940 132.2
1950 151.3
1960 179.3
1970 203.3
1980 226.5

2.- Recientemente hay un gran debate sobre la importancia de preservar
parte del terreno para mantener la biodiversidad. Muchos de los
argumentos utilizados estan basados en estudios realizados en islas
del Caribe. En este ejercicio se utilizara la ley potencial, en la cual
se supone que el nimero de animales N en el area A de la isla viene
dado por

N=kA", k,acR". (1.3)
Supongamos los siguientes datos:

H Area =A (Km?) ‘ Nimero = N ‘

Redunda 1 3
Montserrat 33 10
Jamaica 4.41 38
Cuba 46.74 97

Hacer uso de la metodologia utilizada en el Ejemplo 1.1 para com-
pletar la tabla:

H Area =A (Km?) ‘ Nimero = N

Saba 5
Puerto Rico 40
Santa Cruz 80
Espanola 88
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3.-

En 1601 el astrénomo J.Kepler formuld su tercera ley del movimien-
to planetario 7 = cd*? donde d es la distancia de un planeta al sol
medida en millones de kilémetros, 7" es el periodo orbital en dias y
c es una constante. Los datos observados para los cuatro planetas
Mercurio, Venus, Tierra y Marte son:

| d; || 58 [ 108 | 155 | 228 |
| T, [ 88 | 225 | 365 | 687 |

Ajustar el valor del parametro ¢ para estos datos, por el método de
los minimos cuadrados.

Aplicar el método de los minimos cuadrados para ajustar los datos
que aparecen en la tabla,

|z, 01 ]02] 03] 04]05 |
| y: [ 0.06 | 0.12 | 0.36 | 0.65 | 0.95 |

al modelo cuadratico y = f(z) = az? + bx + ¢
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Capitulo 2

MODELOS BASADOS EN SISTEMAS
DE ECUACIONES

2.1. Introduccion

Para resolver un problema que involucra sistemas de ecuaciones lineales se debe
tener en cuenta lo siguiente:

1.- Entender el problema.

2.- Determinar los datos conocidos.

3.- Nombrar adecuadamente las incoégnitas de acuerdo a lo que se pida.

4.- Establecer las relaciones existentes entre los datos conocidos y las incégnitas.
5.- Determinar el sistema de ecuaciones lineales asociado a las relaciones en (d).
6.- Resolver el sistema de ecuaciones lineales resultante en (e).

7.- Verificar que las respuestas obtenidas si estan de acuerdo al problema.

8.- Interpretar el resultado si es posible.

11
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EJERCICIO 6 Un empresario tiene tres maquinas que son empleadas en la fa-
bricaciéon de cuatro productos diferentes. Para utilizar plenamente las méaquinas
estaran en operacion 8 horas diarias. El nimero de horas que cada maquina es
usada en la produccién de cada uno de los cuatro productos estd dado por la
siguiente tabla:

H Producto 1 ‘ Producto 2 ‘ Producto 3 ‘ Producto 4 ‘

Maquina 1 1 2 1 2
Maquina 2 2 0 1 1
Méquina 3 1 2 5 0

Por ejemplo, en la producciéon de una unidad del producto 1 la maquina 1 se usa
1 hora, la méquina 2 se usa 2 horas y la maquina 3 se usa 1 hora. Encontrar el
nimero de unidades que se deben producir de cada uno de los 4 productos un dia
de 8 horas completas.

= Sea x; el nimero de unidades que se deben producir del producto ¢ que se fabrican
durante las 8 horas con i = 1,2,3 y 4. Entonces:

e 1lx1: es la cantidad de horas diarias que es usada la maquina 1 en la fabricacién
del producto 1.

e 2x9: es la cantidad de horas diarias que es usada la maquina 1 en la fabricacién
del producto 2.

e lxjs: es la cantidad de horas diarias que es usada la maquina 1 en la fabricacién
del producto 3.

e 2xy4: es la cantidad de horas diarias que es usada la méquina 1 en la fabricacién
del producto 4.

Como la maquina 1 debe ser usada 8 horas diarias, entonces tenemos que
lzy + 229 + 1oy + 224 = 8.

Procediendo de forma similar para las maquinas 2 y 3 obtenemos el sistemas de
ecuaciones lineales siguiente:

lzy + 229 + 1y + 224 = 8
2x1 4+ 0xo + 1z + 124 = 8
lzy + 229 + 323+ 04 = 8

El sistema puede ser analizado y resuelto con Mathematicag,

£ |Untitled-1 =

n[1:= Reduce [{X1 +2 X0 +X3 +2 x5 ==8, 2 x1 +0 X0 + X3 +x3 =8,

X1 +2x2+3 x3+0=x3 =8}, {x1, %2, x3, xa}]

QUE1]= 21 == 4 - H3 && ¥z == 2 — H3 && Hg == H3 j
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Fl sistema tiene infinitas soluciones. Cada variable x; es no negativa por representar
la cantidad de unidades fabricadas del producto i cada dia, por lo tanto x; > 0. Si
asumimos que se produce un nimero completo de unidades, entonces x; debe ser
ademads un nimero entero para que todos los x; sean no negativos. En consecuencia,
x4 debe ser un entero menor o igual que 2, siendo las posible soluciones las que
aparecen en la siguiente tabla:

ENEAENEN

Producto 1
Producto 2
Producto 3

4
3
2

2
1
0

0
1
2

0
1
2

EJERCICIO 7 Supongamos que tenemos una red de calles en una sola direccién
en una ciudad. Se quiere analizar el flujo de trafico en cada una de las calles. La
direccion del trafico en cada una de las calles estd dado en la figura. En varios
sitios se han colocado contadores, y el niimero promedio de coches que pasan
por cada uno de ellos en el periodo de 1 hora, aparece también en la figura. Las
variables x; ,7 = 1,2--- , 7 representan el nimero de coches por hora que pasan de
la interseccién A a la interseccion B, de la interseccion B a la interseccion C, etc.

300 200 100
A Y
500 4 B X2 C 600
Y %3 A X4 y X5
400 X¢ X7 450
F E D
Y 350 A 600 Y 400

En primer lugar determinaremos los posible valores para las variables x;. Asumimos
que el nimero de coches que llegan a una interseccién debe ser igual a
los que salen. Por lo tanto, teniendo en cuenta este hecho deducimos el siguiente

sistema de ecuaciones:

x1 + x3 = 800

T1 — 29 + x4 = 200

.1'2—1'5:500

x3 + x¢ = 750

T4+ x6 — 27 = 600
| —25 +27 =150
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El sistema tiene 6 ecuaciones lineales y 7 incognitas que puedes ser analizado y
resuelto con Mathematicag),

£ Untitled-1 *

In[1]:= Reduce [{x] + x3 == 800, x1 - X9 + x4 == 200, %9 - x5 ==500, %3 +x4 =750, 1 ]
X4 + Xg - X7==2600, -x5 +x7 =250}, {x1, %2, X3, X1}]

Out[1]= 21 == 50 + g && ¥z == 450 + 27 &&
¥y == 750 - Mg && Mg == 600 - Mg + M7 && ¥5 == -50 + 7

Es evidente que las variables x;, que representan al niimero de coches por hora en una
interseccidn, tiene que ser mayores o iguales a cero (valores negativos representarian
coches en direccién contraria). Aplicando esta restriccién tenemos,

L6 S 750, xT7 Z 50

Si suponemos que la calle que une los puntos D y F tiene que ser reparada, entonces
es necesario que el trafico que circule por esta calle sea minimo, esto es x7 = 50.
Pero si x5 = 0, entonces 7 = 50. Es decir, si se cierra la calle que une los puntos C
vy D conseguiremos que el flujo entre D y E sea el minimo. Los flujos x1, 3,24 v x¢
no estan determinados de forma tnica.

EJERCICIO 8 Un inversionista le afirma a su corredor de bolsa que todas sus
acciones son de tres compainias: BBVA, Banesto y Vodafone, y que hace dos dias
su valor bajo 350 euros pero que ayer aumenté 600 euros. El corredor recuerda que
hace dos dias las acciones de BBVA bajé 1 euro por accién y las de Banesto 1.50
euros, pero que el precio de las acciones de Vodafone subi6 0.50 euros. También
recuerda que ayer el precio de las acciones de BBVA subié 1.50 euros por accién,
las de Banesto bajé otros 0.5 euros por accién y las de Vodafone subi 1.0 euro
por acciéon. Demostrar que el corredor no tiene suficiente informacién para calcular
el nimero de acciones que posee el inversionista en cada compania, pero que si
sabemos que tiene 200 acciones de Vodafone, el corredor puede calcular el nimero
de acciones que tiene en BBVA y en Banesto.

s Llamemos x1 al nimero de acciones del BBVA, x5 al niimero de acciones en Banesto
y x3 el nimero de acciones de Vodafone. Por el enunciado deducimos el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

—x1 — 1.bxzo +0.523 = —350
1.521 — 0.5z9 + x3 = 600

Al ser mayor el numero de incégnitas que el de ecuaciones, el corredor de bolsa no
tiene informacién suficiente para determinar el nimero de acciones de cada una de
las companias.
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Si anadimos la condiciéon x3 = 200 entonces el sistema,

—x1 — 1.5z9 + 0.523 —350
1.521 — 0.5z0 +23 = 600
x3 = 200

es compatible determinado, que puede ser resulto con Mathematicag, obteniéndose:
x1 = 300, o = 100 y x3 = 200.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 9

1.-

Un viajero que acaba de regresar de Europa gasté 30 euros diarios
en Inglaterra, 20 euros diarios en Francia y 20 euros diarios en Gre-
cia por concepto de hospedaje. En comida gast6 20 euros diarios en
Inglaterra, 30 euros diarios en Francia y 20 euros diarios en Gre-
cia. Sus gastos adicionales fueron de 10 euros diarios en cada pais.
Los registros del viajero indican que gasté un total de 340 euros en
hospedaje, 320 euros en comida y 140 euros en gastos adicionales.
Calcular el niimero de dias que pasé el viajero en cada pais o com-
probar que los registros deben estar incorrectos debido a que las
cantidades gastadas no son compatibles una con otra.

Una encuesta dirigida a 250 personas se realizé para conocer sus
preferencias entre G.A.D.E. y F.I.C.O. Entre las que contestaron,
el 55 % prefiri6 G.A.D.E. Si los que prefirieron F.I.C.O. fueron 90,
+cu+ntos no contestaron a la encuesta?

Para el control de cierta enfermedad de una planta, se usan tres
productos quimicos en las siguientes proporciones: 10 unidades del
producto A, 12 unidades del producto B, y 8 unidades del producto
C. Las marcas X, Y y Z son atomizadores comerciales que se venden
en el mercado. Un litro de la marca X contiene los productos A, By
C, en la cantidad de 1, 2 y 1 unidades respectivamente. Un litro de la
marca Y contiene los productos en la cantidad de 2, 1 y 3 unidades
respectivamente; y un litro de la marca Z los contiene en la cantidad
3, 2 y 1 unidades respectivamente. ;Qué cantidad de cada marca
debe emplearse para fumigar la planta con las cantidades exactas de
los productos requeridos para el control de la enfermedad?

El siguiente diagrama reproduce una red de calles de una sola direc-
cion con el flujo de trafico en las direcciones indicadas. El niimero
de coches esta dado como promedio de coches por hora. Suponiendo
que el flujo que llega a una interseccién es igual al flujo que sale de
ella, construir un modelo matematico del flujo de trafico. Si la calle
que va de C a A estuviera en reparacion, ;cual seria el minimo trafico
que se podria permitir?. ;Como podria obtenerse este minimo?
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5.-

A 300 100
200 A X1 B 400
X4 i Xy
2‘50 X3 300
C h D B
750 400

Una refineria produce gasolina con y sin azufre. Cada tonelada de
gasolina sin azufre requiere 5 minutos en la planta A y 4 en la planta
B. Por su parte, cada tonelada de gasolina con azufre requiere 4
minutos en la planta A y 2 en la planta B. Si la planta A tiene 3
horas disponibles y la B 2 horas, ;cuantas toneladas de cada gasolina
se deben producir para que las plantas se utilicen al maximo?

Un médico esta preparando una dieta que consta de los alimentos A,
B y C. Cada gramo del alimento A contiene 2 unidades de proteina,
3 unidades de grasa y 4 unidades de carbohidratos. Cada gramo del
alimento B contiene 3 unidades de proteina, 2 unidades de grasa
y 1 unidad de carbohidratos. Cada gramo del alimento C contiene
3 unidades de proteina, 3 unidades de grasa y 2 unidades de car-
bohidratos. Si la dieta debe proporcionar exactamente 25 unidades
de proteina, 24 unidades de grasa y 21 unidades de carbohidratos,
jcuantos gramos de cada comida se necesitan?

Una compania representa a tres refiner+as de petréleo. Llamémos-
las Refineria 1, Refineria 2 y Refineria 3. Cada refineria produce
tres productos basados en el crudo: alquitran, gasdleo y gasolina.
Supongamos que, de un barril de petréleo, se sabe que:

» La primera refineria produce 4 litros de alquitran, 2 de gaséleo,
y 1 de gasolina.

= La segunda refineria produce 2 litros de alquitran, 5 de gaséleo
y 2.5 de gasolina.

= La tercera refineria produce 2 litros de alquitran, 2 de gasdleo
y 5 de gasolina.

Supongamos que hay una demanda de estos productos de la siguien-
te manera: 600 litros de alquitran, 800 litros de gasdleo, y 1000 litros
de gasolina. ;Cuantos barriles de crudo necesitara cada refineria pa-
ra satisfacer la demanda?
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Solucién: La Refineria 1 mecesitaria 31.25 barriles de crudo. La
Refineria 2 necesitard 87.5 barriles de crudo y la Refineria 3 ne-
cesitard 150 barriles de crudo.



Capitulo 3

EL MODELO ECONOMICO DE
LEONTIEF

3.1. Modelo de Leontief de Entrada-Salida

El economista Wassily W. Leontief naci6 en San Petersburgo en 1906. Estudié en las
Universidades de Mosct y Leningrado doctorandose en 1928 en Berlin y trabajé en la
escuela de Kiel hasta su supresion por Hitler. En 1929 emigré a los Estados Unidos,
se incorporé a la Oficina Nacional de Investigaciéon Econémica de New York, y fue
profesor en la Universidad de Harvard. Obtuvo el Premio Nobel de Economia en
1973 por el desarrollo del método Entrada-Salida (input-output) y su aplicacién
a importantes problemas econémicos. Los primeros pasos tedricos del modelo los
desarrollé en Kiev, y en 1941 publicé su celebre libro ”The Structure of the American
Economy”, donde por primera vez se presentd esta metodologia de estudio.

El método es utilizado para analizar las relaciones existentes entre diferentes sectores
de produccién y consumo que forman parte de la economia de una naciéon aunque
en la actualidad puede ser usado en contextos mas limitados, como por ejemplo,
grandes empresas.

El modelo supone que la economia a estudiar esta formada por diferentes sectores
de produccion y de servicios. Existe una demanda interna que se tiene que atender
y también una demanda externa que también hay que satisfacer.

Supongamos la tabla siguiente que representa a las necesidades de demanda interna:

19
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| produccién/demanda || Agricultura | Manufactura | Servicios

Agricultura 0.4 0.03 0.02
Manufactura 0.06 0.37 0.1
Servicios 0.12 0.15 0.19

La primera columna se interpreta de la siguiente manera: el sector de la Agricultura
necesita 0.4 del propio sector, 0.06 del sector de Manufactura y 0.12 del sector Ser-
vicios.

Generalizando, supongamos que una economia tiene n industrias (Iy, I, - - - , I,,) don-
de cada una de ellas tiene unas necesidades de entrada (electricidad, materias pri-
mas, etc.) y unas salidas (los productos acabados). Sea d;; la cantidad de entrada
que la industria I; necesita de la industria /; para producir una unidad. Con estos
coeficientes confeccionamos la matriz de entrada-salida,

dll d12 U dln
po|
dnl an e dnn

donde las filas corresponden a los I; provedores y las columnas a los usuarios I;.

Si, por ejemplo, dog = 0.23 esta dado en euros, entonces debe utilizarse 0.23 euros
del producto de la industria 2 para producir un valor de un euro del producto de la
industria 3.

Es evidente que la cantidad total gastada por la industria I; para producir un valor
de un euro de salida esta dada por la suma de los elementos de la columna 5 de la
matriz D. En este caso, para que el modelo sea coherente tiene que ocurrir:

= Los valores d;; deben ser tales que 0 <d;; <1

= La suma de los elementos de cualquier columna debe ser menor o
igual que uno.

= Se cumple la condicion de equilibrio: los gastos debidos al consumo
deben ser iguales a los ingresos obtenidos de las ventas.

Resumiendo, el objetico del modelo de Leontief es encontrar el equilibrio entre la
oferta y la demanda en una economia. Para cada uno de los sectores industriales
existe una ecuacién que relaciona oferta y demanda, de tal manera que en cualquiera
de estos modelos es usual encontrarse con sistemas de miles de ecuaciones lineales
con miles de incognitas.
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EJERCICIO 10 Supongamos una economia que consta de dos industrias I e
15, siendo las interacciones entre ellas las dadas por la tabla siguiente:

|

H Entrad. I; ‘ Entrad. I H Demand. finales ‘ Producc. total ‘

Produccién de I 60 64 76 200
Produccion de I 100 48 12 160
Entradas totales 200 160

También se supone que todo lo que se produce se consume. Es decir, la produccion
de cada industria debe ser igual a la suma de todas las entradas (en las mismas
unidades)

Observemos que de las 200 unidades producidas por I;, 60 las utiliza la misma
industria, 64 la Is, y quedan 76 unidades diponibles para la demanda final (bienes
no utilizadas por la propia industria).

Supongamos que se ha realizado una investigacion de mercado y se ha detectado que
dentro de 5 anos la demanda final para la industria I; decrecera de 76 a 70 unidades,
mientras que la I» pasara de 12 a 60 unidades. ;Qué tanto deberia cada industria
ajustar su nivel de produccién a fin de satisfacer estas estimaciones?

De la tabla, deducimos que la industria I; necesita el uso de (60/200)z; unidades
de su propio producto y (100/200)z; unidades del producto de I, para producir
x1 unidades. De manera semejante la industria I deberfa usar (64/160)xz2 unida-
des del producto de I1 y (48/160)x2 unidades de su propio producto. De la tabla,
observamos que: La industria I; requiere la utilizacin de (60/200)z; unidades de
su propio producto y (100/200)z; unidades del producto de I, para producir x;
unidades. En forma andloga, I deberia usar (64/160)x2 unidades del producto de
I, y (48/160)z2 unidades de su propio producto. Al ser la produccién total igual a
las unidades consumidas por la industra I; mas las consumidas por la Iy y ademés
la demanda final, se obtiene:

60 64
Ir1 = ﬁﬁl + ﬁI‘Q + 700

Razonando de forma similar para la produccion total de Is,

27 500" T 1602

Este sistema de ecuaciones lineales puede ser expresado matricialmente:
z1 ) _ [ 60/200 64/160 71 70
x2 )\ 100/200 48/160 2 60

o de forma simbdlica:

X=AX+D
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ecuacion conocida como de insumo-producto, siendo, X la matriz de Produccién,
A la matriz Insumo-Producto y D la matriz de Demanda.

Notemos:

1.- El elemento a;; corresponde a la proporcién de los insumos de la industria j
que son producidos por la industria 2.

2.- Cada elemento de la matriz A se encuentran entre cero y uno.

3.- La suma de los elementos de cualquier columna nunca es mayor que uno.
= Para hallar la matriz de produccion X actuamos de la siguiente manera,

X=AX+D = X-AX=D = ((-A)X=D

si existe la matriz inversa (I — A)~! entonces:

X=(1I-4A)"D (3.1)
£3 Untitled-1 * _
0.3 0.4 =
= A= (07g o's) ]
70
n4p= d - = (60) ]
InEl= X := Inverse[IdentityMatrix[2] - A].d ]
In7:= MatrixForm[X] ]
Out[T#MatrixF orm=
( 251.724 ]
265.517

Conclusién: La industria I; debe producir 251.7 unidades y la industria I3 265 uni-
dades de su producto con el fin de cumplir con las demandas finales de la proyeccion
a b anos.

EJERCICIO 11 Supongamos la tabla siguiente que representa a las necesidades
de demanda interna:

| produccién/demanda || Agricultura | Manufactura | Servicios |

Agricultura 0.4 0.03 0.02
Manufactura 0.06 0.37 0.1
Servicios 0.12 0.15 0.19
80
Supongamos que la matriz de demanda es D = | 140 |. Determinar la produc-
200

cion total, que cumple la demanda interna y externa.
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= Debemos aplicar la férmula (3.1), X = (I — A)~!D, siendo la matriz A de Insumo-

Producto,
0.4 0.03 0.02
A= 0.06 0.37 0.10
0.12 0.15 0.19
158.36
La solucién es X = 288.52
323.76

EJERCICIO 12 Una economia simple tiene tres industrias que son dependientes
entre si, pero que no dependen de industrias externas (modelo cerrado de Leontief).
Estas industrias son: agricultura, construccion y transporte. La fraccion de cada
producto que consume cada industria viene dado por:

Agricultura | Construccion | Transporte
. 7 3 3
Agrlcultu.ra, 15 ; is
Construcciéon = g 2
4 p 8
Transporte T E T

donde las filas representan al consumo y las columnas a la producciéon. Si xq, 2o, 3
representan a los ingresos de la industria de la agricultura, construccion y trans-
porte, respectivamente. Determinar los ingresos de cada sector de la economia.

= Observemos que el elemento a;; denota la fraccién de bienes producidos por las
personas que trabajan en la industria j y que es consumida por las personas que
trabaja en la industria i. Por ejemplo, d3; = 4/16, significa que la industria del
transporte consume 4/16 del total de la produccién agricola.

Del enunciado deducimos,

7 3 3 _ _9 3 3 e —
1621 T g2 + {73 = T1 1621 + gT2 + 16%3—0
5 1 5 _ D5 _ 5 Do —
E$1+6x2+ﬁ$3 = I = 1621 633‘2+ 16 %3 =0
4 2 8 _ 4 2, 1.
621t 522 + {523 = 23 621 T 52 723 =10

que puede ser resuelto con Mathematicag),

File Edit Cel Format Input Kernel Find ‘Window Help

B4 Untitled-1*

1= NSolve[{-9/16 X1 +3 /6 x0 +3/16x3 =0, 5/16x1 -5/6x%x2+5/16x3 =0,
4/16 % +2/6x%-1/2x3 =0}, {x1, X2, X3}]

[}

Outf1]= {4x%1 = 0. +1. x5, ¥2 20, +0.75x3}}
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La solucién general es,
{(e,0.73cr, ) : « € R}

Existen infinitas soluciones siendo una solucién particular (4,3, 4), los ingreso de la
industria de la agricultura, construcciéon y transporte estdn en la proporcién 4:3:4.

EJERCICIO 13 Consideremos un modelo de Leontief con sélo tres sectores in-
dustriales: energia, construccién y transporte, interconectados de la manera que se
expresa en la tabla siguiente:

Energia | Construccién | Transporte | Demanda consumidor
Energia 0.4 0.2 0.1 100
Construccion 0.2 0.4 0.1 50
Transporte 0.15 0.2 0.2 100

;Cuéntas unidades, en euros, de cada factor (energia, construccién y transporte)
se debe producir y ofertar) para asegurar que la demanda del consumidor esté sa-
tisfecha?

Estamos ante un modelo de Leontief cuyas ecuaciones son:

z1 = 0.4z + 0.229 + 0.123 + 100
xo = 0.221 + 0.429 + 0.1x3 + 50
x3 = 0.1521 4+ 0.229 + 0.2235 4+ 100

siendo 1, x2, x3 las demandas total de la energia, construccion y transporte, respec-
tivamente.

El lado izquierdo de cada una de las ecuaciones representa a la oferta existente de
cada uno de los factores (energia construccién y transporte) expresada en euros. El
lado derecho de las ecuaciones corresponden a las demandas, que son de dos tipos:
las demandas (internas) de cada uno de los tres sectores y por otro lado la demanda
en euros, de los consumidores (externa).

Si el sistema es compatible, entonces diremos que el sistema se encuentra en
equilibrio, puesto que la oferta de cada uno de los factores coincide con su deman-

da.

La restriccion que impone el modelo de Leontief, es que la suma de las unidades que
son necesarias emplear de cada uno de los tres sectores (suma de los elementos de
las columnas), debe ser inferior a uno. Observemos que 0.4+0.2+0.15 < 1, por otro
lado 0.2404+02<1y0.1+01+0.2<1.

Usamos Mathematicag para resolver el sistema,

Ing:= NSolve[{0.4 %, +0.2%2+0.1x%3+100==%7, 0.2%1 +0.4%+0.1 x3+50 ===%,, |
0.15%1+0.2 %2 +0.2 %3 +100 == %3}, {x1, %2, ®3}]

outlsls {{x1 = 276.316, x; - 213.816, X3 - 230.263}} 3
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Como hemos comprobado el modelo de Leontief estudiado estd en equilibrio siendo

la solucién: 1 = 276.31, x5 = 213.81, x3 = 230.26.

Por 1ltimo recordar que el modelo también puede ser resuelto de manera matricial
tal y como se ha realizado en ejercicios anteriores X = (I — A)~!'D, o por iteracién

(repeticién del proceso) de la manera siguiente.

z1
T2 =
z3

El método consiste en calcular X (i +1) = AX (i)« D coni=1,2,3,---

1
A1l X @ = 2]
3

04 02 0.1
0.2 04 0.1
0.15 0.2 0.2

a:=| 0.2 0.4 0.1

d:= hO
100

100 ]

n23}= For[i=1;t =X, i <15, i++, £t =A.t +d; Print[t]]

0.4 0.2 0.1]

0.15 0.2 0.2

[f{i01.1}, {51.33}, {101.15%}

{{l60.815}, {100.
{{139.063}, {137.
{{224.382}, {l6Ll.
{{241.345}, {178.
{{252.756}, {1390.
{{2e0.441}, {197.
{{265.618}, {203.
{{269.107}, {20&.
{{271.458}, {208&.

[{273.0423, {210.

855}, {145.855}}
073, {173.424}}

983}, {191.958}}
865}, {204.446})
Z6}, {212.8641}

941}, {218.538}}
118}, {222.362}}
607}, {224.939}]
958}, {Z26.475}}

542}, {227.845})

[{274.11}, {211.61}, {Z228.634]}

[{274.829}, {z21Z.

[{275.314}, {21Z2.

329}, {229.165%1)

B14}, {229.52331)

Tomando cualquier valor inicial para el vector X, observamos que después de 15

iteraciones el vector X tiende al resultado anteriormente encontrado.

Resumiendo, independientemente del método utilizado (resolucién del sistema direc-
tamente, matricialmente, y por iteracién) el modelo de Leontief estd en equilibrio.
Es decir, la oferta de cada uno de los tres sectores coincide con la demanda de ellos
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realizada por el consumidor. Las cantidades totales ofertadas en euros, necesarias
para satisfacer la demanda del consumidor son: 276.31 euros de energia, 213.81 euros
de construccion y 230.26 euros de transporte.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 14

1.-

Supongamos una economia que consta de dos industrias I; e I, sien-
do las interacciones entre ellas las dadas por la tabla siguiente:

’ H Entrad. I; ‘ Entr. I H Demand. final ‘ Producc. total ‘

Producc. I; 60 75 65 200
Producc. I, 80 30 40 150
Entradas T. 200 150

l.a.- Encontrar la matriz insumo-producto A.

1.b.- Determinar la matriz de produccion, si las demandas finales
cambian a 104 en [; y a 172 en [;. Encontrar las unidades que
debe producir I; e [, a fin de cumplir las nuevas demandas
finales.

Un pueblo tienes tres industrias primarias: una mina de cobre, un
ferrocarril, y una planta de energia eléctrica. Para producir una uni-
dad (1 euro) de cobre, la mina gasta 0.20 euros de cobre, 0.1 euros
de transporte y 0.2 de energia eléctrica. Para producir un euro de
transporte, el ferrocarril requiere 0.1 euros de cobre, 0.1 de trans-
porte y 0.4 de energia eléctrica. La planta eléctrica destina 0.2 de
cobre, 0.2 de transporte, y 0.3 de energia eléctrica. Suponer que du-
rante un ano hay uja demanda externa de 1.2 millones de euros de
cobre, 0.8 millones de euros de transporte y 1.5 millones de euros
dd energia. ;Cuanto debe producir cada industria para satisfacer la
demanda total?

En una compania que produce, gasolina, aceite y gas, se sabe que
para producir una unidad de gasolina utiliza 1 unidad de aceite y una
de gas. Para producir una unidad de aceite, requiere de 1/5 unidades
de aceite y 2/5 de gas. Finalmente para producir una unidad de gas
requiere 1/5 de gasolina, 2/5 de aceite y 1/5 de gas. Si tiene una
demanda del mercado de 100 unidades de cada producto. ;Cuanto
debe producir la empresa de cada producto para cumplir con su
mercado?

Una economia tiene dos sectores productivos A y B. El 40% de la
produccion de A es consumida por A, mientras que las compras de
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insumos al sector B representa el 30 % de la produccién de A. El
40 % de la produccién de B es consumo proveniente del sector A y
un 20 % de la producciéon de B es autoconsumida por B. La demanda
final de los consumidores es de 1.000 euros de A y 2500 euros de B.

= Hallar la matriz de Leontief en este problema.

= Hallar el vector de produccion que satisface la demanda agre-
gada total.
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EL MODELO ECONOMICO DE
KEYNES

4.1. Descripcién del modelo
El modelo Keynesiano mas sencillo se puede resumir en dos ecuaciones, una que nos
da el equilibrio en el mercado de bienes,
y=o1+ax(l—to)y+asr+Go; 0<tg<1l; 0<as(l—ty) <1l;a;>0;a3<0 (4.1)
y otra que corresponde a la curva de equilibrio en el mercado monetario,
My=p1+ By +Bsr; p1>0; [B>0; [3<0 (4.2)
siendo y la renta, ty la propersion marginal a imponer, r el tipo de interés, Gy el

gasto ptublico y M la cantidad de dinero.

Las variables endégenas (dentro del sistema) son y y r, las variables exdgenas (fuera
del sistema) son Go y My, y los pardmetros son «a;, §; con i = 1,2, 3 y t.

Supongamos un caso particular:

y =10+ 0.8(1 — 0.2)y — 2r + Gy
My=15+15y —r

Se trata de un sistema de dos ecuaciones lineales con cuatro incégnitas, que puede
escribirse matricialmente como,

(5 2 (1)=("%) o

29

(4.3)
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sistema que tiene mas incégnitas que ecuaciones y por lo tanto, no posee solucion
unica. Podemos reducir el sistema a uno cuadrado si tenemos en cuenta la distincion
entre las variables exdgenas (que controla el gobierno Gy y M) y las variables
enddgenas (objeto de la politica econémica Y y 7).

Supongamos que el gobierno fija los valores My = 20 y Gy = 5. Resolviendo el

sistema,
0.36 2 y\ (15
1.5 -1 r) )
podemos encontrar los valores de equilibrio de la renta y, y del tipo de interés r.

b = {15,5};
LinearSolve|A,b]

{7.44048 , 6.16071}

La economia del pais estara en equilibrio con una renta de 7.44 unidades monetarias
y un tipo de interés del 6.16 %, desde elpunto de vista econémico.

Si se escribe el sistema como A X = B, entonces X = A~ B, siendo la matriz A~*
conocida como matriz de multiplicadores del sistema.

Inverse[A] // MatrixForm

0.297619  0.595238
0.446429 —0.107143

Observemos que si expresamos el sistema (4.4) como

y\ (03 2 - Go+10 \ [ 0.297619 0.595238 Go+ 10
r) 1.5 -1 My —15 )\ 0.446429 —0.107143 My — 15

la matriz inversa A~! hace de efecto multiplicador entre el vector de (inputs) entradas
(que contiene a las variables exégenas), dando como (outputs) salidas a las variables
endogenas.

Si se aumenta una unidad monetaria My, la correspondiente entrada de la matriz de
multiplicadores, en nuestro caso, 0.595238 nos indica que la nueva renta de equilibrio
sera la anterior mas 0.595238 unidades monetarias.
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4.2. Equilibrio a largo plazo y absorcién de cho-
ques exogenos

4.2.1. Introducciéon

Las economias de Europa (E), Estados Unidos (A) y China (C) estdn muy preocu-
padas por las repercusiones que una nueva subida en los precios del petroleo pueden
tener sobre sus economias.

Cada una de estas naciones han definido una renta que consideran “normal ”(en
ausencia de efectos exdgenos extranos) y estan interesadas en estudiar los efectos
que sobre y; = Y; — Y puede tener esta subida del precio del petréleo, siendo Y;
la renta del periodo ¢, Y la renta normal e y; la desviacion o distorsion de aquélla
respecto de ésta, en dicho periodo.

El problema se complica debido a la gran interrelaciéon que existe entre estas eco-
nomias. Estas ideas han sido traducidas por los analistas en las siguientes relaciones
(t estd dado en trimestres) de la desviacion o distorsién:

Yei+1 = 0.4yp; + 0.2y4, + 0.2yc,
Yarr1 = 0.1yps + 0.3yas + 0.2yc,
Yo = 0.2yp: +0.2y4, + 0.3yc

Actualmente se sufre una distorsion cuantificada por los expertos en 2 u.m. para Eu-
ropa, 2.5 u.m. para Estados Unidos y 0.9 u.m. para China (las unidades monetarias
estan expresadas en billones de euros).

4.2.2. Calcular la distorsion que habra dentro de dos anos

Empezamos escribiendo el sistema de manera matricial,

yE,t+1 04 0.2 0.2 YE . .
Yair1 | = 0.1 0.3 0.2 YA = Y@it+1)=AY({t);t=0,1,2,---
Yo t+1 0.2 0.2 0.3 Yot

— —

En consecuencia, Y (1) = A.Y(0), del mismo modo

— — —

Y(2) = AY(1) = A.AY(0) = A2V (0)
y en general Y (t) = AtY(O) cont=0,1,2,---
Del enunciado deducimos que,

) 2
v(0)=[ 25
0.9
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— —

por lo tanto, dentro de dos afios (t=8 trimestres) se tendrd Y (8) = A®Y(0), que
podemos hacerlo con Mathematicag

A ={{0.4,0.2,0.2},{0.1,0.3,0.2}, {0.2,0.2, 0.3} };
b = {2,2.5,0.9};
MatrixPower|A, 8].b//MatrixForm

0.124519
0.0830136
0.103766

4.2.3. Estudiar si ante cualquier distorsion el sistema se
comporta bien y tiende a volver al equilibrio a lar-
go plazo.

Tenemos que comprobar si las distorsiones tienden a cero a largo plazo. Empezare-
mos viendo lo que ocurre entre los 10 y 12 afios (40 y 48 trimestres).

A = {{0.4,0.2,0.2},{0.1,0.3,0.2},{0.2,0.2,0.3} };
b ={2,2.5,0.9};
Table[MatrixPower[A, t].b, {t, 40, 48}]//MatrixForm

1.37523 % 1076 9.1682 % 10~7 1.14603 % 10~©
0.62661 %« 10~7 6.41774 %107 8.02218 % 10—~

7.92793 ¥ 1078  5.28529 % 10~®  6.60661 * 10~8

podemos comprobar que las distorsiones, a largo plazo, tienden a cero.

A esta misma conclusién llegariamos si partimos de una valor inicial cualquiera.

A = {{0.4,0.2,0.2},{0.1,0.3,0.2},{0.2,0.2,0.3} };
b = {m,n,z};

At = MatrixPowerlA, t];

Limit[At.b,t — Infinity|//MatrixForm

0
0
0

A continuacion realizaremos el mismo ejercicio de otra manera. Calcularemos la
matriz potencia A’ y calcularemos su limite cuando ¢ tienda a infinito.
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Empezamos comprobando que la matriz A es diagonalizable,

A ={{0.4,0.2,0.2},{0.1,0.3,0.2},{0.2,0.2,0.3} };
Eigenvalues|A]

{0.7,0.2, 0.1}

lo cual es cierto ya que todos sus valores propios son diferentes. Por otro lado, es
conocido que A® = P.D!.P~! siendo P la matriz de paso y D la matriz diagonal;
como

0.7 0 0
D' = 0 028 0
0 0 0.1

ocurre que si ¢ tiende a infinito la matriz D! tiende a la matriz nula, y en consecuencia
la matriz A' también serd nula, para valores de t suficientemente grandes.

Conclusion: las distorsiones, a largo plazo, desapareceran por muy grandes que
sean al principio.

4.2.4. Criterios para adoptar nuevas medidas econémicas

Dentro de 2 anios habra elecciones europeas, y para ello la Presidencia Comunitaria
actual quiere llegar a esa fecha con un distorsion que no supere el valor de 0.1 u.m.

EJERCICIO 15 ;Se podra conseguir con el ritmo actual o se deberan adoptar
medidas econdémicas nuevas? En caso afirmativo jcuando? Responder a la misma
cuestion, pero con un objetivo mas ambicioso de -0.1 u.m. ;Qué sucede ahora?

= Empezamos calculando la distorsion para Europa en el trimestre ¢ cualquiera.

A= {{0.4,0.2,0.2},{0.1,0.3,0.2},{0.2,0.2,0.3} };
b=1{2, 25, 0.9};

R = MatrixPower[At].b;

R[[1]]

2.5(—1.08885 * 107170.1* — 0.40.2" + 0.40.7)+

0.9(2.177771 % 107170.1¢ — .40.2" +0.40.7")+
2(—1.08885 x 10717 0.1¢ + 0.6 0.2" + 0.4 0.7%)

y debemos resolver la ecuacién R[[1]] = 0 pero el Mathematicag no ofrece una buena
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respuesta. En lugar de ello representamos graficamente R][[1]] de la siguiente manera:

A ={{0.4,0.2,0.2},{0.1,0.3,0.2},{0.2,0.2,0.3}};
b=1{2, 25, 0.9};

R = MatrixPower|[At].b;

£fe, = R[[1]);

£[8]

Plot[f[t], {t,0,10}]

0.124519
y comprobamos como nunca se podra alcanzar el nivel de distorsién deseado antes
de 2 anos. Se alcanzard, aproximadamente, en ¢ = 9 que corresponde a los 27 meses.
Como
Limit[f[t],t — Infinity]
0.

entonces no se podréa alcanzar el objetivo de obtener un nivel de distorsion negativo

aunque se tomen medidas correctoras, ya que, la distorsiéon a largo plazo tiende a
cero.



Capitulo 5

MODELOS MATRICIALES

5.1. Cadenas de Markov

A los dos resultados que podemos obtener al realizar el experimento aleatorio de
lanzar una moneda al aire los designaremos por Fy = salir caray Ey = salir cruz.
Si repetimos t veces este experimento la probabilidad de que en uno de ellos obtenga-
mos F no depende de lo que haya salido en el experimento anterior; ambos sucesos
son independientes. Sin embargo, existen muchos otros fenémenos representados por
variables aleatorias dependientes. En 1907 Markov estudié estas situaciones en las
cuales la probabilidad de que ocurra un suceso depende del suceso inmediatamente
anterior, y son estas las que estudiaremos en esta seccién.

5.1.1. Resumen tedrico

Sea la cadena de Markov X (¢t +1) = AX(¢),t =0, 1, - --

= Sila matriz de transicién A sélo tiene un autovalor de médulo 1, la cadena sélo
tiene una clase final. Existe un tnico vector de estado permanente o estable
que se corresponde con el autovector (normalizado) asociado al autovalor. Si
este vector tiene todas sus componentes positivas, entonces la cadena es com-
pletamente ergddica, y si hay algtin elemento nulo, sera simplemente ergédica.
A la larga, la distribucién de la cadena, independientemente del valor inicial
es el vector propio asociado al A =1

= Si ademdas de A = 1, existen otro m valores de médulo unidad, entonces la
cadena es periddica de periodo m. Tiene una sola distribucién estacionaria dada

35
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por el autovector asociado al autovalor dominante, pero no es una distribucién
de estado permanente, ya que no existe el limite de X (n) cuando n — oo.
Y

= Si el autovalor unidad tiene multiplicidad k, la cadena es multiple y consta de
k clases finales y puede tener o no alguna clase de estados transitorios, pero
a largo plazo, quedara atrapada en una de las clases finales. Si una clase final
es unitaria, el Uunico estado que lo forma es absorbente. Una clase multiple
de k clases finales tiene k distribuciones estacionarias que vienen dadas por
k autovectores linealmente independientes asociados al autovalor dominante
A = 1. La distribucién a la larga dependera de la distribucién inicial.

EJERCICIO 16 Sea la matriz de transicion correspondiente a seis estados

11/2 0 0 0 0
0 0 1/2 0 0 0
Al 012 0 12 0 0
o 0o 12 0 120
0 0 0 1/2 0 0
00 0 0 1/2 1

= Supongamos que en el momento inicial el sistema se encuentra en el estado Fjy.

1/8

3(1/16)

5(1/16)

6(1/16)

|
|Paso1 | Paso2 :Paso.‘:' | Paso 4 |
! | :

1.- Veamos como podemos pasar del estado inicial E4 al resto de los estados.
Sabemos que

X(0) = (0,0,0,1,0,0)" .
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Como puede apreciarse en la Figura, al cabo de un paso la probabilidad sera,

X(1) = (0,0,1/2,0,1/2,0)T

0 bien X (1) = A X(0). Del mismo grafico deducimos que,

(2) = (0,1/4,0,1/2,0,1/4)T
(3) = (1/8,0,3/8,0,1/4,1/4)T
(4) = (1/8,3/16,0,5/16,0,3/8) .

T

O de forma matricial:

2.- Con el programa Mathematicag podemos encontrar AQOO,

A:={{1.,1/2,0,0,0,0},{0,0,0.5,0,0,0},{0,1/2,0,1/2,0,0},{0,0,1/2,0,1/2,0},
{0,0,0,1/2,0,0},{0,0,0,0,1/2,1}}
MatrixPower[A, 200]

{{1., 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.}, {0., 1.07909*10~ 1Y | 0., 1.746 *10~%°, 0., 0.}, {0.,
0., 2.82509*10719, 0., 1.746* 10~', 0.}, {0., 1.746*10~', 0., 2.82509*10717,
0., 0.}, {0., 0., 1.746*10~1, 0., 1.07909*10~%, 0.}, {0., 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.}}

3.- Del apartado anterior deducimos que

1 08 06 04 02 0 0 0.4
00 0 0 0 0 0 0
- 00 0 0 0 0 0 0
o B B
Am AXO) =10 o o o o0 o 11 | o
00 0 0 0 0 0 0
0 02 04 06 08 1 0 0.6

Es decir, a largo plazo existe un 40 % de posibilidades de que par-
tiendo del estado FE; la cadena se encuentre en el estado E; y un
60 % de que esté en el Eg.
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EJERCICIO 17 Supongamos que en un laboratorio se coloca un conjunto de
ratones en una caja dividida en tres compartimentos comunicados y todos con la
misma facilidad de acceso, tal y como se indica en la figura. Los compartimentos
permanecen cerrados y se abren cada lunes. Sabiendo que semana tras semana
todos los ratones cambian de ubicacion y que los ratones cuando salen eligen un
compartimento al azar, veamos cuél sera su distribucién de los ratones al cabo de
“infinitas” semanas.

= Observemos que estamos ante una cadena de Markov cuyo diagrama de estados es
el siguiente:

A partir del diagrama es inmediato obtener la matriz de transicién

A:

W= O W
O N

wWl—wINn O

» Si X;(t) representa al nimero de ratones en el compartimento i = 1,2, 3 en la semana
ty X(0) = (X1(0), X2(0), X3(0))T es la distribucién inicial, deducimos del enunciado
que

Xi(1) = 2X5(0)+ %Xg(())
Xo(1) = %Xl( )+ 7X3(0)
X3(1) = 3X1(0)+ 5X3(0)

o O
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Sistema de ecuaciones lineales que podemos expresarlo matricialmente

X1(1) 0o 2 2 X1(0)
Xo(1) | = % 0 3 X3(0) |,
X3(1) 5 35 0 X3(0)

es decir

<
=
I
S
S
e

Razonando de la misma manera

En general
X(t)=A'X(0), t=1,2,---.

En consecuencia, para obtener el niimero de ratones en cada uno de los comparti-
mentos en la semana ¢, tendremos que encontrar el valor de la matriz potencia A’.
Una aproximacion de este valor podemos obtenerla con el Mathematicag)

A:={{0,2/3,0.5},{2/3,0,0.5},{1/3,1/3,0}}
MatrixPower[A, 100]
{{0.375,0.375,0.375}, {0.375,0.375, 0.375}, {0.250, 0.250, 0.250} }.

» Ahora, estamos interesados en deducir este valor de una manera diferente. Obser-
vemos que si la matriz A fuese diagonal, entonces A’ seria muy facil de encontrar,
bastaria elevar a t los elementos de la diagonal. Por esta razon, en primer lugar
procederemos a diagonalizar la matriz simétrica A.

Los valores propios de la matriz A son los siguientes:

-\ 2 1
3
A-XI|=0=| 2 -\ ; =0,
i Ly
3 3
desarrollando obtenemos la ecuacion caracteristica
IN—TA—2=0,
cuyas soluciones son A\; = 1, Ay = —2/3, A3 = —1/3. Por tanto, la matriz A es

diagonalizable siendo los subespacios propios asociados a estos valor propio
S1=<1(3,3,2) >, So=<(-1,1,0)>, Sz3=<(-1,-1,2) > .

En consecuencia, la matriz de paso C' es,

3 -1 -1
C=1 3 1 -1
2 0 2

Para encontrar A!, actuamos de la manera siguiente

D=C"1'AC = A=cDCc! = A'=cD'C!,
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que en nuestro caso

3 -1 -1 10 0 3 -1 —1
A= 3 1 -1 0 (—2/3)¢ 0 31 —1
2 0 2 0 0 (—1/3)t 2 0 2
Simplificando
1 2\t A AT 2\t 1\t 3 1\t
s3F4(=3) +(=3)) s(3-4(=35) +(=3)) 5(1-(=3)
A= EBaED (D)) A6 D) (-
t t t
L1- (%)) La-9)  1(+3-D)

Finalmente hacemos que t — oo, entonces

3/8 3/8 3/8
At | 3/8 3/8 3/8 |,
1/4 1/4 1/4

y en consecuencia después de infinitas semanas la distribucién de los ratones tiende
hacia

Primero = 2X;(0)+ 2X5(0) + 2X5(0) = 2(X1(0) + X2(0) + X3(0)) = 2Total
Segundo = 2X;(0)+ 2X,(0) + 2X3(0) = 3(X1(0) + X2(0) + X3(0)) = 3Total
Tercero = 1X1(0)+ 1X5(0) + $X3(0) = 3(X1(0) + X2(0) + X3(0)) = ;Total

Un camino alternativo para llegar a la conclusién anterior es utilizar el Teorema ?7.

En efecto, la cadena de Markov es regular ya que todos los estados son accesibles
y existen dos ciclos E1EsEsE, y E1E2E; al menos uno de ellos impar (ademéds
A? tiene todos sus elementos positivos) . Sabemos que el vector propio asociado al
autovalor A =1 es (3,3,2).

Il = (3/8,3/8,1/8),
y en consecuencia si t — oo,

3/8 3/8 3/8
A — | 3/8 3/8 3/8
1/4 1/4 1/4
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EJERCICIO 18 La tendencia de voto, respecto a los partidos P.N., P.O.E. y
P.A., en una Comunidad Auténoma son de gran interés cada 4 anos. El diagrama
de la figura siguiente representa a la matriz de transicién de la tendencia de votos.

Modelizar la tendencia de voto de acuerdo con los datos anteriores a través de una
Cadena de Markov.

= Empezamos introduciendo las siguientes variables para construir el modelo:

e x(t) = porcentaje de votantes que votan al P.A.en el periodo ¢
e y(t) = porcentaje de votantes que votan al P.O.E. el periodo ¢

e z(t) = porcentaje de votantes que votan al P.N.en el periodo ¢

De tal manera que:

z(t+1) = 0.8z(t) +0.2y(t) + 0.42(t)
y(t+1) = 0.8y(t) +0.22(¢)
z(t+1) = 0.2z(t) + 0.42(t)

o bien expresado matricialmente X (t + 1) = A X (¢):

x(t+1) 0.8 0.2 04
yt+1) | = o 08 02
2(t41) 02 0 04

De esta manera, conocido los valores iniciales X (0) podriamos calcular el porcentaje
de votos esperado para un periodo cualquiera n:

X(n)=Az(n—1)=AAz(n—-2)=A2X(n—-2)=---= A".X(0)

Si X(0) =(1/3,1/3,1/3), entonces:
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Wolfram Mathematica | STUDENT EDITION

0.8 0.2 0.4
0 0.8 0.2]
0.

0.2 0 4

X0 :={1/3,1/3, 1/3}

For[i=1, 1<8, i++, Print["n=", 1, " ", MatrixForm[MatrixPower[A, 1].X0]]]

0.466667
n=1 ’0.333333‘
0.2

0.52
’0.306667‘
0.173333
0

.546667 1
n=3 ’ 0.28 ‘
0.173333
0.562667
0.258667
0.178667
0
0

n=2

.573333
.242667‘
0.184

0.5808
n=6 ’0.230933‘
0.188267

0.586133
n=7 ’ 0.2224 ‘
0.191467

0.589973
n==8 ’0.216213
0.193813

Se aprecia como los porcentajes de votos se estabilizan, de tal manera que para
X (20) el valor obtenido es de:

X (20) = (0.599793,0.200334, 0.199872)

aproximadamente, el partido P.A. tendria el 60 % de los votos, el P.O:E. el 20%, y
el P.N. el otro 20 %

EJERCICIO 19 Para el ejercicio anterior:

1.- Encuentra los valores propios de la matriz de transicion A. ;Es diagonaliza-
ble? En caso afirmativo, diagonalizar dicha matriz A.

2.- Calcula la matriz potencia A" y estudia la convergencia de la sucesién {A"}

3.- Estudia la tendencia de voto cuando n — oo
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EJERCICIO 20 Supongamos que disponemos de una casa, un granero, un gato
y un ratén. Los animales pueden estar los dos en la casa, los dos en el granero
o uno en el granero y otro en la casa. Realizamos de forma sucesiva la siguiente
experiencia:

Lanzamos dos monedas al aire, si salen dos caras cambiamos al raton del lugar
donde se encuentre. Si salen una cara y una cruz, es el gato el que se cambia. Por
ultimo, si salen dos cruces, entonces cambiamos al gato y al raton del sitio donde
se encuentran.

Si tenemos en cuenta las diferentes opciones para la casa, inmediatamente que-
dara también determinada las opciones para el granero. Los diferentes estados son:

1.- Ej: la casa estd vacia.
2.- Fs: en la casa sélo se encuentra el gato.
3.- FEj3: en la casa sélo esta el ratén.

4.- FEj: los dos animales estdan en la casa.

Observemos que podemos modelizar la situacién anterior por medio de una cadena
de Markov ya que la probabilidad P;; de pasar del estado E; al E; sélo depende
del 7 y del j. Por otro lado, como 1/4 es la probabilidad de sacar dos caras o dos
cruces y 1/2 la probabilidad de que salga una cara y una cruz, entonces la matriz
de transicién para esta cadena es:

0 1/2 1/4 1/4
1/2 0 1/4 1/4
1/4 1/4 0 1/2
1/4 1/4 1/2 0

Por ejemplo, la probabilidad P,3 de pasar del estado E3 al F» serd pasar de la
situacién de que el raton estd en la casa y el gato en el granero a la nueva situaciéon
de que se permuten los dos animales, y esto obliga a que al lanzar las dos monedas
salgan dos caras, cuya probabilidad es 1/4. De manera similar, Py3 es la probabilidad
de pasar del estado E3 (ratén el la casa) al estado F4 (los dos animales estan en
la casa) y por ello es necesario que en una moneda salga una cara y en la otra una
cruz, cuya probabilidad es 1/2.

Para estudiar la evolucién a largo plazo de esta cadena tenemos que ver en primer
lugar si es regular. Para ello al calcular

3/8 1/8 1/4 1/4
1/8 3/8 1/4 1/4
1/4 1/4 3/8 1/8
1/4 1/4 1/8 3/8

A2 =

observamos que todos sus elementos son no nulos y en consecuencia la matriz A es
regular. Por tanto, podemos utilizar los Teoremas 77 y ?7.
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Eigenvalues|A]

{-1/2, -1/2,0, 1}

Eigenvectors[A]

{{0, 0, -1, 1},{-1, 1,0, O}, {—1, —1, 1, 1},{1, 1, 1, 1}}

La distribucion estable vendra dada por el vector propio asociado al valor propio 1

1, 1,1, )7,

que una vez normalizado (0.25, 0.25, 0.25, O.25)T .

Finalmente

0.25 0.25 0.25 0.25

g, | 025 025 025 025 |
0.25 0.25 0.25 0.25 '

0.25 0.25 0.25 0.25

Si, por ejemplo, inicialmente la casa se encuentra vacia

X(0) = (1,0,0,07,

entonces

—

X(t) = A'X(0) = (0.25, .25, 0.25, 0.25)",

y es igual de probable que a largo plazo nos encontremos en cualquiera de los cuatro
estados posibles.



5.1 Cadenas de Markov 45

EJERCICIO 21 Supongamos una cola para comprar un billete en un mostrador
de una linea aérea. Se sabe que:

1.-

En un intervalo de un minuto, hay una probabilidad de 1/3 de que una
persona se anada a la cola y una probabilidad de 2/3 de que nadie se agregue.
Observemos, que en cualquier intervalo de un minuto nunca se agregara mas
de una persona a la cola.

Si se esta atendiendo a una persona en un intervalo, la probabilidad de que
en ese mismo intervalo reciba el billete es de 3/8. Si es asi, saldra de la cola
en el siguiente intervalo.

Todas las probabilidades son independientes de lo que haya sucedido en in-
tervalos anteriores.

Una persona no puede ser atendida en el mismo intervalo en que llega a la
cola.

No pueden ser atendidas mas de una persona en un mismo intervalo.

Como media para que no se congestiones la cola, se cerrard si hay 4 personas
esperando en ella. Es decir, como mucho, nuestra cola puede tener 4 personas.

Se puede modelar esta situacién a través de un modelo matricial tipo cadena de
Markov con 5 estados. El estado F;, i = 0,1,2,3,4 representa a que en que en la
cola hay ¢ personas.

Para calcular la matriz de transicion representaremos, como siempre la columna
indicara el estado actual y las filas el estado siguiente.

e El elemento pyg representa a la probabilidad de que estando en el estado Ey
se pase al Eg. Es decir, la probabilidad de que si no hay nadie en la cola no se
agregue nadie (que por enunciado s6lo podria ser una persona). Sabemos que
esta probabilidad es pog = 2/3.

e Del mismo modo pig representa a la probabilidad de que si no hay nadie en la
cola se agregue una persona y su valor es 1/3.

e La probabilidad pap = psg = pso = 0, ya que por el enunciado sabemos que si
no hay nadie en la cola no se puede agregar a ella mas de una persona, en un
intervalo de tiempo.

e El elemento pp; = 1/3

e Fl elemento p;; corresponde al caso de que actualmente hay una persona en
la cola y en el periodo siguiente sigue existiendo una persona, para ello es
necesario que ocurra alguna de estas dos situaciones excluyentes:

o que no se atienda a ninguna persona y no llegue nadie (su probabilidad

5,2 .
es g * 5, 0 bien,
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o se atiende a una persona y llega otra a la cola (la probabilidad es % * %)

En consecuencia, p1; = g * % + % * % = %

e Para pasar del estado E; al Eg, no se debe atender a nadie (probabilidad 5/8)
y ademds se habra agregado una persona a la cola (probabilidad 1/3). Por lo
tanto, po1 = % * % = %
Procediendo de esta manera, es facil comprobar que la matriz de transicién de la
cadena de Markov es,

N

I
O O O wikwiNy
o o Eewdgmi-
O Hleddlgei- o
Womim © O
ool © O O

24
Observemos que la suma de los elementos de cada fila es 1 ( corresponde al suceso

seguro), y que cada elemento de la matriz es mayor o igual que cero y menor o igual
a uno.

Procedemos a continuacién a calcular, con el Mathematicag), los valores y vectores
propios de la matriz A.

In[f]:= Eigenvalues[A]

out[f]= {1., 0.881845, 0.599035, 0.304703, 0.131077}
In[]:= Eigenvectors[A]

owEls {{0.441326, 0.588435, 0.480362, 0, 408635, 0,227021,
{-0. 556807, -0.479258, 0.0902714, 0.522216, 0.423578%, {-0.526456, 0.142414, 0.734627, 0.0499079, -0. 40049
{-0. 445242, 0. 644646, -0.0173738, -0, 520737, 0.336707), {-0.265408, 0.568596, -0.579964, 0.478676, -0.2015

0.441326

0.441326 + 0.588439 + 0. 490362 + 0.408635 + 0. 22702
0.588435

441326 + 0.558435 + 0.490362 + 0.408635 + 0.22702
0.490362

441326 + 0. 588439 + 0.490362 + 0.408633 + 0. 227102
0.408635

441326 + 0. 568435 + 0.490362 + 0.408635 + 0. 227102
0.22702

441326 + 0568435 + 0.490362 + 0.408635 + 0. 227702

In[@]:=

o= 0.204718
owfiol= 0.272957
out[i1]= 0.227464
otz 0. 188553

owfi3)= 0.105308

El valor propio A1 = 1 es estrictamente dominante siendo un vector propio asociado,

71 = (0.205,0.272,0.23,0.19,0.10)
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cuya interpretacién es la siguiente: a largo plazo, el vendedor de billetes estara sin
hacer nada el 20.5% del tiempo, tendrd que atender a una persona el 27.2% del
tiempo tendrd a dos personas en la cola el 22.7 % del tiempo, tendrd a tres personas
en la cola el 18.9% del tiempo y habréd cuatro personas en la cola (lo que obliga a
cerrar la cola) el 10.5 % del tiempo.

EJERCICIO 22 Supongamos que la ruta que debe hacer un cartero
tiene la forma pentagonal de la Figura 5.1. Al cartero se le asigna un
buzén {1, 2, 3, 4, 5} al azar y al dia siguiente debe cambiar de la manera
siguiente: lanza una moneda y si sale cara se pasa al buzén mas cercano
situado a su derecha y si sale cruz al mas préximo de su izquierda.

1.- Construir un modelo matricial para esta situacion

2.- Si el cartero inicialmente se encuentra en el buzén 1, ;es posible
que se encuentre en el buzén 4 después de 4 cambios?, ;Es posible
que se encuentre en el buzén 5 en el quinto dia?

g
i
' 3

i =
| &=

Figura 5.1: Disposicién de los buzones.

» Sean los estados E;(t),i =1, 2, 3, 4, 5, donde E; indica que el cartero se encuentra
en el buzon i. Del enunciado se deduce el siguiente diagrama

Figura 5.2: Diagrama de estados.
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Todos los estados estan comunicados, puesto que desde un estado cualquiera se puede
alcanzar cualquier otro estado, siguiendo un camino en el diagrama de estados. La
cadena de Markov es irreducible.

El estado E es accesible desde el estado E4, puesto que se puede llegar al 7 en dos
o tres etapas partiendo del Fy. Los estados F; y E4 estdn conectados.

Si notamos por z;(t),i =1, 2, 3, 4, 5 a la probabilidad de que en el dia ¢ el cartero
se encuentre en el buzén i; la situaciéon puede modelarse por,

21 (t+1) 0 05 05 0 0 z1(t)
zo(t +1) 05 0 0 05 0 2o (t)
zs(t+1) | =05 0 0 0 05 zs3(t) |, (5.1)
24t +1) 0 05 0 0 05 z4(t)
zs(t+1) 0 0 05 05 0 z5(t)

que puede expresarse de forma simbélica como X (t+1) = AX Zt) cont=0,1,2,---

Si el cartero se encuentra en el buzén 1, entonces X(O) = (1,0,0,0,0)7, de tal
manera que

X =A%0) = G ip 16 1 3

871671674’ 4
y
o ~ 1 5 5 5 5
X(5)=A4X0)=(—, —, —, —, — T
(5) (0) (16’16’16’32’32)
o bien

como 1/16 # 0, el cartero +llegard al buzon 1 al quinto dia, aunque es el buzén
menos probable.

Todos los elementos de la matriz A% son distintos de cero, por tanto la cadena de
Markov es regular y su comportamiento asintético viene determinado por el vector
propio asociado al valor propio A =1,

(0.447214, 0.447214, 0.447214, 0.447214, 0.447214)

o bien,

(0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2)

A largo plazo, existe la misma probabilidad (20 %) de estar en cualquiera de los
buzones, X (n) = A"X(0) con n — oo

(n) 02 02 02 02 0.2 1(0)
(n) 02 02 02 02 0.2 2(0)
z3(n) [ =] 02 02 02 02 02 z3(0) |,
(n) 02 02 02 02 0.2 24(0)
(n) 02 02 02 02 0.2 25(0)
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despejando
xl(n) =0.2 (:1,‘1(0) + xg(O) + :Ug(O) + 5134(0) + $5(0)) =02x1=0.2
x2(n) = 0.2 (21(0) + 22(0) + 23(0) + 24(0) + 25(0)) = 0.2 x 1 = 0.2
:cg(n) =0.2 (:Iil(O) + 1’2(0) + :1:3(0) + :134(0) + 1’5(0)) =02x1=0.2
z4(n) = 0.2 (x1(0) + 22(0) + 23(0) + z4(0) + z5(0)) = 0.2 x 1 = 0.2
x5(n) = 0.2 (21(0) + 22(0) + x3(0) + 24(0) + 25(0)) = 0.2 x 1 =0.2

EJERCICIO 23 Modificar el ejemplo anterior suponiendo que al lanzar
un dado sale un mimero mayor o igual que 3, entonces se pasa al buzoén
de la derecha, y en caso contrario se desplaza a la izquierda.

= Ahora el modelo matricial es,

l‘l(t—l-].) 0 % % 0 0 .’El(t)

zo(t +1) 200 %0 o (t)
r3(t+1) | = 20 0 o% z3(t) |, t=0,1,2,3,---

za(t+1) 0200 3 z4(t)

z5(t+1) 00 3% 20 z5(t)

Ccomo

24 16 1 8 32

O OB N ¥

g | B Y BB Y

B ¥ MW

A

8 81 81 81 81

tiene todos sus elementos distintos de cero, entonces la cadena de Markov es regular.
El comportamiento asintético estd determinado por el valor propio asociado al valor
propio A =1,

(0.447214, 0.447214, 0.447214, 0.447214, 0.447214)

o bien
(0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2)

idéntico resultado al ejercicio anterior.

5.2. Dinamica de una poblacién de pajaros

En esta seccion se realiza una proyeccion para los préximos anos de una colonia de
pajaros, tomando como punto de partida los datos reales correspondientes al periodo
1991 - 1994.

El Helmeted Honeyeater (Lichenostomus melanops cassidiz) es un tipo de pajaro
de Australia que actualmente se encuentra en peligro de extincién. En esta seccion
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construiremos un modelo matricial con el objetivo de estudiar la evolucién de la po-
blacién en los préximos anos, basandonos en los datos que aparecen en la siguiente
tabla, correspondientes al periodo 1991-1994.

| Edad || 1991 | 1992 | 1993 | 1994 |

0 26 28 27 29
1 16 17 20 20
2 12 11 13 14
3 9 8 9 10
4 7 6 6 8
) ) 4 ) 5
6 4 3 3 4
7 3 3 2 3
8 2 2 2 2
9 1 1 1 2

| Total | 85 | 83 [ 88 | 97 |

Empezamos definiendo las hipdtesis basicas sobre las que construiremos nuestro
modelo.

= Dividiremos la poblacién en cinco clases de edades. En la primera de ellas se
encontraran los pajaros hembras de edad 0, es decir de 0 a 12 meses, y en la
ultima las hembras de 4 anos o mas (de 48 meses en adelante).

= Por la informacién de que disponemos, supondremos que las hembras de la
primera clase no son fértiles y las fertilidades del resto de las clases son iguales.

= Los pardmetros de natalidad y supervivencia se mantienen constantes.

En la Tabla 5.1 hemos dispuesto el nimero de pajaros hembras para cada una de
las cinco clases en el periodo 1991-1994.

| Clase || 1991 | 1992 | 1993 | 1994 |
1 26 | 28 | 27 | 29
2 16 | 17 | 20 | 20
3 12 [ 11 | 13 | 14
4 9 8 9 | 10
5 22 | 19 [ 19 | 24

| Total | 85 | 83 | 88 | 97 |

Tabla 5.1

Una rapida mirada al nimero total de individuos, nos permite conjeturar que la
poblacién tiende a crecer con el paso del tiempo. Podemos encontrar una primera
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aproximaciéon de este crecimiento haciendo la media aritmética de los datos que
disponemos. Es decir,
83 , 88 | 97
Mg)% = 1.04633,

la poblacién crece ano tras ano a una media aproximada del 4.63 %.

Como sabemos, la primera fila de la matriz de transicién del modelo, esta formada
por las tasas de natalidad,

28 27

+ -
ayp = 07 12 — A13 = Q14 — A15 = 85-26 83528 8827 = (0.480298 .

Por otro lado, el elemento as; representa al porcentaje de individuos de la primera
clase que sobreviven al pasar un ano para llegar a la segunda,

17 |20 | 20
Q91 = % = (.702958.

De forma similar, el resto de las tasas de supervivencia seran,

11 13 14

azy = 20 137 20 — 0.717402
8 9 10

Ayz = 121—3113 = 0.751338
6 6 8
=2 + 2 + e

a5y = 2 § 9 — (.7682.

Por tltimo, encontramos la probabilidad de que una hembra de la tltima clase siga
permaneciendo a la misma clase en el ano préximo,

13 13 16
22 + 19 + 19

= 0.705433.
3

as55 =

En consecuencia, el modelo matricial X (t)y=A X (t—1),t =1,2,--+ que representa
a la dinamica de esta poblacién de Helmeted Honeyeater es:

X1 (t) 0 048 048 048 0.48 Xi(t—1)
X(t) 0.702 0 0 0 0 Xo(t — 1)
Xs() [ =] o o077 o 0 0 Xs(t—1)
X4(t) 0 0 0751 0 0 Xyt —1)
Xs5(¢) 0 0 0 0.7682 0.705 Xs(t—1)

Si tomamos como vector inicial

X0) = (26,16,12,9,22)T
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podemos saber la “bondad”del modelo, calculando el niimero de individuos en las
siguientes generaciones. De esta manera, para el ano 1992 el modelo predice

X (t) 0 048 048 048 0.48 26 28
X,(t) 0.702 0 0 0 0 16 18
Xs(t) =] o o077 o0 0 0 12 |~ | 11
Xu(t) 0 0 0751 0 0 9 9
X5(t) 0 0 0 0.7682 0.705 22 22

En la tabla siguiente pueden verse las proyecciones de la poblaciéon para distintas
generaciones,

| Clase || 1991 | 1992 | 1993 [ 1994 | 1995 || 2011 | 2012 |
1 26 | 28 | 29 [ 31 [ 32 [ 69 [ 73
2 16 | 18 | 20 | 21 | 22 || 47 | 49
3 12 [ 11 | 13 | 14 [ 15 | 32 | 33
4 9 9 9 [ 10 | 11 | 23 | 24
5 22 | 22 | 23 [ 23 | 23 || 51 | 53

| Total | 85 | 88 | 94 | 99 | 103 | 222 | 232

El modelo prevé un crecimiento de la poblaciéon con una tasa

88 94 99 103
s Tsstout o0
4

= 1.048,

del 4.8%, muy parecida a la obtenida con los datos reales de los primeros afios.
Ademas, en el periodo 2011 - 2012 la poblacién se espera que crezca 232/222 =
1.04505, un 4.5 %.

Si utilizamos el programa Mathematicag para conocer los valores y vectores propios
de la matriz A, obtenemos \; = 1.04897 como valor propio dominante y

U, = (0.659, 0.441, 0.301, 0.216, 0.482)"

su vector propio asociado. En consecuencia, a largo plazo, la poblacién crecera a un
ritmo del 4.897 % anual, y los porcentajes de hembras en cada una de las clases se
mantendran constantes, tal y como puede observarse en la Figura 5.3.
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25:
20:
15:
—

wpb0— T

1332 1332 1333 1335 19396 1337

Figura 5.3. Rojo=clase 1, verde=clase 2, azul=clase 3, negro=clase 4, amarillo=clase 5

5.3. Dinamica de una poblacién de ardillas

En este apartado probaremos como la reduccién de una poblacion de ardillas modi-
fica la tasa de crecimiento de la poblaciéon.

Recordemos que entendemos por dinamica de la poblacion a la variacion del nime-
ro de individuos de una poblacién en funcién del tiempo. Como un caso particular
de este tipo de dinamica, mostraremos un ejemplo concreto que corresponde a la
evolucién a largo plazo de una poblacién de ardillas (Spermophilus armatus).

Estas ardillas pueden encontrarse en el estado de Utah en USA, y suelen desper-
tarse de la invernacién cada ano a finales de Marzo o primeros del mes de Abril,
dependiendo de las condiciones climatolégicas. Las hembras paren muy rdpidamente
después de despertar y establecer su territorio. En los primeros dias de Mayo nacen
las crias y las ardillas jovenes dejan sus madrigueras aproximadamente tres sema-
nas después. Durante los meses de Junio y Julio todas las clases de edades y sexos
son activas. Finalmente, los adultos comienzan la hibernacién a finales de Julio, de
tal manera que en Septiembre todas las ardillas estdn de nuevo invernando en sus
madrigueras.

La investigacién se realizé en dos fases, la primera de ellas se desarrollé desde 1964
a 1968, v se dejé plena libertad a la poblacion. En este caso, el nimero de ardillas
fluctud entre 178 y 255, con una media de 205. La primera parte de la Tabla 5.2
corresponde a la tabla de vida durante esa primera etapa.

La segunda fase se desarrollé entre los anos 1968 - 1971 y los investigadores inter-
vinieron reduciendo la poblacién a 100 ardillas. La segunda parte de la Tabla 5.2
muestra su tabla de vida, para esta segunda etapa.
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| x(ano) | I(x) [ bx) [ 1x) | bx) ]
0.00 1.000 | 0.00 || 1.000 | 0.00
0.25 | 0.662 | 0.00 || 0.783 | 0.00
0.75 | 0.332 ] 1.29 || 0.398 | 1.71
1.25 || 0.251 | 0.00 || 0.288 | 0.00
1.75 ] 0.142 | 2.08 || 0.211 | 2.24
2.25 |/ 0.104 | 0.00 || 0.167 | 0.00
2.75 0.061 | 2.08 || 0.115 | 2.24
3.75 |1 0.026 | 2.08 || 0.060 | 2.24
4.75 0.011 | 2.08 || 0.034 | 2.24
2.75 |1 0.000 | 0.00 || 0.019 | 2.24
6.75 - - 0.010 | 2.24
7.75 - -]/ 0.000 | 0.00

Tabla 5.2.

Si analizamos los resultados utilizando como software Populusg, observamos que
durante la primera de las fases las tasas de nacimientos y muertes estaban equili-
bradas, generando una tasa de crecimiento negativo (r=-0.0207 ardillas/(ardillasx
ano)).

R_0=0.9275: 6=3.6237: r=-0.0207: InR_0/6=-0.0208

Figura 5.4: Evolucién de A = e (primer caso)

En la Figura 5.4 se aprecia que a medida que aumentamos el niimero de anos, A = e”
tiende al valor 0.979512.

La Figura 5.5 representa la distribucién estable de clases
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R_0=0.9275; 6=3.6237: r=-0.0207; InR_0/6=-0.0208

Figura 5.5: Distribucién por edades (primer caso)

Cuando se reduce la densidad de poblacion de ardillas, la natalidad supera a la mor-
talidad y se produce un aumento considerable en la tasa de crecimiento (r=0.1267
ardillas/(ardillasx ano))

R_0:16863; 6=4.1243; r=-0.1367: InR_0/6=-0.1267

me Interwal =1 o1

Figura 5.6: Representacion grafica de A (segundo caso)

La Figura 5.6 muestra como ahora la estabilidad en las clases de edad tiene una
tendencia diferente a la primera de las fases estudiadas.
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R_0:1.6863; 6=4.1243; r=-0.1367: InR_0/6=-0.1267

14
Hroportian ao- Jop

Figura 5.7. Distribucién por edades (segundo caso)

En conclusion, la reduccién en la densidad de la poblacion pone de manifiesto
que el agrupamiento tiene muchos efectos escondidos detras de una determinada
tasa de crecimiento. Por ejemplo, la natalidad, la mortalidad y la estabilidad en la
estructura de edad, son muy sensibles a la densidad de la poblacién.

5.4. Modelo para la produccién de células rojas

El siguiente modelo simula la produccién de células rojas del cuerpo humano. En el
sistema circulatorio las células rojas son las encargadas de transportar el oxigeno a
través del cuerpo. En este proceso son destruidas y reemplazadas de forma constante,
por lo que su nimero debe mantenerse en un nivel fijo. Nos proponemos construir
un modelo muy simple que simule la produccion de estas células rojas en el cuerpo,
para lo cual empezamos considerando unas hipotesis béasicas de partida.

1.- El bazo filtra y destruye una cierta fraccion de células al dia.

2.- La médula ésea produce un ntimero proporcional al nimero de células perdidas
en el dia anterior.

Tomando a estas restricciones como punto de partida, nuestro objetivo sera de-
terminar el nimero de células rojas existente para un dia cualquiera k Para ello,
representaremos por,

s R al numero de células rojas en circulacién en el dia k.
= M al nimero de células rojas producidas por la médula en el dia k.
= « a la fraccién destruidas por el bazo.

» 7 a la produccién constante (nimero producido por nimero perdido.)
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De las hipétesis y definiciones anteriores se deduce que,

{Rk+1 = (1 - )Ry + M,
My = ~aRy

o bien, matricialmente

Rk—i—l l—a 1 Rk > >
= . X(k+1)=AX(k), k=1,2,3,---.
(MkH) (7@ 0)(Mk> ( ) ®)

Para estudiar su evolucion en el tiempo, es necesario encontrar la potencia de la
matriz A, ya que X (k) = AX(k — 1) = A*X(0). Necesitamos conocer, en primer
lugar, los valores propios de la matriz A.

A= {{1 - Oé}u {7057 O}}
Eigenvalues|A]

{1—0z—Sqrt[(;1+CY) +4047]}, 1—a+Sqrt[(;1+Oé) +4OW]} (5.2)

Veamos a continuacién que el comportamiento del modelo dependera de los valores
propios de la matriz de transicion A.

» Si los dos autovalores son menores que uno y D = C1AC es la matriz
diagonal, entonces D tiende a la matriz nula cuando k£ — co. En consecuencia,
Ak = CD*CO~! tiende a largo plazo a la matriz nula, y en el cuerpo no
quedaran células rojas.

= Si al menos uno de los autovalores es méas grande que uno, entonces D*
crecera cuando k — 0o, v A* también lo haré. Esto significa que el ntimero de
células rojas aumentara de forma continua con el tiempo y llegard un
momento en el que el individuo fallecera.

= Entonces la unica forma de mantener constante el nimero de células
rojas, seria cuando existiese un valor propio dominante que valiese
uno.

Pero teniendo en cuenta (5.2), esto tltimo ocurrird si y sélo si v = 1. Supongamos,
por tanto, que v = 1 con \; = 1 y Ay = —a, si calculamos los vectores propios
asociados

U =1, 0), U=(1,-1).

que nos permiten escribir

k_ kol L l+a(-a)*  1-(-a)
A =o0e = (Tl ar (ot )

y deducir
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Como la fraccién de células rojas a es reemplazada por el bazo cada dia, si k es
suficientemente grande, entonces R(k) tiende al valor de equilibrio R*, siendo

R(0) + M(0)

R =
1+«

(5.3)

Conclusiones:

1.- Al ser (—a) negativo, al calcular (—«a)* con k — oo, el ntimero de células rojas

oscilard (dependiendo de que k sea par o impar) para aproximarse al punto de
equilibrio (5.3). Una posible explicacién biolégica de este hecho puede deberse
al efecto de retardo, ya que el nimero de células rojas que la médula dsea
produce hoy esta en funcion de las que se destruyeron ayer.

2.- La convergencia hacia el punto de equilibrio (5.3) serd muy répida si « es
pequeno, y esto significaria que el bazo filtra pocas células rojas del dia anterior.

3.- Cuando se extrae sangre se reducen las cantidades R(0) y M(0) y hay una
reduccion en el punto de equilibrio que no se recupera con el tiempo. Este
comportamiento del modelo entra en contradiccion con la realidad, y por ello
es necesario modificarlo. Una posible mejora seria

{RkJrl = (1-a)Ry+e¢
My = ~aRy

Y

ya que ahora el punto de equilibrio seria constante de valor ¢/a.

5.5. Explotacion de una poblacion de animales

El siguiente modelo puede ser utilizado en la gestién de un coto de caza o una granja
para la explotacion duradera de una poblacién de animales.

Entendemos por explotacion a la separacion de algunos animales para su venta o
sacrificio. Nosotros nos limitaremos a lo que se conoce como politica de explotacion
duradera, lo cual significa:

= Diremos que una explotacion es duradera, si el rendimiento que se obtiene
al término de cada periodo es el mismo y la distribucion de las edades de la
poblacion se conserva al separar el rendimiento de cada periodo.

Por tanto, la poblaciéon animal no se agota, solo se explota el excedente debido al cre-
cimiento. La idea bésica del modelo que queremos construir es el siguiente. Se parte
de una poblacién con una determinada distribuciéon de las edades. Esta poblacion
tiene un periodo de crecimiento descrito por una matriz de Leslie. Al término de
este periodo, se obtiene como rendimiento una fraccion de cada una de las clases
de edades. La duracién del periodo de separacion de los animales que conforman el
rendimiento, debe ser breve en comparacién con el periodo de crecimiento (para que
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el crecimiento o los cambios de la poblacion sean despreciables en dicho periodo de
separacion). Finalmente, la poblacién debe quedar con la misma distribucién de las
edades que la poblacion original. Este ciclo se repite después de cada separacién y
por tanto, el rendimiento es duradero. Sea:

X = (X1, X2, X3, X4,)"

el vector de distribucion de las edades de la poblacion al inicio del periodo de cre-
cimiento; X; es el nimero de hembras de la clase de orden ¢ que sigue formando
parte de la poblacién (que no se separan como rendimiento). La duracién de cada
clase debe ser igual a la duracién del periodo de crecimiento. Por ejemplo, si el
rendimiento se separa una vez al ano, la poblacion tendra que dividirse en clases de
un ano.

Sea L la matriz de Leslie que describe el crecimiento de la poblacién; por lo tanto,
LX = serd el vector de la distribucién de las edades de la poblacién al término del
periodo de crecimiento (esto es, inmediatamente antes de la separacién). Sea h; con
1 = 1,2,3,4, la fraccién de hembras que se va a separar de las clases de orden i.
Entonces en la primera clase, después de un periodo de crecimiento se pasa de X3
hembras a,

a1 X + as Xy + a3 X3 + ay Xy,

siendo el nimero de hembras que se separan
hi(a1 X1 + asXo + a3 X3 + a4 Xy) ,
y en consecuencia
a1 X1 + asXo + a3 X3 + ay Xy — hi(a1 X7 + aaXo + a3 X3 + a4 Xy)

seran las hembras que quedan en la primera clase después de la separacién. Por
tanto,

X1 = a1 X1 + aeXo + a3 X3 + as Xy — hi(a1 X7 + asXo + a3 X3 + a4 Xy) .
Del mismo modo, en la segunda clase
b1 X1 — heb1 X1 = Xo,
y en la tercera y cuarta clase

b2X2 - h3b2X2 - X3
b3X3 — h4b3X3 = X4 .

Las ecuaciones anteriores podemos expresarlas matricialmente,
(1 — hl)(CL1X1 + CLQXQ + CL3X3 + a4X4) = Xl
(1 - h2>b1X1 == X2

(1—h3>b2X2 = Xg
(1—h4>b3X3 = X4

(5.4)
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Es posible realizar un razonamiento similar de forma mas simplificada, haciendo uso
del algebra matricial. Sea

hy 0 0 0

0o B o0 0
H=1"0 0 n o |

0 0 0 hy

la matriz de separaciéon de cada una de las clases. Si tenemos en cuenta lo que
entendemos por una politica duradera tenemos:

= La distribucién de las edades al final del perfodo de crecimiento (LX) menos
el rendimiento (HLX) serd igual a la distribucién de las edades al comienzo
del periodo de crecimiento (X).

O bien, B . . B B
LX-HLX=X = (I-HLX=2X. (5.5)

Las ecuaciones (5.4) y (5.5) son idénticas e indican que X es un vector propio de
la matriz (I — H)L asociado al valor propio A = 1. Por esta razén, los valores de

h; y X que aparecen en el modelo no pueden tomar cualquier valor, sino que por el
contrario estaran sometidos a ciertas restricciones que a continuaciéon analizaremos.

Sabemos que la matriz de Leslie es,

ay Gz asz aq

o0 0 0
=10 5 o o
0 0 by 0

Por tanto, la matriz (I — H)L vale,

(1 — hl)al (1 — h1>a2 (]_ — hl)ag (]_ — hl)a4

(1 — ho)by 0 0 0
0 (1 — hs)by 0 0
0 0 (1 — hy)bs 0

Observamos, que esta matriz es del mismo tipo que una matriz de Leslie y sabemos
que la condicién necesaria y suficiente para que una matriz de este tipo tenga como
valor propio la unidad es que su tasa neta de reproduccion R sea igual a 1. En
nuestro caso:

(1 — hl)(al + agbl(l — hg) + agblbg(l — hg)(l — hg)

Fagbibybs(1 — ha)(1 — hs)(1 — hy)) 1 (5.6)

Esta ecuacién, proporciona unas restricciones para las fracciones h; de separacion
de los animales. Solo aquellos valores que cumplan esta ecuacion y pertenezcan al
intervalo (0,1) dan origen a un rendimiento duradero.
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Si h; con i = 1,2,3,4 satisfacen la ecuacion (5.6), la matriz (I — H)L tiene como
valor propio A\; = 1 y ademads este valor propio tiene grado de multiplicidad 1 (ya
que el valor propio positivo de una matriz de Leslie tiene siempre multiplicidad uno).
Por tanto, solo existe un vector propio X linealmente independiente que cumple la
ecuacion,
(I -—H)LX =X,
de valor,
)? == [jl - (1, bl(l - hg), b1b2<1 - hg)(l - h3), blbgbg(l - hg)(l - hg)(l - h4))T .

Este vector, determinard la fraccion de hembras que quedara en cada una de las 4
clases después de la separacion si se sigue una politica de explotacion duradera. El
nimero de animales suele estar condicionado por restricciones, por ejemplo del tipo
ecolégico (espacio, tipo de especies) o econémico (precio de venta de los animales de
cada clase).

5.5.1. Explotacion uniforme

Suele ocurrir con frecuencia que en muchas poblaciones es dificil distinguir o capturar
animales de una determinada edad. Por este motivo, es razonable pensar que la
captura se realiza al azar, lo que equivale suponer que se separa la misma fraccién
en cada una de las clases. En consecuencia, un primer caso de estudio es

h=hy=hy=hs=hy.
Entonces, la ecuacion (I — H )LX — X, se convertird en

—

Lo . 1

De este modo, 1/(1 — h) debe ser el valor propio tinico positivo A; de la matriz de
crecimiento de Leslie, L

1
A= —.
)
Despejando h se obtiene
1
h=1-—.
A1

El vector X es, en este caso, igual al vector propio de L correspondiente al valor

propio A;
T
- (1 by biby bibobs

AN N '
Del valor de h encontrado, podemos deducir que, cuanto mayor sea Ay, mayor sera la
fraccion de los animales que se pueden separar de la poblacién sin agotarla. Se
observa también que si A; > 1, la fraccién a separar h se encuentra en el intervalo
(0,1). Esto era de esperar ya que A; > 1 significa que la poblacién aumenta con el
paso del tiempo.
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5.5.2. Separaciéon de la clase de menor edad

En algunas poblaciones, las hembras maés jovenes son las tnicas que tienen valor
economico. Por ello, sélo se separan las hembras de la clase de menor edad y por
ello,

hy=h, hy =hs =hs =0.
Bajo estas consideraciones, la ecuacion (5.6) se transformard en
(1 = h)(ar + agbi + azbiby + asbibabs) =1,

o lo que es lo mismo (1 — h)R = 1, siendo R la tasa neta de reproduccién de la
poblacién, correspondiente a la matriz L. Luego,

1
h=1-—.
R

En esta ecuacién se observa que una politica de explotacion duradera se logra cuando
R > 1, lo que equivale a que crezca la poblacion.

El vector de la distribucion de las edades después de la separacién es proporcional
al vector

X = (]., b17 b1b2; b1b2b3>T )

ya que A\; = 1. En efecto, (I — H)L)Z' = X,

(1 — h)a1 (]. — h)a2 (]_ — h)ag (]_ — ]’L)CL4

by 0 0 0 .
0 by 0 0 X=X
0 0 bs 0

En este caso la tasa neta de reproduccién R’ = 1 serd

R/ = (1 — h) [CLl -+ a2b1 -+ a3b1b2 + a4b162b3] = (1 — h)R =1.

EJEMPLO 5.1

Una cierta poblacién de animales estd dividida en tres clases de edades de un ano de
duracién y la matriz de Leslie correspondiente es

0 4 3
L= 12 0 o0
0, 1/4, 0

= Separacién uniforme. Como hemos demostrado, en este caso la fraccién que de-
bemos separar, viene dada por la expresion
1

h=1-——.
A1
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Necesitamos conocer los valores propios de la matriz L
[L—X|=0 = M =15, A=-131; A3 =-0.19,

y en consecuencia, la fraccién buscada es

1

1
h=1-—=_.
15 3

Es decir, de cada una de las clases de edades, debemos elegir la tercera parte de los
animales.

Para encontrar el vector de distribuciéon que quedaria después de cada separacién,

X = (1, by /s, bibo/A2) T = (1, 173, 1/18)T .

s Separacion de la clase de menor edad. Actuamos de la misma manera que en
el caso anterior, pero teniendo en cuenta que

1

h=1-—
R )

siendo R la tasa neta de reproduccién de la matriz L

1 1 1 19
R—a1+a2b1+agblb2_o+4<2) +3(2> <4> -

8 _1u
19 21°

El vector de distribucion de las edades seré:

Luego,
h=1

S - 1 1\"
X = (1, bl, ble) = 1, 5, g .

EJEMPLO 5.2

Para una cierta especie de ovejas domésticas de Nueva Zelanda, cuyo periodo de cre-
cimiento es de un afio, se encontré la siguiente matriz de Leslie

0.0 0.045 0.391 0.472 0.484 0.546 0.543 0.502 0.468 0.459 0.433 0.421
0.845 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.975 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.965 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.950 0 0 0 0 0 0 0 0
L= 0 0 0 0 0.926 0 0 0 0 0 0 0
- 0 0 0 0 0 0.895 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.850 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.786 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0.691 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.561 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.370 0

En cada uno de los casos estudiados, encontraremos la fraccion h a separar, y el vector de
la distribucién de las edades de las ovejas, después de cada separacién.
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Separacion uniforme. Para conocer la fraccion h necesitamos en primer lugar
saber el valor propio positivo A;. Para ello, utilizamos el ordenador y puede com-
probarse que A\; = 1.17557

1 1

h=1-—=1

A ~Ta1mssr

Entonces, la politica de explotacién uniforme consiste en separar, cada afno, el 15 %
de las ovejas en cada una de las doce clases.

A continuacién encontramos la distribucién de las edades de las ovejas, después de
cada separacién. En este caso, es proporcional al vector

(1 br bib2 bibsbs - bi--bu
) Al ) A% ) )\? ) ) )\%1
Por cada 1000 ovejas cuya edad estd comprendida entre 0 y 1 afio después de la

separacion, hay 719 ovejas cuya edad estd comprendida entre 1 y 2 anos, 596 entre
2 y 3 y asi sucesivamente.

T
) — (1, 0.719, 0.59619, --- )"

Separacion de la clase de menor edad. El segundo caso se resuelve con la misma
técnica empleada en el ejemplo anterior. La tasa neta de reproduccién es

R = a1+ asby +asbibs + -+ + apbibobs---b,_1 =
= (0 + (0.045)(0.845) + - - - + (0.421)(0.845) - - - = 2.513

La fraccién que se separa de la primera clase es

h=1 L _ 1 L _ 0.602
R 2513 T
La distribucién de las edades de la poblacién de ovejas, después de la separacion, es

proporcional al vector
vi = (1,0.845,0.824, 0.795,0.699, 0.626, 0.532, 0.418, 0.289, 0.162, 0.060) T .
Si hacemos el producto L(71 obtenemos
(2.513,0.845,0.824,0.795,0.755, 0.699, 0.626, 0.532, 0.418, 0.289, 0.162, 0.060) ",

que es el vector de la distribuciéon de las edades inmediatamente antes de la sepa-
racion. La suma total de todas ellas es 8.518, por lo que la primera, 2.513 supone
el 29,5% del total. Esto significa que, inmediatamente antes de la separacién, el
29.5% de la poblacién esta en la clase de menor edad. Como en esta clase se separa
el 60.2 %, se concluye que cada ano el rendimiento equivale al 17.8 % de la poblacién
total de ovejas.

EJEMPLO 5.3

Supongamos que disponemos de una granja con una capacidad para 1760 cerdas. Hemos
dividido la poblacién en tres clases de edad: jévenes, medianas y adultas, cuyos precios de
venta son 36 euros, 30 euros y 42 euros respectivamente.

La tabla siguiente corresponde a la distribucion en las tres clases en los anos 1998 y 2000:
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| Edad [| Nam. en 1998 | Ntim. crfas 1998-2000 | Ntim. 2000

[0,2) 160 160 1360
2,4) 300 1200 80
[4,6] 100 0 0

Realizaremos un estudio para deducir si es mas rentable econémicamente sacrificar el
mismo numero de animales de cada una de las clases o si por el contrario interesa sélo
sacrificar una parte de los animales mas jévenes.

» Para saber el crecimiento de la poblacion es necesario conocer la matriz de Leslie, y
en concreto los parametros de natalidad y supervivencia de la poblacién.

160 1200 0 80 1 200 2
60 0 T30 0B » 91 2

“ 160 27 27300 3

El modelo matricial serd,

X1(t) 1 4 0 Xq(t—1)
Xo(t) | =1 1/2 0 O Xo(t —1)
X3(t) 0 2/3 0 Xg(t— 1)

» Para la separacion uniforme de las hembras, es necesario encontrar el valor propio
estrictamente dominante de matriz de Leslie asi como su vector propio asociado.

1-Xx 4 0
12 =X 0 |==A(N=2=2)=0 = A =2 =0 A=-1.
0 2/3 -\

Como el valor propio dominante es A\; = 2, la fraccién que debemos separar de cada
una de las clases es

1 1
h=1--===05
2 2

el 50%. A continuacién necesitamos el autovector asociado al autovalor A\; = 2,

-1 4 0 T 0 ly—9y — 0 z = 4o
1/2 -2 0 y | =10 = 3 _232’ - 0} - y=o
0 2/3 -2 z 0 3Y n z=1ta

Por tanto, el subespacio unidimensional de vectores propios asociados al A\; = 2
viene expresado por

S ={(a, a, 1/3a) : a # 0},
el cual es generado por el vector (4, 1, 1/3), o bien uno proporcional (12, 3, 1).

Recordemos que una manera alternativa de encontrar este vector propio es,

. by biby\ 7T 1/2 1/2%2/3\7 1 1\7”
U = (1, 7171722 = (1, L7M =(1,>, =) .
IYAEDY; 2 22 4’12
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A la vista del vector propio, debemos repartir los 1760 animales entre las tres clases
en la proporcién 12: 3: 1,

1

I—go *12 = 1320 animales en la primera clase
1

I—go *3 = 330 animales en la segunda clase

1

I—go x*1 = 110 animales en la tercera clase.

ANTES DEL “Ipespues Pt
CRECIMIENTO -/ CRECIMIENTO

Figura 5.8. Distribucién de las hembras antes y después de un periodo de crecimiento.

Ahora, debemos esperar un periodo de crecimiento (dos anos),

1 4 0 1320 2620
1/2 0 0 330 | = 660
0 2/3 0 110 220

Finalmente el niimero de animales que separamos de la primera clase serd de,
1
2620 — 1320 = 2620 * 3= 1320,

de la segunda,

1
660—3302660*52330,

y de la tercera

1
220 — 110 = 220 5= 110.
De esta manera, el beneficio obtenido es de

1320 * 36 4 330 * 30 4+ 110 * 42 = 62040 euros.

» Para conocer la fraccién a separar en el segundo tipo correspondiente a la separacion
de la clase de la menor edad, calculamos la tasa neta de reproduccion,

4
R:a1+agbl+a3b1b2=1+§:3,
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entonces h =1—1/R=1-—1/3 =2/3, es decir un 66 % de las cerdas més pequenas.

Al igual que en el caso anterior es necesario repartir los 1760 animales en las tres
clases, por ello
X - (17 bla ble)T - <17 17 1>T )
2" 3
lo cual indica que la proporcién buscada es 6 : 3 : 2. Estos porcentajes obligan a que
960 de los 1760 cerdas deben corresponder a las jévenes, 480 a las medianas y 320 a

las adultas. Por tanto, después de dos anos el nimero de animales en cada una de
las clases sera de

1 4 0 960 2880
/2 0 0 480 | = | 480
0 2/3 0 320 320

El niimero de animales jévenes que debemos separar serd de 2880—960 = 2880%2/3 =
1920, cuya venta supone un beneficio de 1920 * 36 = 69120 euros.

» Conclusién: Interesa vender el 66 % de las hembras més jovenes.

Para terminar, insistimos en el hecho de que es posible establecer muchas politicas
diferentes de explotacion duradera, todas aquellas que cumplan la restriccién dada
por la ecuacién (5.6). Es evidente, que cada una de estas politicas dard lugar a
un beneficio distinto y una cuestién bésica es conocer cudl de ellas proporciona un
beneficio méximo. Este problema es muy interesante de responder pero su resolucion
escapa de los objetivos del curso ya que para poderlo abordar es necesario tener
nociones de programacion lineal.

5.6. Modelo para la explotacion de un bosque

Por 1ltimo presentamos un modelo para explotar de una forma racional la madera
de un bosque. Supongamos que disponemos de un bosque de pinos que deseamos
explotarlo como arboles para madera. Para ello, cada periodo de tiempo (dependien-
do de la matriz de crecimiento) cortamos y vendemos algunos de estos arboles. Por
cada pino cortado, se planta en el mismo lugar otro. De esta manera, el nimero de
arboles del bosque se conserva constante!. Como es natural, los drboles de diferentes
alturas tendran diferentes precios. Para concretar, dividimos los arboles en cuatro
clases de alturas, siendo p; con ¢ = 1,2, 3,4 el precio de un arbol que se encuentra
en la clase .

La primera clase esta formada por los arboles cuya altura estd comprendida en el

L En este modelo simplificado no se tendra en cuenta los arboles que mueren entre dos temporadas
de corte. Supondremos que cada arbol del almacigo que se planta, sobrevive y crece hasta que se
corta para su venta
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intervalo [0, 1) y es normal suponer que no tienen valor econémico (p; = 0). La
clase de orden 4 esta formada por los arboles de altura igual o mayor que hs. Repre-
sentaremos por X; con ¢ = 1,2,3,4 al nimero de arboles comprendido en la clase
de orden 7, que quedan sembrados después de cada temporada de corte. Con estos
nimeros puede formarse un vector

X = (X17X27X37X4)T )

que se conoce con el nombre de vector de arboles no cortados.

Para que la explotacién del bosque sea duradera, éste tiene que recuperar después
de cada temporada de corte, la configuracion fija dada por el vector de arboles no
cortados, X.

Uno de los objetivos fundamentales de esta seccion sera encontrar los vectores de
arboles no cortados X, que hagan posible la explotacién duradera. Como el niimero
total de arboles del bosque es fijo, se cumple

Xi+Xo+ X5+ X4e=N,

donde la cantidad N dependera, por ejemplo, del terreno disponible y del espacio
requerido por cada arbol. Entre dos temporadas de corte, los arboles crecen dando
una configuracion al bosque igual a la de antes de cada temporada de corte. En
esta temporada, se cortan un cierto nimero de arboles de cada clase. Finalmente,
se planta un arbol en el lugar de cada uno de los arboles cortados de forma que el
bosque recupere la configuracion inicial.

Si nos encontramos entre dos temporadas de corte, un arbol de la clase ¢ puede crecer
de forma que pase a ser de una clase de mayor altura o bien, tener por alguna razon
un crecimiento retardado y permanecer dentro de la misma clase. En consecuencia,
es necesario definir los siguientes parametros de crecimiento, g;, para ¢ = 1,2, 3, 4:

1.- g; = la fraccién de arboles de la clase de orden 7 que crecen y pasan a la clase
de orden 7 + 1 durante un periodo de crecimiento.

2.- 1 — g; = la fraccién de arboles de la clase de orden i que permanecen dentro
de la clase de orden ¢ durante su crecimiento.

= Después de un periodo de crecimiento, el niimero de arboles en cada una de
las clases sera,
Primera = (1 —g¢1)X;
Segunda g1 X1+ (1 —g2)Xo
Tercera g2 Xo + (1 — g3) X3
Cuarta = g¢3X3+ X4

= Supongamos que en una temporada se cortan Y;, i = 1,2,3,4 arboles de la
clase de orden i. Al vector Y = (Y7, Y,, Y3, Y;)T se conoce con el nombre de
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vector de arboles cortados,

Primera = (1—¢1)X; —Y;

Segunda = ¢ X1+ (1 —g2)Xo - Y5
Tercera = gng + (1 — gg)Xg — YE;
Cuarta = ¢g3X3+X4—Y)

= Y plantamos el mismo ntimero de arboles cortados

Primera = (1—g)X; -1+ (Y1 +Yo+Y5+Y))
Segunda = ¢ X7+ (1 —g2)Xo - Y5

Tercera = QQXQ + (1 — gg)Xg — YEJ,

Cuarta = ¢g3X3+ X4 —Y)

= Finalmente la configuracién del bosque debe coincidir con la que tenia antes
del periodo de crecimiento,

Primera = (1—-¢1)X;+Yo+Ys+Y, =X,

Segunda = g1 X7+ (1 —g2)Xo — Yo = X
Tercera = @goXo+ (1 —g3) X3 — Y3 = X3
Cuarta = 93X3 + X4 - Y;; = X4

Simplificando las ecuaciones anteriores,

aX1 = Yo+Ys3+Y),
GiX1 — G2 X2 = Y,
G2 X2 — g3X3 Y3

g3X3 = Y}

(5.7)

A este mismo resultado se llega de una manera mas simplificada si hacemos uso del
algebra matricial. Para ello, si GG es la matriz de crecimiento,

1—g 0 0 0
g1 1—go 0 0
G =
0 g 1—g3 0
0 0 gs 1
Entonces
(1-g1)X1

g1 X1+ (1 —g2)Xo
G2 X + (1 — g3) X3
93 X3+ Xy

GX =

nos da el nimero de arboles que hay en cada una de las 4 clases después del periodo
de crecimiento.

Como sabemos, en cada temporada de corte, se cortard un total de Y1+ Y5+ Y3+ Y}
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arboles. Este es también el nimero total de arboles agregados a la primera clase (los
nuevos arboles) después de cada temporada de corte. Si se define la siguiente matriz
de reforestacion,

S O O
SO O =
o O O
o O O

el vector columna

podemos escribir la ecuacion que caracteriza a una politica de explotacion duradera.
»  Configuracion al terminar el periodo de crecimiento, menos los drboles cor-
tados, mas la reforestacion con nuevos drboles de almdcigo serd igual a la
configuracion al inicio de un periodo de crecimiento.
O bien, en forma matematica
GX-Y+RY =X,
ecuacion que también puede escribirse

(I-R)Y =(G-1)X,

o bien,
0 1 0 0 }/2 . [%1 —3g2 0 0 XQ
0 0 1 0 Yy | 0 g2 —g3 0 X3
0 0 0 1 Y, 0 0 g3 O X4

Si desarrollamos la ecuacion matricial anterior, obtenemos el mismo sistema de ecua-
ciones (5.7),
X1 = Yo+Y3+Y)
GX1—gXe = Y,
Gg2aXo—g3X3 = Y3
g3X3 = Y,

Podemos ver que la primera de las ecuaciones es la suma de las tres ecuaciones
restantes. Como Y; > 0 para i = 2, 3,4, las ecuaciones anteriores requieren que

G1X1 > g2 Xy > g3 X3 >0
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5.6.1. El rendimiento 6ptimo duradero

Como se cortan Y; arboles de la clase de orden i con ¢ = 2,3,4 y como el precio de
estos arboles es p;, el rendimiento total en una temporada estara dado por

B = paYs + p3Ys3 + paYs. (5.8)

Ahora, combinando las distintas ecuaciones se puede enunciar el problema de la
maximizacion del rendimiento del bosque para todas las posibles politica de explo-
tacién que sean duraderas:

= Obtener los valores no negativos Xi, X5, X3, X; que hagan maxima la
expresion:

B = po (g1 X1 — 92X2) + p3 (92X2 — 93X3) + pags X
= pon X1+ (p3 — p2)g2Xo + (P4 — p3)g3 X3

sujetos a X1 + Xo + X3+ Xy =Ny g1X1 > g2Xo > g3X3 >0

Este problema pertenece al campo de la programacién lineal, sin embargo, en nuestro
caso solo necesitaremos el siguiente resultado,

= El rendimiento 6ptimo duradero se logra cortando todos los arboles
de la misma clase y ninguno de las demas clases

A continuacion lo “comprobaremos”sin recurrir a la teoria de la programacion lineal.

ara ello, vamos a suponer que es el rendimiento que se obtiene al cortar todos
P llo, R3 1 rend t bt 1 cortar tod
los arboles de la tercera clase y ninguno de las demas.

Como los tnicos arboles que se cortan son los de la tercera clase, se tendra que
Yi=Y,=Y,=0. (5.9)

Ademas, como se cortan todos los arboles de la clase de orden 3, a largo plazo, nunca
se tendran arboles de mayor altura que los de esa clase. En consecuencia,

X3:X4:O.

Asi, con la sustitucién en las ecuaciones (5.7) de la explotacién duradera, se obtiene

Y3 = 91Xy

0 = gXi— X
Y3 = X

0 = 0,

que también podemos escribirlas

91X4
g2

YE), = ngl = gQXQ = X2 = (510)
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Si sustituimos en
X1:X2+X3+X4:N,

puede despejarse X; y se obtiene

X 1
NN = X =—2 N= N (5.11)

X, + .
! 92 g1+ g2 1+Z—;

El beneficio de la venta es R3 = p3Y3, pero por (5.10), R3 = p3g1 X1, y teniendo en
cuenta (5.11),

1 p3N
R3:p391 glN: 13 1
14+ 4

92 g1 92

O bien, haciendo un estudio similar para n clases y cortando todos los darboles de la
clase k, el beneficio viene dado por la expresion,

Esta ecuaciéon determina a Ry en funcién de los parametros ya conocidos del cre-
cimiento y el valor econémico, para cualquiera que sea el valor de k (k = 2,3,--- ,n).
Resumiendo, el rendimiento éptimo, duradero se obtiene como sigue

TEOREMA 5.6.1 El rendimiento dptimo duradero es el valor mds grande de

PN
1 1 1
a 92 Jk—1

para k = 2,3,--- ,n. El valor correspondiente de k es el numero que determina la
clase de drboles que deben cortarse por completo.

EJERCICIO 24 Los arboles de cierto bosque estan divididos en tres clases de
alturas y tienen una matriz de crecimiento, entre dos temporadas de corte como
sigue,

1/2 0 0
G=[1/2 1/3 0
0 2/3 1

Si el precio de los arboles de la segunda clase es de 30 euros, el de los de la tercera
de 50 euros, deseamos saber la clase de arboles que debe cortarse por completo
para lograr el rendimiento éptimo duradero.
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» De la matriz de crecimiento obtenemos g1 = 1/2 y go = 2/3. Sustituyendo en

PN
1 2 1
g1 g2 9k—1

Ry =

obtenemos su valor, para el caso en que se cortasen los arboles de la segunda y

tercera clase 0N SON
= ——=15N, Rs3=
2 == BT 9415

Conseguiremos un mayor beneficio si cortamos todos los arboles de la segunda clase.

=14N.

= Si la plantacién tuviese N=1000 &rboles, entonces el beneficio de la venta es

Ry = 15N = 15 x 1000 = 15000 euros

EJERCICIO 25 Para un bosque de pinos escoceses con periodo de crecimiento
de seis anos se encontro la siguiente matriz de crecimiento

0.72 0 0 0 0 0
0.28 0.69 0 0 0 0
a— 0 031 07 0 0 0
0 0 025 077 O 0
0 0 0 023 063 O
0 0 0 0 037 1.00

Supongamos que los precios de las cinco clases de arboles de mayor altura, son

p2 =050, p3=100, ps=150, p5=200, ps=250

= Interesa conocer la clase de arboles que debe cortarse por completo con el objetivo
de obtener el rendimiento 6ptimo duradero. De la matriz G se obtiene

g1 = 0.28, g2 = 0.31, gs = 0.25, g4 = 0.23, gs = 0.37.
Por el Teorema (5.6.1) deducimos

Ry =50N/(0.2871) = 14.0N

R; =100N/(0.2871 +0.3171) = 14.7N

Ry = 150N/(0.2871 4 0.3171 +0.2571) = 13.9N

Rs = 200N/(0.2871 +0.3171 +0.2571 +0.237!) = 13.2N

Rg = 250N/(0.2871 +0.3171 +0.2571 +0.2371 4 0.377!) = 14.0N

Se ve que Rj3 es la cantidad mayor y por tanto, son los arboles de la tercera clase
los que deben cortarse por completo cada seis anos, para maximizar el rendimiento
duradero.

= El rendimiento 6ptimo duradero es de 14.7N, siendo N el ntiimero total de arboles
que hay en el bosque.
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EJERCICIO 26 En el Ejemplo anterior, deseamos conocer la relacion entre los
precios Do, ps3,P4,P5 ¥ Pe Para que los rendimientos Ry, con k = 2,--- /6 sean

iguales.

= En este caso, cualquier politica de explotacién racional y duradera producira el

mismo rendimiento). Para obtener esta relaciéon debemos comparar cualquiera de

las clases con la segunda, esto es
pP2s p3s p.
2 3 3 1.9

Ry=R3 = —T =73 1
58 %4‘3*1 D2
N N
Ry=R, = 22_-_PT o Pl_3p
28 2873135 p2

Y asi sucesivamente hasta conseguir la relacién

1:19:3.02:424:5

-, gn_1 son todos

EJERCICIO 27 Si los pardmetros de crecimiento gi,¢go,- -
*,Pn, Para que

iguales, vamos a encontrar la relacién entre los precios ps, ps, - -
cualquier politica de explotacion racional y duradera sea éptima.

= Suponiendo que g = g2 = - - - = gp—1, debemos de ir comparando tal y como hicimos

en el ejercicio anterior.
. pQN . pgN . pgN P3 .

g1 g1 92 a1

_ p2s palN _ paN  ps
Be=R = =71 173 7,3

g 9 9 @B o

Y asi sucesivamente con el resto de las clases.
Es fécil obtener la siguiente relacion

1:2:3:---:n—1
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 28

1.-

Supongamos que la edad maxima alcanzada por las hembras de una po-
blaciéon animal es de 18 anos y que esta poblacion se divide en tres clases
de edades iguales con intervalos de 6 anos, a las que llamaremos jovenes,
medianas y adultas. La matriz de crecimiento de Leslie viene definida de
la siguiente manera: una hembra joven aporta otra hembra y una media-
na dos, ademas el 50 % de las jévenes sobreviven para llegar a medianas
y el 25 % de las medianas se hacen adultas.

El precio de venta de cada una de las clases es 15 euros las hembras jéve-
nes, 25 las medianas y 32 las adultas. Si disponemos de 1000 animales y
cada 6 anos separamos la misma fraccion de cada una de las clases, ;cual
es el importe de la venta?

Sea el modelo matricial de Leslie,

z1(t+1) 1 0 2 1 (t)
afg(t-l-l) = 1/3 0 O xg(t)
z3(t+1) 0 a 0 z3(t)

siendo la unidad de tiempo del sistema igual a un ano

= Probar que para cualquier valor positivo de a la poblaciéon siempre
crece.

= Hallar el valor de o para que la poblacién crezca cada ano un 27 %.

= Para el valor de a encontrado, cual sera el total de la venta, en el caso
particular de la separacién uniforme, si disponemos inicialmente de
530 hembras y el precio de venta de las hembras de la primera clase
es de 10 euros, 15 euros para los de la segunda clase y 5 euros para
las hembras de la tercera clase?.

Disponemos de una poblacién de animales dividida en clases de edad de
6 meses de duracién. De las siguientes matrices de Leslie,

02 0 1 05 1 O 1 05 0.2
Li=(05 0 0 )]; Le=105 0 0 |; Lg=]102 0 O
0 04 0 0 2/3 0 0 04 O

selecciona aquella que sea adecuada para realizar la siguiente explotacion
racional y duradera. La poblacion inicial es de 500 animales, siendo el pre-
cio de venta de los animales mas jovenes de 10 euros. Calcular el importe
de las ventas realizadas después de cinco anos sabiendo que separacién la
realizamos sélo en la clase de menor edad.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 29

1.-

Se pretende realizar el estudio de la contaminacién de cierta region
en la que se estan produciendo vertidos industriales. Se han clasifi-
cado los terrenos en tres niveles de contaminacion:

= Terrenos limpios.
s Terrenos con nivel de contaminacién medio.

s Terrenos con nivel de contaminacién alto.

Se comprueba que la evolucion de la contaminacion de un ano para
otro se ajusta a los siguientes datos:

» Cada ano se contamina un 30% de los terrenos limpios de la
siguiente manera: el 20 % con un nivel de contaminacién medio
y el 10% con un nivel de contaminacién alto.

= Anualmente el 30 % de los terrenos con nivel de contaminacién
media pasan a tener contaminacién alta.

Ante esta situacion, las autoridades emprenden un plan de recupe-
racion de las zonas contaminadas. El plan actiia directamente sobre
los terrenos mas contaminados consiguiendo, por un lado, limpiar
totalmente el 70% de los terrenos con contaminacién alta, y por
otro, reducir la contaminacién de otro 10 % de zona de alta conta-
minacién que pasa a contaminacién media.

El territorio estudiado tiene una extensién de 1000 hectareas e ini-
cialmente todas ellas estaban limpias. Se trata de resolver las si-
guientes cuestiones:

l.a.- Estudiar la distribucion de terrenos contaminados pasada una
cantidad concreta de anos. Por ejemplo, intentemos estudiar lo
que sucede a los diez anos.

1.b.- Estudiar la tendencia pasado un niimero suficientemente grande
de anos.

Supongamos que en una determinada ciudad tenemos tres esta-
dos climaticos posibles: soleado, nublado, y lluvioso. Supongamos,
ademas, que si hoy esta el dia nublado, entonces la probabilidad de
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4.-

que manana el dia esté soleado es de 1/2, la probabilidad de que
esté nublado es 1/4, y la probabilidad de que esté lluvioso es de
1/4. De forma similar, es posible considerar otras probabilidades de
transicién (ver tabla adjunta) en los casos en que el dia de hoy haya
estado lluvioso o soleado.

’ . H Hoy soleado \ Hoy nublado \ Hoy lluvioso ‘

Manana nublado 3/4 1/2 1/4
Manana nublado 1/8 1/4 1/2
Manana lluvioso 1/8 1/4 1/4

Supongamos que hoy existe la misma probabilidad de que el dia sea
nublado o lluvioso, jcudl sera la probabilidad de que pasado manana
sea un dia soleado?. Estudiar el comportamiento del clima a largo
plazo.

Tras un estudio sobre las preferencias veraniegas (interior o costa)
se sabe que el 80% de los que un ano optan por veranear en el
interior lo vuelven a hacer al ano siguiente,mientras que el 90 % de
los que veranean en zonas de playa vuelven a la costa el ano siguiente.
Actualmente un millén veranea en el interior y 7 millones van a la
costa.

3.a.- Plantear un modelo matricial que permita calcular los vera-
neantes en el interior y en la costa para cada ano a partir de
los datos actuales.

3.b.- ;{Cuantos veraneantes elegiran cada opciéon pasados 10 anos?

Al realizar un estudio anual sobre el consumo de aceite de oliva en
una poblacion,se ha llegado a que el 80 % de los que consumen aceite
de oliva un ano contintian haciéndolo y que el 40 % de los que no lo
consumian comienzan a hacerlo.

4.a.- Plantear un modelo matricial que permita saber cada ano el
porcentaje de la poblacién que consume aceite de oliva.

4.b.- Plantear qué operaciones habria que realizar para obtener el
porcentaje de la poblacién que consume aceite de oliva cuando
transcurren 10 y 20 anos.

4.c.- Cuando se realizé este estudio habia 14000 individuos que con-
sumian aceite de oliva y 6000 individuos que no lo utilizaban.
Utilizar el modelo anterior para determinar qué porcentaje de
la poblaciéon consume aceite de oliva cuando ha transcurrido 1
ano desde el inicio de nuestro estudio.
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D.-

7.-

Al realizar un estudio de mercado,los directivos de una empresa
llegan a la conclusién de que cuando transcurre cada ano el 70 % de
sus clientes siguen siendo fieles, el 30% de sus clientes se pasan a
la competencia, el 35% de los clientes de la competencia se pasan
a su empresa, el 65% de los que no son clientes permanecen en la
competencia. Plantear el modelo matricial pertinente y diagonalizar
para resolver la siguientes cuestion: Si la empresa tiene 2123 clientes
y la competencia 10302, calcular la cantidad de clientes de la empresa
y la competencia tras 17 anos.

Cierta especie de aves se mueve entre tres asentamientos, A, B, y
C, segun la siguiente tabla de migraciones anuales:

’ H Pasan a A \ Pasan a B \ Pasan a C ‘

Las aves de A 80 % 10 % 10 %
Las aves de B 20 % 70 % 10%
Las aves de C 30% 10% 60 %

» ;Qué expresiéon matricial proporcionara el nimero de aves en
cada asentamiento después de k anos?

= Si inicialmente hay, en miles de aves, Ay = 2, By =3y Cy = 6.
Calcular el niimero de aves en cada asentamiento pasados dos
anos.

= En general, el esquema marcado por la tabla anterior hace que el
numero de aves en cada asentamiento cambie de un ano a otro
(Existe alguna configuracion inicial de aves que permanezca
constante ano tras ano? Calcular los porcentajes y comprobar
el resultado.

Una sala de cine decide programar las peliculas segiun el siguiente
método: si una semana se proyecté una norteamericana, a la semana
siguiente se programara una norteamericana. Si la pelicula progra-
mada fue espanola, la semana siguiente una de cada dos sera espanola
y una de cada dos francesa. Finalmente, si la pelicula programada
fue francesa, la semana siguiente se programara norteamericana una
de cada tres y dos de cada tres francesa. Si inicialmente las cuotas
de pantalla son el 60 % para el cine norteamericano, el 30 % para el
cine espanol, y el 10 % para el francés.

= ;Estamos ante una cadena de Markov regular? Justifica la res-
puesta.

= Analiza el comportamiento a largo plazo del modelo.

» ;Puedes deducir el resultado anterior analizando el diagrama
de estados?



Capitulo 6

APLICACIONES DE LOS SISTEMAS
DINAMICOS DISCRETOS

6.1. Introduccion

En este tema estudiaremos los casos més simples de crecimiento de poblaciones,
cuando la variable tiempo toma valores en un conjunto discreto, clasificados en
modelos independientes y dependientes de la densidad de la poblacion.

DEFINICION 6.1.1 Diremos que el crecimiento de una poblacion es indepen-
diente de la densidad si las tasas de nacimiento y mortalidad no dependen del tamano
de la poblacion.

Recordemos que en el estudio de los modelos matriciales, ya hemos tenido ocasion de
analizar el comportamiento de ciertos modelos discretos y una breve introduccion
a los modelos exponencial y logistico. Ahora, aplicaremos parte de los resultados
obtenidos en los temas anteriores y realizaremos un estudio mas completo de algunos
de estos modelos.

6.2. Crecimiento independiente de la densidad de
la poblaciéon

Comenzaremos analizando el modelo mas simple de crecimiento de poblaciones de
una sola especie. Supondremos para empezar que:

= La tasa de nacimientos es proporcional al nimero de individuos presentes.

79
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= La tasa de muertes es proporcional al nimero de individuos presentes.

Existen ciertos tipos de animales, como por ejemplo la mariposa Euphydrias editha,
que se reproduce una vez al ano, poniendo sus huevos a primeros de Abril. Las
mariposas adultas vuelan durante un periodo corto de tiempo y entonces mueren.
Existen ratones que tienen crias solamente una vez al ano en primavera, y que
viven alrededor de diez anos. Para este tipo de especies, un modelo que suponga
que los nacimientos se dan continuamente y que las generaciones se superponen es
inapropiado.

700(r ~
R —11 e
600 r .
@
300/ "
400/} e
300/ F e®
@
20001 . o®"
a®® r=1
100 BGaasasssndnsnnnsnan
0 Tl...l'..'-.. r=09

4 8 12 16 20

Figura 6.1: Modelo discreto exponencial.

Mediremos el tiempo & en unidades de generacién (un afo, un mes, ...), y supondre-
mos que 7 es el nimero de individuos que nacen en la proxima generacion a partir
de un individuo de la generacién actual. Si ; simboliza al nimero de individuos de
la poblaciéon en la generacién k, entonces

Tpy1 =TT, k=0,1,2,---.
Si g es el nimero inicial de individuos, de la expresién anterior se deduce
rp=xor", k=0,1,2--, (6.1)

es decir, estamos ante un crecimiento exponencial o geométrico. El comportamiento
cualitativo de (6.1) estd determinado por el valor de r y queda simbolizado en la
Figura 6.1.

Es evidente que este modelo representa a la poblacién sélo en un intervalo corto de
tiempo, ya que el crecimiento es demasiado rapido. Ademas, este modelo basado en
la independencia de la densidad, no puede explicar la evolucién de la mayoria de las
poblaciones que existen en la naturaleza.

Podemos preguntarnos por los valores reales, y no los tedricos, que se obtienen
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del parametro r en el laboratorio y en la naturaleza. En los experimentos en el
laboratorio puede encontrarse valores de » muy diferentes, dando lugar a crecimiento
muy rapido de poblaciones. Sin embargo, en la naturaleza este valor debe estar muy
cerca de uno, ya que en caso contrario la poblacion desapareceria o por el contrario
creceria rapidamente.

105 -

Ndmero de nacimientos

-

109

10%

102}

10'-/
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Figura 6.2: Crecimiento de una poblacién de péjaros.

La Figura 6.2 muestra la representacion en escala logaritmica de una poblacion de
pajaros de Gran Bretana, desde el anio 1955 al 1970. Observemos que al principio,
la poblacion crece exponencialmente, pero después de algunos anos, disminuye sus-
tancialmente. En la préxima seccion trataremos de explicar este comportamiento.
La cuestion mas importante de la dinamica de poblaciones es determinar las causas
y las consecuencias de la desviacién del modelo exponencial.

EJEMPLO 6.1

= FEl censo de los Estados Unidos se elabora cada diez anos. En la Tabla 11.1. se
recogen los datos correspondientes al periodo 1790 - 2000.

La tasa de crecimiento en cada década se calcula dividiendo el censo correspondiente
al afio superior entre el namero de individuos en el ano inferior. Por ejemplo, la tasa
de crecimiento en la década 1790 - 1800 es:

Poblacién en 1800 _ 5.308.483
Poblacién en 1790  3.929.214

El modelo matemaético discreto mas simple supone que la poblacion en la préxima
década es igual a la poblacion actual més la poblacién actual por la tasa de creci-
miento medio, r, de la poblacién. El modelo empieza con una poblacién inicial, por
ejemplo, la correspondiente al afio 1790. Para encontrar la poblacién en la década
préxima, multiplicamos por (1+7). Con ello obtenemos una sucesién de poblaciones,
todas ellas encontradas a partir de la década anterior. Por ejemplo,

= 1.351.

Poblacién en 1800 = 1.349 x Poblacién en 1790 = 5300510,
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siendo 34.9 % la media de las tasas de crecimiento desde 1790 hasta 1860. Observemos
que existe una diferencia de aproximadamente 8000 individuos que equivale a un
error del 0.15%. Podemos repetir el proceso anterior y encontrar las poblaciones
para las décadas 1810, 1820, ... , 1860, ya que en estos periodos la tasa de crecimiento
se mantiene razonablemente constante.

1790 392293214 1870 30818 449 1950 151.325798
1800 53508.483 1880 50.135.783 1960 172323173
1810 7232881 1890 62947 714 1970 203.302.031
1820 2A38.453 1900 75994573 1980 226 545 805
1830 12886020 1910 31972 2aa 1990 248 . T09 273
1840 17.069.453 1920 105 710620 2000  2E1.421 906
1850 231918768 1930 122 775048
1860 31.433321 1940 131 669 273
Tabla 6.1

La Tabla 6.2 muestra los datos obtenidos. En ella puede observarse que los errores
cometidos son pequenos hasta 1870, y ademads la poblacién predicha por el modelo
es ligeramente superior a la poblacién exacta, lo cual nos sugiere que durante el siglo
XIX bajé la tasa de nacimiento. Entre los afios 1860 y 1870 tuvo lugar la guerra civil
americana, originando el brusco descenso en la tasa de crecimiento de la poblacion
de Estados Unidos; ademas durante estos anos acontecié la revolucién industrial y
la sociedad pasé de ser mayoritariamente agricola a una sociedad industrial con un
descenso significativo de los nacimientos.

Si continuamos usando el modelo anterior hasta 1920 o 1970 nos encontraremos con
una poblacién predicha de 192365343 y 859382645 respectivamente, lo que supone
una estimacién del 82 % y 323 % mayores que las reales. La conclusiéon que deducimos
es que el uso de este modelo de crecimiento esta limitado a predecir la poblacién
futura en anos muy proximos, no se puede extrapolar a largo plazo.

Recordemos que el modelo matemético dado por
Tpt1 = xp + 1o = (L + 1)z, 0= P(1790) = 3.929.214, (6.2)

siendo r la tasa media de crecimiento, se conoce con el nombre de modelo de cre-
cimiento discreto exponencial o de Malthus. El modelo es un caso particular
de un sistema dinamico discreto o ecuacion en diferencias. Las ecuaciones en dife-
rencias se usan con frecuencia en Ecologia, donde a menudo se puede determinar la
poblacién de una especie o coleccién de especies, sabiendo la poblacién en la gene-
racién anterior. El modelo de crecimiento malthusiano establece que la poblacién
en la préxima generacion es proporcional a la poblacién de la generacion actual. De
(6.2) se deduce inmediatamente

zp=1+rrzy, k=1,2,3---.
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AMO CENSO  =zket1=13459=z) % ERROR
1720 3.929.214 30939 214 e
1200 & 30%8.483 5300.510 nls
1818 T.239.8681 T150.388 124
1220 0 638.453 0 A45 873 (1 HIHY
1330 12.866.020 13.012 282 114
1240 17.069 453 17.5353 340 R4
1350 23.191 876 23.6%9 Tas 210
1360 31.433321 =21.944 002 162
1870 390.618 449 43 0192 459 g.22
Tabla 6.2

A continuacién modificaremos el modelo anterior para obligar a que la tasa de cre-
cimiento sea una funcién que dependa del tiempo. Hemos comprobado que la tasa
media de crecimiento que calculamos para las primeras décadas predice una pobla-
ciéon muy superior a la ofrecida por el censo. Para mejorar esta prediccion, podemos
calcular para cada una de las décadas su tasa de crecimiento r y encontrar la recta
de regresién de todos estos datos.

Se pasa asi del modelo discreto auténomo zjy; = f(x), al modelo discreto no
autéonomo xp+1 = f(x,tx). La recta de regresion r(k) = 3.158 — 0.00155k ajusta a
la nube de puntos de las diferentes tasas de crecimiento. En este caso, la ecuacion
en diferencia no auténoma sera:

g1 = (L +r(k))zy, (6.3)

siendo t = 1790 + 10k, y k el nimero de décadas después de 1790.

R_0-16863; 6=4.1243; r=-0.1367: InR_0/6=-0.1267

112

lima Interval t=1 0 t

Figura 6.3: Tasa de crecimiento para la poblacién de EEUU.

La Figura 6.3 permite comparar los datos del censo con las diferentes proyecciones
que se obtienen al utilizar el modelo de crecimiento exponencial auténomo y no
auténomo (que no dependen/dependen del tiempo). Llamamos la atencién sobre
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el hecho de que si utilizamos (6.3) para encontrar la poblacién en cada década, es
imprescindible conocer la poblacién en la década anterior.

Poblacion
350,000,000 s .
o Censo
300,000,000 H A )
—— No Autinemo é
250,000,000
200,000,000
o//
150,000,000
‘/'/o V4
100,000,000 L //
./‘
50,000,000 ky.’/_
NP st
) f—a—g—0-4
1760 1810 1830 1850 1870 1880 1910 1930 1950 1970 1990
Afio

Figura 6.4: Modelos de crecimiento exponencial.

En la Tabla 6.3 se comparan numéricamente los datos reales con los obtenidos con
(6.3). El modelo (6.3) predice 278244477 individuos para el ano 2000, cifra que se
encuentra ligeramente por debajo del valor real.

ATND CENSO Ltr(k) (et D=(1+(k)=k) ERROR (%)
1790 3928214 13535 3929214

1800 5308483 1.3680 5.436.088 24
1810 7235881 | 1.3525 7.436.540 1.7
1820 9635453 1.3370 10.057.921 4.4
1830 12866020 1.3215 13.447.440 4.5
1840 17.06%.453  1.3060 17770792 4.1
1850 23191876 1.2%05 23 208,655 0.1
1860 31433321 1.2750 29.950.769 4.7
1870 393184459  1.2593 38.187.231 4.1
18RO 50155783 1.2440 48.096.817 4.1
1890 62.947.714  1.2283 59.832.440 4.9
1900 75994575 1.2130 T3.504.153 33
1910 91.972.266 | 11975 89.160.537 31
1920 1057710620 1.1520 106768743 1.0
1930 122775046 | 1.1665 126.201.8%7 28
1940 131665275 11510 147 214 442 11.8
1950 151325735 11355 165443 823 12.0
1960 179323175 1.1200 192,403 461 73
1970 203302031 1.1045 215.491.877 6.0
1980 226545805 1.05%0 238.010.7773 51
1990 248.70%.873 | 1.0735 258193737 4.2
2000 231.421.906 278.244.477 1.1

Tabla 6.3
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6.2.1. Modelo discreto exponencial modificado

Hemos aplicado el modelo de crecimiento discreto exponencial para estudiar la evo-
lucién de una poblacion. Durante su aplicacion, se ha considerado el sistema como
cerrado para poder trabajar con una tasa neta de crecimiento. Pero podemos modifi-
car dicho modelo para tener en cuenta el hecho de la inmigracion y de la emigracion.

Supongamos que una poblacién xj crece de acuerdo al modelo discreto exponencial
y asumimos que el nimero de personas que entran y salen en cada intervalo de tiem-
po es constante (e — s = u). Ahora, el crecimiento puede modelarse por la ecuacién
en diferencias:

$k+1:(1+7")$k—,u, k207172>"'7

donde r es la tasa de crecimiento. Conocidos estos datos y la poblacién inicial xg
podemos encontrar una expresioén general de x. En efecto,

1 = (1+7r)z—p
o = (I+r)or—p=Q0+r)(1+r)zg—p) —p=
(L+7)2zo = (L+7)+1)p

r3 = (1+rPrg—((1+r)?+Q+r)+1)p

o = (L4+r)fag— (L4+r) '+ 0 +r)2+ +(1+r)+1)p

Aplicando la férmula que nos da la suma de un nimero finito de términos de una
progresion geométrica, se obtiene

14+r)kF—1
zp = (14 7r)Fzy — %u,

expresion mas complicada que la correspondiente al modelo discreto exponencial
simple. Aunque en este caso concreto hemos podido encontrar una expresiéon para
xr en funcién de xg, r y u, tenemos que decir que en general este calculo suele ser
complicado. Por esta razon, lo que se hace es estudiar el comportamiento cualitativo
del modelo, por ejemplo, a través de su diagrama de Cobweb.

6.3. Crecimiento dependiente de la densidad de
poblacion

Ya hemos indicado que el analisis del modelo discreto exponencial y el sentido comin,
nos dicen que este tipo de crecimiento no puede mantenerse durante mucho tiempo.
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En todos los casos, llega un momento en que la poblacion se regula. Se han pro-
puesto muchas hipotesis para explicar las causas que originan este autocontrol de la
poblacién, entre otras:

= Factores independientes de la densidad, como por ejemplo el clima.
= La cantidad de comida disponible.

= Problemas con su territorio o canibalismo.

= Depredadores.

= Pardsitos o enfermedades.

De entre todos estos factores nosotros estudiaremos el segundo de ellos, es decir el
crecimiento dependerd de la densidad de la poblacion, y por tanto, ésta se autoregula.

Un modelo clésico apropiado para describir poblaciones de animales (o plantas) que
viven un ano, se reproducen y luego mueren, es de la forma:

Lh+1 :f(l‘k), ]{?20,1,27'” s (64)

donde f nos da el niimero de individuos para el préximo ano en términos del niimero
de individuos actuales. Se han propuesto diferentes modelos, simplemente cambiando
la funcion f. Por ejemplo, en el estudio del caos se trabaja con el modelo de May
(1974) donde la funcién f es,

flz)=cx(1—x).

6.3.1. El modelo de crecimiento discreto logistico

En 1913 T. Carlson estudio el crecimiento de un cultivo de levadura. La Tabla 6.4
muestra los datos recogidos en intervalos de una hora.

TIEMPOQ POELACION TIEMPO POBLACION TIEMPO FPOBLACION
1 98 7 174.4 13 5048
2 123 8 2573 14 6294
3 290 9 3507 15 6408
4 472 10 441.0 16 651.1
5 ! 11 5133 17 6359
6 1151 12 5597 18 6359 .6

Tabla 6.4: Poblacién de un cultivo de levadura

En ella se observa que la poblacién no sigue un modelo de crecimiento discreto
exponencial, ya que a partir de cierto momento la poblacién se estabiliza y no crece
exponencialmente. Es necesario que la funcién f(z), del sistema discreto dindmico
general x4, = f(xy), ahora sea cuadrédtica en lugar de ser una ecuacién lineal.
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Este nuevo modelo se conoce con el nombre de modelo discreto logistico, y viene
expresado por

xk+1:xk+7’xk<1—%>, k=0,1,2,---. (6.5)
M
Observemos que para valores pequetios de la poblacién 1 — 3¢ =~ 1 y el modelo

coincide con el exponencial. Sin embargo, para valores de la poblacién z, ~ M
entonces w11 ~ 7). El pardmetro M recibe el nombre de capacidad de carga de
la poblacién.

x(k+1)
700 ~ | [ I |

x(k+1)=1.5612x(k)-0.000861x(k)"2 | "
500 P
=

500 f/ -
400 / =

/ 7 aleHy=x()
300 L

il
200

P

7
100 /
X
0 ®
0 100 200 300 400 500 800 700

Figura 6.5: Modelo para un cultivo de levadura.

El comportamiento de (6.5) es bastante mas complicado que (6.2). No existe una
solucién exacta de este sistema dindmico discreto. El ecologista Robert May (1974)
estudié dicha ecuacion para diferentes poblaciones y descubrié que podia presentar
dindmicas muy diferentes. Este hecho lo pusimos de manifiesto al analizar el caos
matemaético, ya que (6.5) puede ser escrita como g1 = prg(l — xg).

A continuacion aplicaremos este modelo para estudiar la evolucién del cultivo de
levadura.

EJEMPLO 6.2

= En la Figura 6.5 hemos dibujado xx41 como funcién de xi. Por ejemplo, los dos
primeros puntos son (9.6, 18.3) y (18.3, 29). Posteriormente utilizando el programa
Mathematicag se ha encontrado la pardbola que pasa por el origen y = ax — ba?
que mejor ajusta a estos datos, obteniéndose

Tpp1 = 1.5612z; — 0.000861x7 .

Podemos utilizar un programa de simulacién, como por ejemplo POPULUSg, y ob-
tendriamos la Figura 6.5 De forma cualitativa podemos ver que inicialmente se
produce un crecimiento exponencial y que posteriormente la poblacién se estabiliza
alrededor de 650 que es la capacidad de carga del modelo.
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Figura 6.6: Simulacién del modelo.

Observemos también que el punto de inflexién estd situado en la mitad de la capaci-
dad de carga, que corresponde a un tiempo entre las 9 y 10 horas. En este momento

se produce el maximo crecimiento de la poblacién.

6.3.2. Generalizacion del modelo discreto logistico

La mayoria de otros modelos comparten los rasgos cualitativos observados en el
modelo de May. Si representamos en el eje de abscisas la poblacién en el tiempo k,
y en el eje de ordenadas la poblacién en el periodo siguiente x;, 1, en gran parte de
ellos se obtiene una curva del tipo representado en la Figura 6.7.

xk+1)

30

280 F

el Tpe
Jras

o -

160

100

90

x(k)
0 )

0 0 1C0 130 200

Figura 6.7: Representacién de los puntos (zx, Tx11)

Observemos que esta curva tiene un inico maximo. Cuando el nivel de la poblacion es
pequeno, entonces aumenta en funcién de la poblacion actual, pero cuando el niimero
de individuos es elevado, los mecanismos propios relacionados con la densidad de la
poblacién (competicién, por ejemplo) reducen su nivel en los préximos anos.



6.3 Crecimiento dependiente de la densidad de poblacion 89

De entre los modelos mas citados en el estudio de dindmica de poblaciones, se

encuentran:

f@) = (1+20-7)

fla) =aet=0),

AT

f@):m

En una de las practicas del Laboratorio Matemético, realizamos un estudio intensivo
del segundo de los modelos, conocido con el nombre de modelo de Ricker (1954).
Para los otros dos casos, se puede hacer un tratamiento similar.

EJEMPLO 6.3

= Un modelo matematico dependiente de la densidad de la poblacién y alternativo al
modelo logistico de May, ha sido propuesto por Gilpin'y Ayala (1973), y se expresa

CO1mMo:

Tk

B

s =g =ra (1= (%)) k=012 (6.6)

donde « es un parametro positivo que depende del organismo en cuestion.

El punto de equilibrio no nulo de este modelo se obtiene resolviendo la ecuacién

cuyo valor es

fla)=az = ra:(l— <;>a> =z

1

x*=6<rzl>a.

Para estudiar la estabilidad del modelo primero debemos derivar la funcién f(z).
Una vez simplificada se obtiene

Luego

o (3 5))
f) = f <6 (r;1>;> i —arta.

Este punto de equilibrio serd estable cuando |f/(z*)| < 1, lo cual ocurre cuando

1<r<1+%.
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En ciertas ocasiones, como por ejemplo en el modelo logistico de May

flx) =cax(l—z/M),

si el nivel de la poblacién es demasiado bajo, entonces el niimero de individuos tiende
a largo plazo al punto de equilibrio * = 0 y la poblacién desaparece. Este fenémeno
es conocido en ecologia con el nombre de Efecto Allen. Muchas poblaciones bio-
logicas que presentan este efecto, decrecen en su tamano si el niimero de individuos
se encuentran por debajo de cierto nivel critico z.. La regiéon donde z; < z. es
conocida con el nombre de zona de depredacion.

Podemos modificar el modelo anterior, para tener en cuenta este hecho, de la manera

siguiente:
x

flz)=cx (1—M> (x—a), a>0.

6.4. Ejemplo de modelo discreto para la pesca

En los tltimos anos los modelos discretos han sido muy utilizados en el diseno
de estrategias para la pesca. Se ha demostrado que son muy utiles para evaluar
diversas tacticas de capturas de peces con un doble objetivo, en primer lugar para
maximizar los beneficios y en segundo lugar para realizar una explotacion de recursos
mantenidos en el tiempo. El modelo que vamos a estudiar también puede ser aplicado
a cualquier otro tipo de recurso renovable.

Supongamos que la densidad de la poblacién en ausencia de capturas viene dada
por
karl:f(xk)? k2071727”"

Si suponemos que €(k) es la captura realizada en la poblacién en el tiempo £, la cual
es la que genera la poblaciéon en el tiempo k + 1, entonces el modelo que estudia la
dindmica de la poblacién viene dado por:

Ty = (o) —e(k), k=0,1,2,---. (6.7)
Las dos preguntas que debemos contestar son:
s ;Cudl es el maximo rendimiento biolégico sostenible Y;,?
= ;Cuadl es el maximo rendimiento econémico Ej;?
Si encontramos los puntos de equilibrio de (6.7), deducimos que
= fz*)—€ = € =f(")—a".
Si el maximo rendimiento sostenible del punto de equilibrio Y); se alcanza cuando
r* toma el valor z,,, entonces su valor podemos encontrarlo haciendo
O€*
ox*

=0 = fla)=1.
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El valor de Y, sera

y esta situacion sélo es interesante cuando Y, > 0.

Una estrategia podria ser mantener la poblacion de peces en estos niveles con el
objetivo de hacer maxima la captura Y},. Pero como es dificil tener un conocimiento
exacto de la poblacién actual de peces, entonces este método puede ser dificil llevarlo
a la practica. Por esta razon, es mas interesante formular el problema de optimizacion
en términos de capturas y esfuerzos.

Supongamos que el esfuerzo para capturar un pez, de una poblacién z, es ax, donde
a es el pardmetro de captura (que es independiente de la densidad z). Entonces el
esfuerzo para reducir x en 1 unidad es 1/(ax) y f(x) en 1 unidad es 1/(af(z)). De
esta manera, el esfuerzo F); para obtener la captura Yy, = f(zy) — zps €8

flxar)

Ey = Z (az;)™t.

Ti=TM

Frecuentemente los valores de este sumatorio son de tal manera que se pueden apro-
ximar por la siguiente integral

(war)
Ele/f L=t (f(xM)) . (6.9)

a Ju,, T a Tp

Las ecuaciones (6.8) y (6.9) nos dan la relacién de Yy, Eys en funcién de .

EJEMPLO 6.4

= Para terminar, aplicamos estos resultados a un modelo concreto, conocido como
disco de Holling, que viene definido por:

By,

o+ T

Thrl = , O<a<p.

En primer lugar encontramos el valor de x ) resolviendo 1 = f/(zs). Es decir,

= (Y o s = A (Vi va).

a+ (a+zp)?

Si sustituimos en las ecuaciones (6.8) y (6.9), nos da

By
o+ Ty

1 s
Ey = -1 .
M an<a+xM>

Yu =
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En este ejemplo, podemos eliminar entre las dos expresiones x,; y obtener una
relacion explicita entre Yy v Eay,

Yy = (ﬂeiCEM — a) (eCEM — 1) )

6.5. Ejemplo de modelo discreto para la economia.
Modelo de la telarana.

Es un modelo elemental que simula el comportamiento de un bien en el mercado,
sujeto a las variaciones de la oferta y de la demanda.

La empresa que ofrece el bien, cambiara su oferta , O;, durante el periodo ¢ propor-
cionalmente a la variacién del precio del bien en el periodo anterior ¢ — 1. Pensemos
que si el precio del bien en el periodo anterior ha aumentado, entonces incremen-
tara la oferta en el periodo siguiente t. Por el contrario, si el precio disminuye en el
periodo t — 1, entonces la empresa ofertard menos cantidad en el periodo siguiente t,
intentando contrarestar la tendencia a la baja y evitando la disminucion de ingresos.
Por lo tanto, si el precio del bien sube (baja) en el periodo ¢ — 1, entonces la oferta
del mismo bien en el periodo siguiente ¢t sube (baja) proporcionalmente,

Ot:aPt_l; a>0; teN

Ademas, debemos anadir a la ecuaciéon anterior un sumando constante b que se
interpreta como la accion de las fuerzas independientes de la variacion del precio del
bien, que también tiene influencia en la variacion de la oferta del bien en el mercado.

Ot:aPt,l—i—b; a>0, teN (610)

Vamos a suponer que el incremento de la demanda en el periodo ¢ de dicho bien,
Dy, varia proporcionalmente al aumento de su precio en dicho periodo. Es decir, el
consumo del bien crecerd si su precio disminuye y reciprocamente. En consecuencia,
la constante de proporcionalidad ¢ debe ser negativa. Ademas, y al igual que con la
oferta, incluiremos un término constante d.

Di=cP,+d; c<0; teN (6.11)

Por 1ltimo, supondremos que la dinamica del mercado hace que la oferta y la de-
manda del bien tiendan a coincidir en cada periodo t,

O,=D;; VteIN = aP,1+b=cP+d = c¢P,—aP,1+(d—0b)=0

que puede expresarse como el sistema dinamico discreto:

a b—d
Pt = f(Ptfl) = EPt,l + T ) telN (612)
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EJEMPLO 6.5

= Dadas las siguientes funciones Dy = 100 — 2P, y Oy = —20 4 3F,_1, hallar el valor
de equilibrio del precio y comprobar si es estable o inestable. Suponer que el valor
inicial es Py = 25, y calcular los valores numéricos de P; hasta t = 4.

»  Incluir solucién

EJERCICIO 30 Sea y; el nimero de individuos de una determinada
especie de animales en el tiempo t. Sabiendo que su evolucién sigue una
relacion de la forma:

3 1
yt+2:§yt+l_§yt7 t:Oa]-:Q;"'a

probar que la poblacion se estabiliza a largo plazo.

= La ecuacién en diferencias anterior es homogénea ya que puede ser escrita como,

2Yty2 — 3yir1 +y: =0,

y tiene como ecuacién caracteristica

1
A2 -3\ +1=0 = X\ =1, A=,
luego la solucién general
k(D) =+ 2 kR
Yt =Fk1+ 2(5) = 1+§7 1,R2 €

= Si tomamos limites cuando t tiende a infinito se obtiene de manera inmediata que
Yt — k‘l.

EJERCICIO 31 Resolver la ecuacion en diferencias de orden dos

Yp2 Ty =1+1¢.

» La solucion general se construye a partir de una solucién particular de la ecuacién
completa y la solucién general de la ecuacién homogénea asociada. Empezamos, por
tanto, encontrando las raices del polinomio caracteristico

MNi+l1=0 = \=di.
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Es decir, dos nimeros complejos conjugados de mdédulo 1 y argumento /2. La
solucion general de la ecuacion homogénea es:

yf:klcos(gt)—i—kgsen(%t) , ki,ks eR

Para buscar una soluciéon particular de la ecuacién completa, observamos que el
término independiente 1 + ¢, es un polinomio de primer grado. Ensayamos con la
solucién y¥ = a + bt. Al imponer que sea solucién de la ecuacién en diferencias, se
obtiene,

a+bt+2)+a+bt=14+t = 2a+2b=1, 2b=1 =a=0b=1/2,

luego, la solucién particular buscada es y? = 1/2t. La solucién general de la ecuacién
completa serd

yt:klcos(%t)+kzsen(gt)+%t, ki, ks € R

EJERCICIO 32 Resolver la siguiente ecuaciéon en diferencias lineal de
coeficientes constantes

Yera — 6y + 5y = 3.

= Para encontrar la solucién y; de la ecuacién completa empezamos buscando 32, que

es la solucién general de la homogénea

Yir2 — 6Y+1 + Oy = 0.

Al ser las raices del polinomio caracteristico Ay =1y Ay = 5,

yf =k + k25t.

Para conocer una solucién particular de la ecuacién completa nos fijamos en el
término independiente 3! y ensayamos la solucién y! = ¢3!, Sustituyendo en la
ecuacion inicial y simplificando

1
32 _6e3t 453t =30 = = -1

La solucién general vendra dada por

yt:k1+k25t—%3t, ki,ko € R
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EJERCICIO 33 [Modelo de la telarana.] Para el ajuste dindmico de
un bien en el mercado, se suele utilizar un modelo discreto, que se
fundamenta en las siguientes hipétesis:

» La oferta del bien depende del precio del periodo anterior (la pro-

Analizar el comportamiento del modelo.

duccion del producto se decide teniendo en cuenta el precio en
ese momento, pero tarda en realizarse un periodo de tiempo, por
ejemplo en los productos agricolas),

Si=—-c+dP,_1, ¢, d>0

La demanda en cada periodo depende del precio del bien en el
mismo periodo de tiempo

Dt:a—bpt, a,b>0

La condicién de equilibrio sera D, = S;, siendo el valor del precio
inicial F,.

De la tercera de las hipétesis que nos da la condicién de equilibrio, obtenemos la
siguiente ecuacién en diferencias

d a+c d a+c
Pt:—gpt_l‘f' b = Pt—l—l:_gpt—’— b

que para resolverla, damos al tiempo los valores t =0, 1, 2, - --
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() (4)” () (3
() (e

Los sumandos que se encuentran dentro del corchete son la suma! de ¢ términos de
una progresion geométrica de razén —%, cuyo valor es

1— (—d/b)t
1= (=d/b)’

si sustituimos este valor en P; y simplificamos convenientemente,

Llamando

que se conoce con el nombre de precio tedrico de equilibrio para las funciones de
oferta y demanda dada. Sustituyendo

P, =(Py—P.) <—d>t +P,.

Si suponemos que d < b, entonces d/b < 1y P, tiende a P, cuando ¢ tiende a infinito.
Es decir, las fuerzas del mercado haran que el precio del producto tienda al precio
de equilibrio tedrico. Esta situacion queda reflejada en la figura siguiente:

'La suma de n términos de una progresién geométrica de razén r vale

1—r"
1—1r

S’n:al
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Figura 6.8: Modelo de telarana.

Para un precio inicial Py, los productores ofrecen en el periodo la oferta Si, pero la
demanda cubrird dicha oferta a un precio diferente P;. A este tiltimo precio la oferta
del periodo siguiente serd Ss, que serd cubierta por la demanda a un precio Ps, y
asi sucesivamente.

EJERCICIO 34 Encontrar la raiz de la ecuacién x° —x —1 = 0 utilizando
el método del punto fijo.

Recordemos que para aplicar el método debemos escribir la ecuacién en la forma
x = g(x) y obtener una sucesién zy1 = g(z)) partiendo de un valor xy € (a,b).

Observemos que si aplicamos el Teorema de Bolzano a la funcién p(z) = 23 —x — 1

en el intervalo [1,2] nos aseguramos que la ecuacién 23 —z — 1 = 0 tiene una rafz
en el intervalo (1,2),

Por otro lado, si escribimos la ecuacién como 23 — 1 = z y consideramos la funcién
g(z) = 3 — x, podemos tomar como valor inicial o semilla un nimero entre 1 y 2,
por ejemplo 2o = 1.5. Al ser ¢’(x) = 322, en cualquier entorno de 1.5 se cumple
|¢'(x)| > 1. En consecuencia, el método no es convergente.

También es posible escribir la ecuacién de esta otra manera = = (z + 1)%, y ahora
considerar otra funcién h(x) = (z + 1)% con derivada h/(x) =~ 0.165 en un entorno
de xg = 1.85. Es decir, el método del punto fijo es convergente.

Para encontrar la raiz utilizamos el software Mathemathicag

hx]:= (x +1)1/3
FixedPointListl|h, 1.85, 14]
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{1.85, 1.417799, 1.342167, 1.328024, 1.325345, 1.3248371, 1.324740,
1.324722, 1.324718, 1.324718, 1.324717, 1.324717, 1.324717, 1.324717}

Figura 6.9: Diagrama de Cobweb.

EJERCICIO 35 El modelo formal a tiempo discreto, que describe la
convivencia de dos especies con funciones de efectivos z; e y;, con medi-
das mensuales, es el siguiente:

12
{ Te41 = Tt + Yt — 5t

yt+1=yt+%.

Al principio zy = 40, yo = 31. ; En qué situacion esta el ecosistema al cabo
de 4 meses?

= Al no depender la segunda de las ecuaciones de z;, empezamos resolviéndola. Su
ecuaciéon homogénea asociada es A — 1 = 0, que tiene por raiz A = 1, dando lugar a
la siguiente solucién general de la ecuacién homogénea y; = k.

Para encontrar la solucién general de la ecuacién completa, ensayamos la solucion
particular y; = a/2!. Sustituyendo

a a 8
F:?—F? = a:—16,

v la solucién general de la ecuacion completa es:

16

yt:k1_§

= Si sustituimos este valor en la primera de las ecuaciones del sistema

16 12 28

$t+1:xt+k1_§_§ = Ty — T =—— + k1.
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La ecuacién homogénea tiene a A = 1 como raiz de su ecuacion caracteristica asocia-
da, por tanto, y = ko serd su solucién general. Para encontrar una solucién particular
de la solucién completa nos fijamos en el término independiente —28/2¢ + ki, que
como podemos ver estd formado por dos términos —28/2' y la constante k; (un
polinomio de grado cero). Al ser A = 1 raiz de la ecuacién caracteristica, debemos
tener en cuenta la observacion realizada en la teoria, y tenemos que ensayar con un
polinomio de un orden mayor. En resumen, debemos probar con z; = a/2' + bt + c.
Sustituyendo en la ecuacion, se obtiene

a

28
5§T+Mﬁ+ﬂ+e—(£+ﬁﬁ+@:>~—+ky

2t 2t
Simplificando

a 1 28

En consecuencia, la solucién general de la ecuacién completa es

56
xt:k2+k1t+§a ki,k € R

= Si estamos interesados en encontrar la solucién particular para los valores xy = 40 e
1o = 31, debemos sustituir en las soluciones generales encontradas

40 =Fky+56 = ko= —-16
3l1=k —16 = k3 =47

La solucién particular que cumple las condiciones iniciales es:

7
1

yt:47—2tj

= Un método alternativo para resolver el ejercicio es el siguiente.

Dando los valores t =1,2,3,-- -, se obtiene
y1 =31+ 85
y2 = (31+855) +85r =31 +8 (57 + )

ys =31+8 (55 + 5r) + 855 =314+ 8 (50 + 5 + 52)

Y =31+8 (b + o+ o5+ gy -

Ahora, utilizando la férmula que nos da la suma de t términos de una progresion
geométrica de razén 1/2,

1— (%)
%:31+81%),
2
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1 t
yt:47—16<2)

Para encontrar z;, sustituimos el valor de y; en la primera de las ecuaciones

1\* 1\’
l‘t+1:$t—|—47—16<2) :$t+47—28<2> R

y simplificando

y resulta ser del mismo tipo a la anterior,

21 = 40 447 — 28 (3)°

= (0+47-28(3)") +47-28(})' =40+ 2x47-28[(3)" + (3)']

23 = 40 + 2 x 47 — 28 [(%)0 n (%)1} +47 28 (1)
—40+3x47-28[(3)"+ (3)" + (3)°]

2y =40+t x 47 — 28 [(%)°+(5)1+..,+(%)t_1} |

Sumando los ¢ términos de esta progresion geométrica

1 t
1‘(2)
wp = 40 + 4Tt — 28—,
1— =
2

que una vez simplificada

1\ !
xy = —16 + 47t + 56 <2>

= Para saber la situacién de las poblaciones al cabo de los 4 anos, sustituimos en las
soluciones encontradas t = 4,

T4 = 176, yg = 46.

EJERCICIO 36 Dos especies que conviven en un mismo territorio si-
guen un crecimiento descrito por el sistema de ecuaciones en diferencias
siguiente:
{ Tip1 = 0Ty — 2y + 1
Y1 = 4wy —yp + 3

donde el tiempo t estd medido en anos. Si inicialmente el niimero de
individuos de cada especie es 2y = 130 e yp = 250, resolver el sistema y
analizar el comportamiento a la larga de las dos especies.
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Comenzamos el ejercicio convirtiendo el sistema en una ecuacién en diferencias li-
neal de segundo orden con coeficientes constantes. Para ello, de la segunda de las
ecuaciones deducimos

Yt+2 = 4Tep1 — Yry1 + 3.
Ahora, sustituimos x;y1 de la primera de las ecuaciones en la expresién anterior
Yt+2 :4(5$t —2yt—|—t) — Y1 + 3 =20xy — 8y + 4t — ypp1 + 3.

Por ltimo, sustituimos el valor x; de la segunda de las ecuaciones del sistema, y
simplificamos
Yivo — Ayer1 + 3y = 4t — 12.

Para resolverla, empezamos encontrando la solucién general de su ecuacién ho-
mogénea asociada

N—4A+3=0 = MN=1, X=3;

la solucién buscada es:
yf =ki + ko 3t .

A continuacién necesitamos una solucion particular de la ecuaciéon completa. Al ser
el término independiente un polinomio de primer grado y A = 1 raiz del polinomio
caracterfstico, ensayamos la solucién y! = at? + bt + c. Si sustituimos en la ecuacién
y simplificamos

(—da)t —20=4t—12 = a=-1, b=6 = 1y’ =—t>+6t.

La solucién general de la ecuaciéon completa es:

=kt ka3 2+ 6t, ki ky €R

Para encontrar z;, despejamos de la segunda de las ecuaciones y sustituimos el valor
de y;

Ty = %(yt—%l +y:—3)

(k1 + ko3 — (6 +1)2 + 6(t + 1) + k1 + ko 3" — % + 6t — 3)

|
=

= 1 (2k1 +4k3" — 2 — 10t +2) .

Es decir,

1 1 5 1
= ki + ko3t — 2 —St+ =, ki ks €eR
Tt 21+2 1 2+2, 1,Kk2 €

Finalizamos el ejercicio encontrando la solucién particular del sistema correspon-
diente a las condiciones iniciales, zg = 130 e yo = 250. Sustituyendo en las expresio-
nes de z; e y; obtenemos el sistema

130 = 2k1 + ko + 5

250 = kq + ko ;
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cuya soluciéon nos proporciona los valores k1 = 241 y ko = 9. En consecuencia,

241 ., 1, 5
=4 B
T B) 9x3 1 9

Yy =241 +9 x 3t —t2 4+ 6t

= Como podemos apreciar, si en las expresiones anteriores tomamos limites cuando ¢
tiende a infinito, nos encontramos con x; — 0o € Y — 0.

EJERCICIO 37 Dos especies admiten el siguiente modelo de coexisten-
cia:

Tey1 = Adxy + 6y, — 3
Y1 = —2my — 4y, + 3.

Obtener las expresiones de las funciones de efectivos de las dos especies
que satisfacen las condiciones iniciales: xq = 21, yy = 150, expresando por
separado el caso ¢ par del caso impar.

» Utilizando el método de reduccién en el sistema anterior, obtenemos.

22411 + 3y1 = 22 + 3°. (6.13)
Ahora, aumentamos un paso en la primera de las ecuaciones y despejamos 411,

($t+2 — 4z +3 3t) .

[N

Yi+1 =
Sustituyendo en (6.13) y simplificando se obtiene,

Tt42 — 4$t = —3t . (6.14)

Es facil comprobar que Ay = 2 y Ay = —2 son las raices de la ecuacién caracteristica.
Por lo tanto, la solucién general de la homogénea es

.1:? =k ot + kz(—Q)t.

El término independiente sugiere una solucién particular del tipo ¥ = ¢3'. Susti-
tuimos en (6.14)

c3"? —4e3 =3 = c=—2 = a:fz—éi%t.

La solucién general de la ecuacion completa es:

1
$t=k12t+k2(—2)t—53t, ki,ks € R
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Para encontrar el valor correspondiente de y; despejamos su valor en la primera de

las ecuaciones 1
Y = 6 (ZCH_I — 4$t + 3t) .

Al conocer el valor de z; podemos sustituir

1 1 1
w=g <(k1 2L | ko (—2)1 — : 3L — 4(ky 28 + Ko (—2)F — : 3% + 3t> :

Finalmente, simplificando se llega a

1 1
yr = —gkl 2t—k2(—2)t+53f, ki,ks € R

Para determinar la solucién particular, es necesario tener en cuenta las condiciones
iniciales g = 21, yo = 150. De aqui determinariamos las constantes k; = 256.5 y
ke = —235.3. Para finalizar, observemos que si t es par (—2)! = 2! y en el caso
impar (—2)! = —2¢.

EJERCICIO 38 Resolver el sistema en diferencias

donde z; e y; representan los efectivos de dos especies animales y el tiem-
po t, considerado como variable discreta, se mide en anos. Comprobar
que en este método, los efectivos iniciales de una de las especies han de
necesariamente condicionar los de la otra. Tomar, por ejemplo, o = 35
y calcular yy. Analizar las posibilidades de extincién.

t

Tep1 = =3z + 6y +e!
Yip1 = —T¢ + 2y — e,

El método que utilizamos estd basado en convertir el sistema anterior en una tnica
ecuacién en diferencias que dependa de una sola variable. Para ello, sumamos a la
primera ecuacién del sistema la segunda multiplicada por (-3)

—t
Ti4+1 — 3yt+1 =4e ". (615)
Necesitamos hacer desaparecer y;41 de estd ecuacion, y esto lo conseguimos sustitu-

yendo t por t + 1 en la primera de las ecuaciones del sistema

o 1 1 _
Tipo = —3Tp41 + 6y +e T =y = 5 (Tt12 +3z41 — € le b,

sustituyendo en (6.15)
T4 + Tpgp1 = eit(efl — 8) .

Esta ecuacién tiene como solucién general de la ecuaciéon homogénea asociada

SC? = kl(_l)t )
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y como consecuencia de la forma del término independiente, probamos con la solucién
particular 2} = Ae™!. Es fécil obtener el valor A = 16.72. Por tanto,

Ty = kil(—l)t +16.72¢7¢ , ki €R

En la primera de las ecuaciones del sistema, despejamos y; y sustituimos el valor
encontrado de x;

—

1
Y = 6 (xt+1 + 3z — e*t) = Y= gkl(—l)t +9.22¢7¢

Observemos que en las soluciones del sistema sélo aparece una constante (kq), esto
obliga a que los valores iniciales de cada una de las especies tengan que estar relacio-
nados. Como sabemos que zg = 37, sustituimos y determinamos el valor k; = 20.28,
lo que nos permite saber el valor inicial de la segunda de las especies

1 20.28
yo = 520.28(—1)° +9.22¢" = == +9.22 = 16.

La solucién particular pedida es:

xy = 20.28(—1)" + 16.72¢7*

yr = 6.76(—1)" + 9.22¢

Analicemos el problema de la extincién. Para la primera de la especie xy,
observamos que si t es par al ser e~ y (—1)! positivos, es imposible que x; se anule.
Si consideramos un afio impar

L 16.72

=2
2828

pero si despejamos ¢ tenemos que tomar logaritmos y aparecerd una cantidad ne-
gativa, la cual no tiene sentido biolégico. En consecuencia, la primera de la especie
nunca desaparecera.

Si repetimos el mismo razonamiento para la segunda de las especies, deducimos que
si el tiempo es positivo y; # 0 . Supongamos que t es impar

—t—%>1 = t=~0.3
~ 6.76 T

Si somos estrictos, esta solucién al no ser entera no deberiamos considerarla, pero
podemos interpretarla diciendo que la extincién de la segunda especie se producird a
los 0.3 anos, o bien a los 109 dias.
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EJERCICIO 39 Dos especies, una depredadora x y otra presa y, se re-
producen de manera que, en solitario, sus poblaciones se duplicarian
y cuadruplicarian cada ano, respectivamente. La presencia de depreda-
dores produce el efecto de disminuir cada ano la poblacion de presas
en cuatro veces el efectivo de los depredadores existentes al comien-
zo del ano, y la de presas hace aumentar la especie depredadora en k
veces el efectivo de las presas existentes al comienzo del ano. Movimien-
tos migratorios suman cada ano 20 individuos a la especie depredadora
procedente de otra region del ecosistema.

1.-

2.-

Describir la evolucion cuantitativa de estas especies mediante un
sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden.

Determinar el valor de k, sabiendo que la ecuacién caracteristica
de la ecuacion en diferencias de segundo orden que satisface la
poblacion presa tiene una raiz doble igual a 3

Si inicialmente las poblaciones depredadora y presa constan de 7 y
80 individuos, respectivamente, se desea saber el nimero de indivi-
duos que componen cada una de ellas al cabo de 6 anos y si alguna
se extingue a tiempo finito.

El sistema de ecuaciones en diferencias cuando las poblaciones estan en solitario es:

{ Tyl = 2x¢
Y1 = 4y,

donde el tiempo se encuentra expresado en anos.

Al poner en contacto ambas especies, el sistema anterior se transforma en

{ Tt41 = 21‘,5 + k‘yt + 20
3/t+1 = 4yt — 4$t .

Para el segundo de los apartados, resolveremos el sistema anterior. Comenzamos
aumentando un paso en la segunda de las ecuaciones, y sustituyendo el valor de
z¢4+1 dado en la primera,

Yt+2 = 4yt+1 — 4I‘t+1 = 4yt+1 — 4(21‘15 + kyt + 20) = 4yt—|—1 - 833,5 - 4kyt —&0.
Despejamos en la segunda ecuacién del sistema x; y sustituimos
8
Yerr = e — (4yt — ye+1) — dky: — 80,

que da lugar a la siguiente ecuacion en diferencias

Yt+2 — 6yt+1 + 4(2 + k‘)yt = —80. (616)
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Su ecuacién caracterfstica A2 — 6\ + 4(2 + k) = 0, tiene por raices

30 -4(2+k),

y al ser el 3 una raiz doble, entonces k = 1/4. El sistema nos quedard
Tea1 =22 + Typ + 20
Y1 = dyr — A,

El tercer apartado consiste en resolver el sistema con las condiciones iniciales zg = 7,
yo = 80. Sabemos que la solucién general de la ecuaciéon homogénea vale

y;l = (]{31 + ko t)3t .

Para encontrar una solucion particular de la solucién completa, probamos con y; =
A. Sustituimos en (6.16)

A—-6A+9A=-80 = A=-20.

La solucién general buscada es

yt:(kzl +t/{72)3t—20, ki,ko € R

que nos permite, sustituyendo en

1
Ty = _ZytJrl + Y

escribir

l’t:i(k}1+(t—3)k2)3t—l5, ]{71,/{72 cR

Si hacemos que t =0
7=1 (k1 — 3ko) — 15

80 = k1 — 20

cuya solucion es: k; = 100, k9 = 4. Es decir,

z = (224 1)31 — 15

e = (100 + 4¢)3 — 20

Ahora podemos encontrar el niimero de presas y depredadores al cabo de 6 anos
x(6) = 20397, y(6) = 90376 .

Como se puede observar,
Ty — +00, Yy — +00,

cuando t — oo, por lo que ninguna de las dos especies desaparecera.
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EJERCICIO 40 Supongamos que la funcién oferta y la funcién deman-
da, de un animal exé6tico, vienen dadas por:

S(p) = 1000p — 400  D(p) = 5000 — 500p

donde p denota el precio del animal. Supongamos que el cambio del
precio viene descrito por

pt+1:pt+a<D(pt)_S(pt))a a€R+7 t=0,1,2,---.

Demostrar que este modelo es lineal y encontrar el punto de equilibrio.

» Basta sustituir los valores de la oferta y de la demanda en la ecuacion en diferencias

pr+1 = pr +a(D(pe) — S(pt)) = pr + (5000 — 500p; — 1000p; + 400)

= (1 — 1500a)p; + 5400cr .

Estamos ante un modelo discreto lineal, siendo f(z) = (1 — 1500ca)x + 5400c.

El punto de equilibrio se encuentra resolviendo la ecuacién f(z*) = x*, cuyo valor
es ¥ = 18/5.

Para saber si es un punto de equilibrio estable o inestable, nos fijamos en la pendiente
de la recta,

I1-1500a] <1 = —1<1-—1500a<1,

en consecuencia, para que el punto de equilibrio sea estable tiene que ocurrir

1
0 =
<Y< 750

Observemos que en el momento que el precio del animal corresponde al punto de
equilibrio,

18

S(18/5) = 1000 x — — 400 = 3200
18

D(18/5) = 5000 — 500 x — = 3200,

la oferta y la demanda coinciden.
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EJERCICIO 41 Para dos poblaciones de un mismo tipo de bacterias,
que crecen independientemente una de la otra, obtenemos los siguientes
datos:

| ¢t Jo[1]2[3 [4]5 |6 ([7/[8]9][10]
N.({) 10 | 11 | 10| 20 | 25 | 60 | 110 ] 140 | 165 | 175 | 185
Ny(f) | 30 | 50 | 75 | 110 | 145 | 170 | 180 | 185 | 180 | 180 | 180

Dibujar N;(t) y Ns(t) en funcién del tiempo ¢. ;Cudl de estas dos pobla-
ciones se parece mas a la ecuacién logistica?.

» Si utilizamos el software Mathematicag obtenemos la siguiente representacion grafi-
ca

175+
150¢
125+
100¢
7571
50t
25+

2 4 6 8 10

La curva en color verde tiende a 180 cuando aumentamos el valor del tiempo, tiene
forma en S, y ademéas su punto de inflexién se encuentra hacia la mitad de la
capacidad de carga 180/2 = 90. En consecuencia N(t) es la mds parecida a la
ecuacion logistica.

EJERCICIO 42 Sea r = 0.69 y K = 100. Dibujar en el plano los puntos
(N(t),N(t+ 1)) correspondientes a las siguientes ecuaciones:

N(t+1) = N(t)e" (6.17)

N(t)e'K

NE+1) = N@O)(e —1) + K

(6.18)

» Empezamos la resolucién del ejercicio con la ecuacién (6.18) que podemos reescribirla

200N (t)

N(t+1):N(t)+1OO’
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El resto lo resolveremos con el software Mathematicag. Lo iniciamos escribiendo las
funciones

f[x_] := 200 * x/(x + 100)

glx]:=x
continuamos encontrando 20 términos de la érbita correspondiente al valor xg = 5,

iters = NestList[f, 5., 20]

cuyos valores son:

{5., 9.5238, 17.3913, 29.6296, 45.7142, 62.7450, 77.1084, 87.07482, 93.0909, 96.4218,
98.1783, 99.0807, 99.5382, 99.7686, 99.8841, 99.9420, 99.9710, 99.9855,99., 99.9963,
99.9981 }

Se observa que los valores de esta poblacién tienden al punto de equilibrio 100.

» En ciertas ocasiones, es frecuente enfrentar las representaciones graficas de N (t+ 1)
en funcién de N (t), con la de N(t).

fg = Plot[{x, f[x]}, {x,0,150},PlotStyle— > {RGBColor[1,0, 0],
RGBColor|0,0, 1]},DisplayFunction— > Identity]

gi = ListPlot[Partition[Flatten[Transpose[{iters,iters}]],2,1],
PlotJoined— > True,DisplayFunction— > Identity]

Show[fg, gi, AspectRatio— > 1,DisplayFunction— > $DisplayFunction]
ListPlot[iters,PlotJoined— > True]

80

()

40

20

Figura 6.10:

Como puede apreciarse, la poblacion sigue un modelo logistico discreto.

» La ecuacién (6.17) observamos que es lineal en el plano (N(t), N(t + 1)); pasa por
el origen de coordenadas y tiene de pendiente e”. Para su estudio, realizamos un
analisis similar al caso anterior. En este caso los primeros términos de la érbita son:

{ 5. 9.9685, 19.8745, 39.6241, 78.9992, 157.5019, 314.0141, 626.0548, 1248.1751,
2488.5062, 4961.3735, 9891.5675, 19720.9719, 39318.0080 }

que experimentan un crecimiento exponencial, como se pone de manifiesto en las
siguientes graficas
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Figura 6.11.

EJERCICIO 43 Dada la ecuacion logistica del crecimiento

Expresar N(t+ 1) en funcién de N(t)

K
N() = Lo (KN e
+\ 7o) )€

Empezamos resolviendo el ejercicio calculando N (¢t + 1) de la expresién N(t),

k k
N(it+1) = e =
1 + N(O()O) e—rte—r e~ T (er + k;v%()O) e—rt)
_ k B k
- _ - k—=N() _,
e " (er 1414+ kN%()O) e—rt) ke—T <erk1 n H'iN(g) e t)
_ 1 _ e’
T NG Ty
que una vez simplificada, nos da como solucién
e"kN(t)

N = N e =1
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EJERCICIO 44 [Modelo de Varley, Gradwell y Hassell]. Muchas po-
blaciones de insectos se rigen por el siguiente modelo

A
f(N) =Ny = =N, a,b,A >0, t=0,1,2--- (6.19)
(6%

donde )\ representa a la tasa reproductiva (A > 1) y N, "/a es la fra-
ccion de la poblacién que sobreviven desde la infancia a la edad adulta
reproductiva. Podemos expresar (6.19) como

1
N1 = (aNt_b) (ADNV) ,

es decir, N, sera igual a la fraccién de insectos que sobreviven en la
generacion ¢+ 1 por el niimero de insectos que nacen de la generacion t.
Estudiar los puntos de equilibrio del modelo.

» Tenemos que estudiar el sistema dindmico discreto Ny11 = f(V;), siendo
A 1b
x)=—x .
fla) =2

Sus puntos de equilibrio se obtienen resolviendo la ecuacién

A A
Zalmtb =g *

fley=2 = - =

€ Y
es decir, 27 = 0, x5 = (\/ oz)l/ b Para poderlos clasificar es necesario conocer el valor
de la derivada de f(x) en cada uno de estos puntos. Al ser f'(x) = %(1 — b)a~?

tenemos
flz)=1-b = [1-b<1 = 0<b<2.

El punto de equilibrio (A\/ @)/ es estable siempre que 0 < b < 2. En caso contrario

b > 2, el modelo tiene en (A\/ a)l/ ® un punto de equilibrio inestable.

En el primero de los puntos no existe f’(z}), y por lo tanto no podemos seguir el
procedimiento anterior. No obstante su andlisis a nivel bioldgico no es interesante
pues indicaria que inicialmente no existen individuos en la poblacién.

EJERCICIO 45 Un modelo discreto frecuentemente utilizado en
dinamica de poblaciones, consiste en la ecuacion

Nt+1 = f(Nt> = NteT(li%) T, ]f € ]R,+ 9 t = 0, ]_, 2, ooo

Encontrar y analizar los puntos de equilibrio.
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» Procedemos de forma idéntica al ejercicio anterior, pero ahora con la funcién f(z) =

xer(l_%), obteniéndose de forma inmediata los puntos de equilibrio ] =0y 25 = k.
La derivada de la funcién f(x) es

flay =00 (1-20)

que nos permite clasificar el punto de equilibrio que es més interesante. Puesto que
f'(k) =1 —r, entonces el x5 = k serd estable si 0 < r < 2.

EJERCICIO 46 Analizar los puntos de equilibrio del modelo discreto
no lineal siguiente:

kN,
Ni1 = f(Vy) = bk >0, t=0,1,2,---,
1= f(IVy) b1 N,
= Es inmediato comprobar que este modelo presenta en ] = k — b un punto de

equilibrio estable, si k > b.

EJERCICIO 47 Calcular la posiciéon de los puntos fijos y de los puntos
2-periédicos en el modelo logistico Ny = 3.3N,(1 — N;), t=0,1,2,---.

= Pararesolver graficamente el ejercicio, necesitaremos representar las funciones g(x) =
z, f(x) = 3.32(1 — x), f?(z) = f(f(z)) y encontrar los puntos de corte. En nuestro
caso
fA(x) = 3.3%2(1 — x)(1 — 3.3z + 3.32%)..

. g(x)=x
firex)) TG0
0.8 B D
(- 3 C

A o.g 0.3 o.& 0.3 ,1 o

Figura 6.12: Puntos de equilibrio y 2-periédicos de f(z) = 3.3z(1 — z).
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Los puntos de equilibrio son x4 = 0, zp = 0.6969.. y los puntos 2-periddicos z. =
0.47492701.., zp = 0.8236032.

EJERCICIO 48 Supongamos que la tasa de crecimiento de una pobla-

cion P satisface
g(P) =0.03P(1 — P/600) .

El modelo discreto de crecimiento logistico viene dado por
Pt+1:Pt+g(‘F)t>7 t2071727”"

1.- Encontrar la poblacién cuando ¢(P) es cero y cuando tiene un maxi-
mo (vértice).

2.- Calcular P,, P,, P; para un valor inicial F; = 100. Encontrar los
puntos de equilibrio.

1.- Es evidente que g(P) se anula para los valores P = 0y P = 600. Al ser una parabola
que corta al eje de abscisas en los puntos 0 y 600, su vértice estara situado en P = 300
siendo g(300) = 4.5. Es decir el valor maximo de la parébola sera el punto (300, 4.5).

2.- Para encontrar las poblaciones pedidas solamente tendremos que sustituir los valores
adecuados en el modelo presentado. De esta manera,

P = Py 4 0.03Py(1 — P,/600) = 102.5.

De forma similar P, = 105.05, P3 = 107.65.

EJERCICIO 49 La poblacion de China en 1980 era de 985 millones,
y el censo de 1990 mostré que la poblacion habia crecido hasta 1.137
millones. Suponiendo que la poblacién crece segiun la siguiente ley de
crecimiento discreto exponencial

Pa=0+rF, t=0,1,2---, (6.20)

donde ¢ es el nimero de décadas después de 1980 y P, la poblacién ¢
décadas después de 1980.

1.- Encontrar la constante r de crecimiento y predecir la poblaciéon
para el ano 2000.

2.- Encontrar el tiempo necesario para que se duplique la poblacion.
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1.- Llevando los datos en (6.20),
P(1990) = P, = (1+7r)P(1980) = (1+r)Fy = 1.137=(1+1)985,
y el valor buscado es r = 0.1543.

2.- La segunda parte del ejercicio se deduce de la ecuacion

In2

P, =1.1543'Py = 2P, =
p= LB =20 = = e

= 4.83 décadas,

se necesitan 48.3 afios para que la poblacion se duplique.

EJERCICIO 50 Un invertebrado vive en un lago que esti afectado por
el efecto de la contaminacion que penetra lentamente en el ecosistema.
La dinamica poblacional para este invertebrado viene dada por el si-
guiente modelo de crecimiento exponencial no auténomo

Poir = (1+k(t,))P,, Py = 40.000, (6.21)

donde t,, = n es el nimero de dias desde la medida inicial de la poblacion
y k(t) = 0.08—0.01¢ es la tasa de crecimiento, que claramente decrece con
el tiempo.

1.- Encontrar la poblacién para este organismo en los préximos 5 dias.

2.- Cuando la tasa de crecimiento cae a cero, la poblacion alcanza su
maximo. Encontrar cuando ocurre y el tamano de la poblacion en
este momento.

3.- Encontrar cuando se da el nivel maximo de polucion, lo que obliga
a la extincién de la especie.

1.- La poblacién para el primer dia es P; = 1.08 x 40000 = 43200, ya que k(tg) = 1.08.
Para el resto de los dias la solucién es P, = 46224, P3 = 48997, Py = 51447, Ps =
53505.

2.- La tasa de crecimiento es cero al cabo de los ¢ = 8 dias. La poblacion sera de
Py =1.01P; =1.01 x 1.02 x 1.03 x 53505 = 56775.

3.- Para encontrar la respuesta del tercer apartado, tenemos que determinar cuando el
factor 1 + k(t,) se anula. En nuestro caso,

14+008—-0.01t=0 = t=108.

Esto ocurre al cabo de los 108 dias que es la cota superior tedrica para la extincion
de la especie.
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EJERCICIO 51 Para una determinada especie animal se considera que

P es la proporciéon de individuos que como maximo pueden pertenecer

a un héabitat concreto (esto es, P = 0 indica la ausencia y P = 1 indica

que no puede haber mas individuos). Ademads, se ha comprobado que

las tasas de fertilidad y mortalidad son, respectivamente, las siguientes:
3a

f(P)=FA=P); m(P)=1-2+2P,

siendo ¢ un nimero real comprendido entre 2 y 6.

1.- Comprobar que la ecuacién en diferencias y,, 1 = 53:(1—¥;), modeliza
a la dinamica de la poblacion.

2.- Encontrar los puntos de equilibrio del modelo y estudia su estabi-
lidad.

1.- Para un ano cualquiera ¢, tenemos que
yr+1 = y¢ + (fertilidad - mortalidad)y,

es decir

B 3a a  a _ Wty
yt+1—yt+<<8(1—yt)>_<1—8+8yt>>yt— 2(1 Yt) -

2.- La funcién que define al modelo es f(x) = §x(1—x). Para encontrar los puntos fijos
o de equilibrio resolvemos la ecuacién no lineal f(z) = x, cuyas soluciones son:

a—2
—

2] =0; a5 =

Para analizar la estabilidad de los puntos fijos, en primer lugar, calculamos la deri-

vada,
Jl@) =75 ~az,
y sustituimos cada uno de los puntos,
, a
0) = —
o=

Para que este punto sea estable tiene que ocurrir que |f'(0)| < 1, lo que obliga a
que el valor del pardmetro a sea menor que dos, y esto no puede ocurrir ya que el
enunciado indica que 2 < a < 6.

Para el segundo punto,

-2 4 — 4 —
\f/($§)!=|f’(aa )| = | aa|<1 = —1<Ta<1 = 2<a<6.

En consecuencia, el punto de equilibrio z7 es inestable y el x5 es estable.
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EJERCICIO 52 Dado el sistema dindmico discreto z;1q = f(z;) =z} — 27 + 1.
Analizar su comportamiento a largo plazo.

» En primer lugar realizaremos el estudio cuantitavivo encontrando los puntos de
equilibrio del modelo y su clasificacion.

Fz)=2 = 2°-2°4+1=2 = z}=1(doble), a5=-1
si calculamos la derivada f/(x) = 322 — 2z y sustituimos en los puntos de equilibrio,
Wl=1
estamos ante un punto de equilibrio 7 = 1 dudoso. Por otro lado,
If(=Df=5>1

en este caso el punto de equilibrio 5 = —1 es inestable.

Para poder clasificar el punto de equilibrio dudoso, encontraremos 25 términos de
la orbita de f correspondiente a la semilla zo = 1.2

NestList[p,1.2,25]

{1.2,1.288,1.47778,2.04338,5.35651, 125.998, 1.98439 x 10°,7.81414 x 10'8,4.77137 x 10°°,
1.08625 x 1070, 1.281696405368169 x 10°10,2.105501227265631 x 101530,
9.33397206326970 x 10159, 8.1320396988399 x 1013772 5.3777235179070 x 1041318,
1.5552328140679 x 10123956, 3.761717978576 x 10371868 5.32302735792 x 101115605,
1.50825958784 x 103316817 3 43105977494 x 1010010451 /4 0391022997 x 1030121354
6.580531805 x 1099364063 2 861301849 x 10271092191 '2 342561635 x 10813276574,

1.285502955 x 102439829723 12 12431657 x 107319489169}

que podemos observar tiende a infinito. Por otro lado, la 6rbita de f correspondiente
a la semilla zq = 0.2 es:

NestList[p,0.2,25]
{0.2,0.968,0.970015,0.971786,0.973356,0.974757,0.976015, 0.977152,0.978184,

0.979126, 0.979988, 0.980781, 0.981513, 0.98219, 0.982819, 0.983404, 0.98395, 0.984461,
0.98494, 0.985391, 0.985814, 0.986214, 0.986591, 0.986949, 0.987287,0.987608 }

que se estabiliza en el punto de equilibrio 7 = 1. En consecuencia, este punto de
equilibrio es un nodo.
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5 10 15 20 25 30

Figura 6.13: Orbita para la semilla 2o = 0.2
Como ejercicio idéntico al anterior, se propone el estudio del siguiente sistema

dindmico:
Tir1 = f(.Tt) =V 4.Tt -3

que presenta un punto de equilibrio estable en 3, y un punto de equilibrio inestable
en 1.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 53

1.- Calcular k£ para que la ecuacién en diferencias de segundo orden:
Tt42 — 2]43.’13,54,_1 + (k + 1).fCt = t2 + 3+ 3t

tenga a 1 y a 3 como raices de la ecuacion caracteristica.
Resolver, a continuacién, la ecuacién completa con las condiciones inicia-
les: xp = 10,21 = 18.

2.- El crecimiento de una especie viene descrito por la siguiente ecuacién en
diferencias:
Tpo — 4w =311 +=0,1,2,3,--

donde x; representa a la cantidad de animales en el ano t. Determinar
el nimero de animales al finalizar un ano cualquiera ”t”, sabiendo que
inicialmente hay 10 y que transcurrido un ano su nimero es de 20

3.- El incremento de la poblacién de una determinada especie animal en un
ano es la mitad del incremento del ano anterior, si no intervienen factores
externos. La poblacién inicial es de 950 individuos y de 975 al finalizar el
primer ano.

= Escribir la ecuacion en diferencias que modeliza a la situacién plan-
teada.

= Determinar la cantidad de individuos de dicha especie al finalizar
un ano cualquiera ”t”.

s Estudiar el comportamiento a “largo plazo ”de la poblacion.

4.- Sea z; el nimero de individuos de una determinada especie de animales
en el tiempo t. Se sabe que ano tras ano sobreviven la tercera parte de
los animales y ademas se incorporan 200 a la poblacion.

= Construir un modelo discreto lineal para la situacién planteada.

= Calcular los seis primeros términos de las 6rbitas correspondientes
a las semillas:

$0:90, x0:600.

= Construir los diagramas de Cobweb del apartado anterior, e inter-
pretar biolégicamente los resultados obtenidos.
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5.- Se sabe que la evolucién de una poblacién de una determinada especie
de peces viene dada por el sistema dinamico discreto lineal

Yer1 = f(yt)

= Encuentra una funciéon f de tal manera que la poblacién a largo
plazo se estabilice en 10 individuos independientemente del niimero
inicial de peces.

= Comprueba el resultado anterior por medio del diagrama de Cobweb
con los valores iniciales: yy = 1 peces y yg = 20 peces.

6.- La siguiente ecuacion en diferencias describe la evolucién de una pobla-
cién en anos sucesivos,

10e" x4

_ t=0,1,2,3
10+ (e" — 1)y’ U

Li+1 =

= Demuestra que si el parametro r es positivo, entonces la poblacién

se estabiliza en 10 individuos, mientras que si r es negativo, la po-
blacién desaparecera.

7.- La siguiente ecuacién en diferencias describe la poblacién de insectos en
un manglar en anos sucesivos,

Ty =amxee” ", t=0,1,2,---

siendo a un parametro positivo y z; el nimero de insectos en el ano ¢
. Cual debe ser el valor de a para que el punto de equilibrio no trivial sea
estable?

8.- Sisobre una poblacion no influyen factores que modifiquen el crecimiento,
se observa que,

1 t
5$t+2—6$t+1+xt: <5) ) t:071727"'

siendo z; el niimero de individuos en el ano ¢t. Encontrar el naimero de
individuos en el quinto ano, sabiendo que inicialmente eran 10 y al ano
siguiente 20.

9.- La siguiente ecuacion en diferencias representa la dindmica de una po-

blacién
Yt

10 + 4

donde y; representa al niimero de individuos en el tiempo .

Yer1 = fye) =

9.a.- Encuentra el valor del parametro o para que uno de sus puntos de
equilibrio sea 40.

9.b.- Con el valor calculado para a, encontrar y clasificar los puntos de
equilibrio del modelo
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9.c.- {Qué puedes decir de la evolucién “a largo plazo”de esta poblaciéon?

10.- Contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

10.a.- Sea la ecuacion en diferencias y;1o2 — 2y;11 + y+ = 0, donde y; repre-
senta a la cantidad de individuos en el ano t. Si el nimero inicial de
individuos es 2 y al cabo de un ano es 5, ;cual sera el valor de la
poblacién al cabo de 10 anos?

10.b.- Encontrar la solucién general de la ecuacion en diferencias y; o —
2Ye41 +ye = 8.

11.- La dinamica de una determinada especie responde a la siguiente ecuacién
en diferencias:
Ty =226t 7%, teIN

Responder, de forma razonada, a las siguientes cuestiones:

= ;Cudles son los puntos fijos (puntos de equilibrio)?

= ;Co6mo son los puntos fijos con respecto a la estabilidad?

12.- Considera la ecuacién en diferencias:

Tp_q = x4t 2

Encuentra los puntos de equilibrio de la ecuacion y estudia su estabilidad.

13.- Supongamos los siguientes modelos matematicos utilizados en dinamica
de poblaciones de aves:

Modelo 1: Py = AP con A >0
Modelo 2: Py = (AP +a)P;; con A<0;a>0

La informacién de la que se dispone es la siguiente:

= El primer ano de observacion se contaron 500 aves y el segundo
1000.

= La poblaciéon no se espera que se extinga ni que crezca ilimitada-
mente.

= Si llegara a observarse 4000 aves es de esperar que ese nimero no
varie ya en el transcurso del tiempo (Es decir, P=4000 se mantendria
constante).

Justifica de manera razonada, si los dos modelos planteados cumplen los
datos biolégicos o no. Ademas, investigando sobre esta poblacién se ha
descubierto que la poblacion constante de 4000 aves es estable. Justifica
si los modelos matematicos propuestos cumplen esta nueva condicién.
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14.- Dada la ecuacion en diferencias,

1
Tipl = B (—xf + 4x? — 3z + 2)

= Estudiar la estabilidad de sus puntos de equilibrio.

= Suponiendo que z; represente al tamano de una poblacién, discutir
su evolucion a largo plazo, dependiendo de los valores iniciales x

15.- Sea y; el niimero de individuos de una poblacion en el ano t. La evolucién
de dicha poblacién viene dada por la siguiente ecuacién en diferencias:

Yer2 + byrr1 + cyp = 2°
» Si la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es y' =
c12! + 23!, encontrar el valor de los pardametros a y b.

= Si inicialmente el niimero de individuos era de yy = 4 y al ano si-
guiente era de 9, encontrar el nimero de individuos para un ano
cualquiera t.

16.- Para una especie se ha comprobado que las tasas de fertilidad y mortali-
dad vienen dadas por,

respectivamente.
= Determinar la ecuacién en diferencias que rige la dinamica de dicha
poblacién.
= Calcular y clasificar los puntos de equilibrio del modelo.

= Realizar una interpretacién del comportamiento de la especie a largo
plazo, a partir de los resultados obtenidos en los apartados anterio-
res.

17.- Se considera la serie de pesos siguiente:
p37r = 1.35 Kg.; p3g =2.90Kg.; pso =1.74 Kg.; pso = 3.06 Kg.; py1 = 1.35 Kg.

que se ajusta a una ecuacién en diferencias del tipo =41 = z:(a—1z;), siendo
a un parametro a determinar.
= Estimar el valor de a.

s Determinar los puntos de equilibrio del modelo y estudiar su esta-
bilidad.
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18.-

19.-

20.-

21.-

22.-

23.-

Considera la siguiente version del modelo logistico discreto de crecimien-
to:
xer1 = fxy) = 3.224(1 — 0.2524)

Encuentra, mediante una simulacién con ordenador, las primeras 100 ite-
raciones de la 6rbita de zy y dibtjala, suponiendo que zy = 2.75, que
zo = 2.5 y finalmente con xy = 2. ;Qué tipo de equilibrio tiene el mode-
los?; Existen 2-ciclos? Justifica las respuestas.

Una poblaciéon de palomas parte de 1000 ejemplares. Se reproduce de tal
manera que la poblacién en cada ano es el doble que la del ano anterior
mas cuarenta y cinco cuartos de la de hace dos anos. Ademas cada ano se
extraen 20 individuos para su estudio. ;Cuadl es la poblacion de la colonia
en un ano cualquiera t? jcuantos individuos hay después de cinco anos?

La siguiente ecuacién en diferencias describe la poblacién de ardillas en
anos sucesivos,

Tip1 =8 — 327 — 3z +a, t=0,1,2,3,
siendo a¢ un parametros positivo y z; el nimero de ardillas en el ano ¢ .

= Encuentra el valor del parametro a sabiendo que existe un punto de
equilibrio en z* = 2

= Clasificar los puntos de equilibrios que tienen sentido biolégico para
conocer el comportamiento a largo plazo de la poblacién.

Sea el modelo discreto logistico
Nt_|_1 = 33Nt(1 — Nt) N

donde N; representa al niimero de individuos de la poblacién en el periodo
t. Clasifica el punto de equilibrio no trivial, y comprueba el resultado
haciendo uso del diagrama de Cobweb.

Calcular y clasificar los puntos de equilibrio del siguiente modelo discreto,
conr >0y k>0,

N,
f(Nt):Nt‘i-l:Nt(l—'_T(l_kt))a t:07152735

La siguiente ecuacion en diferencias:

(a7

—_— Y a,B>0, x>0,
1+5$t 6 t

Ti41 =

fue propuesta por Kaplan & Glais en 1995 y juega un papel muy importante
en analisis de modelos no lineales genéticos y en redes neuronales.

23.a.- Encontrar y analizar los puntos de equilibrio
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23.b.- Sea a = g = 1. Dibujar de forma aproximada el diagrama en telarana
(cobweb) tomando como semilla zy = 4.

24.- Si sobre una poblacién no influyen factores que modifiquen el crecimiento,
se observa que,

1 1\*
(Yt42 — Yig1) — g(ytﬂ — ) = 3]

siendo 3; el namero de individuos en el tiempo t.
= Explicar el significado “biolégico”de la ecuacion anterior

= ;Crecera la poblacion a largo plazo?.

25.- Indicar en cada una de las siguientes ecuaciones si es lineal o no lineal.
Si es lineal determinar la solucién; si es no lineal encontrar y analizar el
tipo de puntos de equilibrio.

= (1— )1 + By a,B eRT

Tt

X =

L= T
m X = xe” ac R’
s (2401 —a)? =a?(z? — 27, + 1) aeRT

k

. Ty = ki,ke, ke RT

H= ) 1, K2

26.- Se sabe que la evoluciéon de una poblacién de una determinada especie
de peces viene dada por el sistema dinamico discreto lineal

Yir1 = f(yt)

26.a.- Encuentra una funcién f de tal manera que la poblaciéon a largo
plazo se estabilice en 10 individuos independientemente del niimero
inicial de peces.

26.b.- Comprueba el resultado anterior por medio del diagrama de Cobweb
con los valores iniciales: yg = 1 peces y yo = 20 peces.

27.- Sea y; el nimero de individuos de una poblacién en el ano t. La evolucién
de dicha poblacion viene dada por la siguiente ecuacién en diferencias:

Yero + ayir1 + by =3

» Si la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es y' =
C1 1t 4 Cy 2!, encontrar el valor de los parametros a y b.

= Si inicialmente el nimero de individuos era de yy = 2 y al ano si-
guiente su nimero era y; = 4, encontrar la poblacion después de 4
ano.
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28.- Si sobre una poblacién no influyen factores que modifiquen el crecimiento,
se observa que,

yt+2_4yt+1+3yt:3ta t:0717273"'a

siendo y; el nimero de individuos en el ano t. Encontrar el niimero de
individuos en el tercer ano, sabiendo que inicialmente eran 2 y al ano
siguiente 8 individuos.

29.- La evolucién de una poblacién z; viene determinada por el siguiente mo-
delo discreto exponencial con inmigracién y emigracion,

g1 =1 +7r)z—p, t=0,1,2,---

siendo el parametro positivo i la diferencia entre el niimero de personas
que entran y las que salen, el parametro r la tasa de crecimiento de la
poblacion, y zy el nimero inicial de individuos.

= Estudiar el comportamiento a largo plazo del modelo segin los di-
ferentes valores del parametro 7.

= Comprueba el resultado anterior por medio del diagrama de Cob-
web, para r =0.2 y u = 10.

30.- Dos especies conviven de acuerdo con el siguiente modelo discreto:

Tip1 =~y + 3
Yir1 = day + 2y + 3,

donde el tiempo t se encuentra expresado en anos. Hallar sus funciones
de efectivos.

31.- Dos especies que conviven en un mismo territorio, evolucionan del modo
descrito por el sistema de ecuaciones en diferencias siguiente:

{ Tip1 = (xs — 2y —t 4+ 2
Yt+1 = 6xp — yp + 5t

donde el tiempo ¢ se encuentra expresado en anos.

= Si, inicialmente, el nimero de individuos de cada especie es xg =
70, yo = 251, resolver el sistema para obtener los efectivos en funcién
de t y analizar el comportamiento a la larga de las dos especies.

= Comprobar que al cabo de un ano se ha extinguido la primera es-
pecie y analizar el comportamiento a posteriori de la segunda.

32.- El crecimiento de dos especies que coexisten viene descrito por el sistema
de ecuaciones en diferencias siguiente:

{xt+1—(9—a)xt+(4—b)yt+5t ;o =10
Y1 = (b — 2)xy + by + 5 ;Yo =45
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donde el tiempo ¢ se encuentra expresado en anos. Si la ecuacién ho-
mogénea, asociada a la ecuacion en diferencias de segundo orden, que
resulta de eliminar y; en el sistema es:

Tiy2 — 8xpq1 + 1dxy = 0.

Resolver todos los sistemas que cumplan las condiciones anteriores y
analizar el comportamiento a la larga de las dos especies.
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6.6. Practica 1: Conceptos basicos de dinamica
discreta

En esta practica vamos a usar la potencia de la recursién para experimentar con di-
ferentes modelos discretos lineales y no lineales. Observaremos puntos de bifurcacion
y caos para el modelo logistico discreto.

6.6.1. Introduccion

Consideremos la siguiente ecuacién x = cosx. Cualquier solucién de esta ecuacién es
la abscisa de la interseccion de la recta y = x con la grafica de la funcién y = coszx.

EJEMPLO 6.6 Dibuja las dos grdficas y comprueba que hay un punto de inter-
seccion en el intervalo [0, 1].

En general, cualquier solucién p de la ecuacién x = g(x) se llama un punto fijo de
la funcién g.

La férmula de iteracién x,1 = g(x,) se llama iteracion Funcional o Iteracion de
Punto Fijoy en muchos casos (dependiendo de la funcién g y del punto inicial z)
la sucesion {z,}, converge al punto fijo.

Para poder construir estas sucesiones, podemos utilizar las siguientes érdenes de
Mathematica

Nest[g,x0,n] :da el término n-ésimo de la sucesion.
NestList[g,x0,n] : da una lista con las iteraciones desde zy a n.
FixedPoint [g,x0]

FixedPointListNest [g,x0]

Las o6rdenes FixedPoint [g,x0] y FixedPointListNest[g,x0] son similares a las
anteriores, salvo que paran cuando encuentran dos iteraciones sucesivas iguales.

EJEMPLO 6.7 Utiliza las funciones anteriores y construye la sucesion de itera-
ciones que se obtiene para g(x) = cosx comenzando en xo = 0.

Con la orden ListPlot[ ] podemos ahora dibujar los puntos y hacer una interpre-
tacion gréafica de lo que ocurre.

Empezamos definiendo la funcién
f[x ]:= Cos[x]
a continuacion, construimos los veinte primeros términos de la érbita

iters=NestList[f,0.,20]
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Dibujamos en primer lugar la funcién f[z] y la bisectriz del primer cuadrante.

fg=Plot [{x,f[x]}, {x,0,1.5}, PlotStyle->{RGBColor[1,0,0], RGBColor[0,0,1]},]
DisplayFunction->Identity]

trazamos la érbita

gi=ListPlot [Partition[Flatten[Transpose[{iters, iters}]],2,1],PlotJoined
->True,DisplayFunction->Identity]

Finalmente, superponemos los dos graficos anteriores. Show[fg,gi,AspectRatio->1,
DisplayFunction->$DisplayFunction]

EJEMPLO 6.8 Supongamos que nos encontramos en una drida isla cerca de la
costa de un rico continente. Estamos interesados en un determinado tipo de gaviotas
que viven en esta isla. Por desgracia, las condiciones medioambientales no son las
mas adecuadas, de tal forma que si se encontraran aisladas su poblacion disminuiria
sequn el siguiente modelo exponencial o de Malthus

Try1 = — LDy, k=1,2,--- (6.22)
donde x, es la poblacion de pdjaros en el tiempo k.

Hay una gran colonia de gaviotas en el continente y cada ano 100 de ellas emigran
a nuestra isla.

1.- Modifica el modelo (6.22) para tener en cuenta el factor de la emigracion

2.- Supongamos que inicialmente hay 30 gaviotas. Encontrar los primeros 10 térmi-
nos de su orbita

3.- Describir el comportamiento a “largo plazo”de la colonia de gaviotas
4.- Encontrar los puntos de equilibrio del modelo y clasificarlos.

Repetir el ejercicio suponiendo que ahora el modelo exponencial es:

Lh+1 = —O.5$k, k= 1,2,---

6.6.2. Caos

El Teorema del Punto Fijo de Brouwer establece que toda funcién continua de
un intervalo cerrado en si mismo f : [a,b] — [a, b], tiene al menos un punto fijo en

[a,b].

En este apartado, analizaremos el comportamiento de los términos de la iteracion
funcional con respecto a los puntos fijos.

Si z* es un punto fijo (f(x) = x), cuando la funcién f es derivable, y

[f(z)] <1
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entonces, el punto x* se llama punto fijo atractor. Cuando una iteracién funcional
comienza suficientemente cerca de él, irremediablemente cae dentro de su ambito de
influencia y la sucesién (6rbita) converge.

Por el contrario, si
[f'(a)] > 1

se trata de un punto fijo repulsor, y por muy cerca de él que se comience, la
sucesion termina por alejarse.

EJEMPLO 6.9 Consideremos la familia de pardbolas
y=kx(l—uz), kE>0.

Empezamos definiendo una funcién (de k y x) para la familia anterior.
plk. J[x- 1:=k x (1-x)
Utilizando Mathematica:

1.- s Cudles son los puntos fijos en funcion de k?

2.- Considera el caso 0 < k < 1. ;Cudles son los puntos fijos?. ;Son los puntos fi-
jos atractores o respulsores?. Para ello, usaListPlot[ ] y GraficoPuntoFijol[
1 para ver qué ocurre con la iteracion funcional para distintas elecciones del
punto inicial. Toma, por ejemplo, k = 0.5 y comenta los resultados.

3.- Cuando 1 < k < 3, sde qué tipo son los puntos fijos?. Comprueba grdificamente
que para k = 2.6 la iteracion funcional converge rapidamente al punto fijo 8/13

4.- Toma k = 3.2 y usa ListPlot[ ] y GraficoPuntoFijol[ ]. Podrds ver que
después de algunas iteraciones, los términos sucesivos oscilan entre dos valores
diferentes, y quedan atrapados en un bucle sin fin. Es lo que se llama un
ciclo periédico de longitud 2. ;Qué ocurre cuando k = 3.5. ;Hay un ciclo
periddico?. ;De qué longitud?

5.- Cuando k = 4, las cosas se ponen mas interesantes. En este caso, las iteracio-
nes son aleatorias y la situacion se vuelve completamente cadtica.
Haz un grdfico con ListPlot[ ] y GraficoPuntoFijo[ ] para esta situacion
caotica.

6.7. Practica 2: El modelo de Ricker.

En esta practica realizaremos la simulacién completa de un modelo cléasico discreto
no lineal conocido con el nombre de Modelo de Ricker?

2Extraido del Trabajo Fin de Grado de Francisco Javier Navas Moreno de titulo “Modelos
discretos no lineales aplicados a la Economia”. Tutor: Juan Navas Urena.
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6.7.1. Introduccion

El modelo de Ricker se ha venido utilizando a partir de la publicacion del articulo
original [15] en 1950 hasta la actualidad, en dindmica de poblaciones de peces, y
especialmente en la evolucién de una poblacién de salmones.

Segun la péagina web de la Canadian Aquatic Resources Section of the American
Fisheries Society®, Willian Edwin Ricker (1908-2001) nacié en Waterdown, Ontario
y fué un gran bidlogo tedrico, ademas de gran entomélogo. Sus libros de textos, es-
pecialmente en ecologia, siguen teniendo una gran influencia en los estudios actuales
de posgrados.

Figura 6.14: W. Ricker en su despacho, fotografiado en 1999 por de David L. Noakes

Se trata de un modelo discreto basado en una ecuacién en diferencias, con el objetivo
de predecir, conocido el valor inicial g, el nimero de individuos que habra en cierto
momento ¢t + 1 a partir de la cantidad de individuos en el momento . Es decir, el
modelo es un sistema dinamico del tipo:

Yt+1 = f(yt) v Yo = y(O)
Sus ecuaciones son:
(-%)
rll— =
Yt+1 = Y€ k , Yo = y(O) (6-23)

donde r se suele interpretar como la tasa intrinseca de crecimeitno de la poblacion
y k su capacidad de carga.

El modelo es dependiente de la densidad de la poblacién y generaliza al modelo
logistico. En su formulacién existe un término que limita el crecimiento de la po-
blacién para que ésta no crezca sin limite. Observamos que para valores pequenos
Yy < k, la poblacion crecerd exponencialmente, pero a medida que y; aumenta el
factor exponencial de la ecuacién reduce el crecimiento de ;14

3http://cars.fisheries.org/legends-of-canadian-fisheries-science-and-management /
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6.7.2. Estudio de los puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrios del modelo son las soluciones constantes. Como la funcién
f que define al modelo viene dada por

f(z) = ze (1 a %)

entonces, los puntos de equilibrios se obtienen resolviendo la ecuacion

f(m):xer <1_%> =z

Observemos que estos puntos se obtienen geométricamente como interseccion de la
curva f(z) y la bisectriz del primer cuadrante.

Si resolvemos la ecuacion,

:cer(l_%):x = =z eT<1_%>—1 =0

es evidente que las soluciones son 2] =0, y x5 = k.

El siguiente paso es clasificar estos puntos como estables o inestables. Un punto
de equilibrio es estable cuando la érbita de cualquier punto tiende a es epunto
de equilibrio a medida que transcurra el tiempo, estabilizandose en ese valor. Es
conocido que ello ocurre cuando el valor absoluto de la primera derivada de la
funcién que define al modelo en el punto de equilibrio es menor que la unidad. Por
el contrario, si |f'(x*)| > 1, entonces el punto de equilibrio z* serd inestable.

derivando la funcién f(x) obtenemos:

P(1-2 xr
TR o (S

y particularizando en el primer punto de equilibrio | f/(0)| = |e"|. Es decir, si ¢ < 1,
el punto z7 = 0 serd estable, y esto ocurre cuando r < 0. Este valor negativo,en
ocasiones, no suele interesar ya que el parametro r representa a una tasa de creci-
miento, por ejemplo para una poblacion de salmones.

El segundo punto x3 = k, serd estable cuando |f'(k)| = |1 — r| < 1, es decir, si
0 < r < 2. Por tanto, mientras el valor de r pertenezca al intervalo (0, 2), la 6rbita
de nuestro sistema tenderd a estabilizarse en el valor k.

6.7.3. Simulacién del modelo

En esta seccion nos proponemos visualizar, a través de distintas simulaciones los
resultados obtenidos en la seccion anterior. Analizaremos que le ocurre a y; cuando
t aumenta, y cuando variamos los valores del parametro r.
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Estabilidad

El parametro k£ es una constante que hace referencia a la capacidad de carga del
sistema. Es decir, en el caso de modelos poblacionales, representaria al nimero
maximo de individuos que puede soportar el medioambiente donde esten situados.
Para el desarrollo de este estudio tomaremos, sin pérdida de generalidad, el valor
de k = 30. El programa que hemos usado para realizar esta simulaciéon es Wolfram
Mathematica®.

La primera simulacion se corresponde con, » = 0.8. Es decir,

0.8 (1 — 2)
Yt+1 = Yi€ 30 . Yo=3

Las ecuaciones que debemos introducir en el programa son, en primer lugar la funcién
que define al modelo

f[X,]sz * 60'8*(1_%>

El siguiente paso serd calcular el resultado de la érbita por medio de la orden
NestList

In[2] = NestList[f,3,15]
Out2] = {3,6.1633,11.6378,18.9901,25.4703, 28.7404, 29.7222,
29.9432,29.9886, 29.9977,29.9995, 29.9999, 30., 30., 30., 30.}

Se puede apreciar que si tomamos como semilla el valor inicial y, = 3, aparecen los
15 primeros términos de la érbita. Estos valores se estabilizan en el 30 que coincide
con el punto de equilibrio estable 25 = k = 30. Este resultado puede visualizarse
mejor si representamos graficamente la érbita.

orbita :== NestList[f,3,15]
ListPlot|orbita, PlotStyle— > PointSize[0.02]]

A continuacién puede verse el grafico obtenido con la orden ListPlot.

30f ..ooooooooo

25} °

20f

I . . . . I . . . . I
5 10 15

Figura 6.15: Orbita del modelo de Ricker con yg = 3, r = 0.8 y k = 30
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El eje de abscisas muestra el niimero dela iteracion y en el de ordenada el valor de su
érbita. El comportamiento seguiria siendo el mismo si el punto de inicio (yo=semilla)
de la iteracién cambia, o si modificamos el valor de k. La érbita siempre tenderd al
valor de la capacidad de carga k. Tendremos la posibilidad de analizar este compor-
tamiento un poco mas adelante.

La Figura 6.16. se corresponde con el Diagrama de Cobweb del modelo, y se obtiene
de la manera siguiente. Si tomamos una semilla cualquiera 1, el valor del siguiente
término de la 6rbita y; = f(yo) se encontrard sobre la grafica de la funcién f. Par-
tiendo de este punto se traza una recta horizontal al eje de abscisas hasta que corte
a la bisectriz del primer cuadrante. Este punto tendra como abscisa ¥, y podemos
repetir de nuevo el proceso para calcular el vaor de y» = f(y1, y asi sucesivamente.

Puede observarse en la Figura como las dos graficas se cortan en los puntos de
equibrio 7 =0y 25 = 30

funciones = Plot[{z, flz]},{z,0,1},
PlotStyle— > {RGBColor[1,0,0], RGBColor[0,0, 1]},
DisplayFunction— > Identity];

Posteriormente representamos la érbita correspondiente a la semilla yy = 3

ruta = ListPlot[Partition[Flatten[Transpose[{orbita,orbita}l],2,1],
PlotJoined— > Truel;
funciones = Plot[{x, f[x]},{x,0,35},
PlotStyle— > {RGBColor|1,0,0], RGBColor[0,0, 1]},
DisplayFunction— > Identity];

Por 1ltimo superponemos las dos graficas obtenidas

Show[{ruta, funciones}, Plot Range— > {{0,40}, {0,40}}, AzesOrigin— > {0,0}]
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Figura 6.16: Diagrama de Cobweb del modelo de Ricker 7 = 0.8, k = 30, yo = 3
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Periodo de orden dos

En el apartado anterior se ha confirmado la estabilidad del punto de equilibrio
x5 =k = 30 cuando 0 < r < 2. En este apartado analizaremos lo que sucede a la
orbita cuando el pardametro r > 2, por ejemplo, r = 2.2

flxJ:=x = e22+(1-55)
Ahora los 30 términos de la érbita correspondiente a la semilla yg = 3 son:

In[2] = NestList[f,3,30]

Out2] = {3,21.7282,39.8534, 19.3487, 42.255, 17.202, 43.9717, 15.7834,
44.7687,15.1571,45.0129, 14.9694, 45.0716, 14.9245, 45.0846, ,
14.9145,45.0874,14.9124,45.088,14.9119, 45.0882, 14.9118, 45.0882,
14.9118,45.0882,14.9118,45.0882, 14.9118, 45.0882, 14.9118, 45.088 }

Puede apreciarse como el comportamiento del modelo es totalmente distinto, pues-
to que no tiende a estabilizarse en un sélo punto. Como se muestra en la Figura
6.17, en esta ocasién la érbita no tiende a un valor sino que intercala dos valores
de forma consecutiva, que son 14.91182 y 45.088. El sistema ahora en vez de tener
un comportamiento estable, tiene un comportamiento ciclico de orden dos. Esos dos
valores son equidistantes al punto de equilibrio x5 = k = 30 = (45.0882+414.9118)/2

40 o

30+

°
00 o

L L L L L
10 20 30 40 50

Figura 6.17: Comportamiento del modelo de Ricker r = 2.2, k = 30, yo = 3

El diagrama de Cobweb que aparece en la Figura 6.4, es un método grafico de poder
apreciar el comportamiento ciclico del modelo.
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30

S S S S S
10 20 30 40

Figura 6.18: Diagrama de Cobweb del modelo de Ricker 7 = 2.2, k = 30, yo = 30

A continuacién explicaremos las causas de este comportamiento del modelo. Para
ello construimos la funcién g(x) = f(f(z)), encontraremos sus puntos de equilibrio
y finalmente los clasificaremos.

Para encontrar los puntos de equilibrios de g debemos resolver la ecuaciéon g(z) = x
por medio de la orden FindRoot del Wolfram Mathematica®. Previamente se debe
representar las funciones g(z) y la bisectriz del primer cuadrante para conocer de
forma aproximada los puntos de cortes de ambas funciones.

A
AN

Figura 6.19: Puntos de equilibrio de la funcién g(z) = f(f(z))

Los puntos de equilibrio de g son:

FindRoot|g[r] == z,{z,0.5}] = {z— > —4.13631 % 1072}
FindRoot|g|z] == z,{z,14}] = {z— > 14.9118}
FindRoot|g|z] == z,{x,29}] = {z— > 30}
FindRoot[g|z] == z,{x,45}] = {z— > 45.0882}

Para estudiar la estabilidad de estos cuatro puntos tendremos que ver si el valor
absoluto de la derivada de g en cada uno de ellos es menor o mayor que la unidad.

J'z]/ {z— > 0} = 81.4509
J[2]/ {o— > 149118} = 0.215728
g'x]/ {x— > 30} = 1.44
g'[x]/ {x— > 45.0882} = 0.215728
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A la vista de estos resultados podemos concluir que la funcién ¢ tiene dos puntos de
equilibrios 7 = 14.9118 y 25 = 45.0882, que son precisamente los puntos perioédicos
de la funcién f.

Periodo de orden cuatro

A medida que va aumentando el parametro r las orbitas se vuelven cada vez mas
inestables. Si en lugar de r = 2.2, ahora nuestro valor es r = 2.6, pasaremos de un
comportamiento ciclico de orden dos a uno de orden cuatro. En efecto, sea la funcion
que define al modelo:

flx]:=x = 62'6*<1_%>
En este caso, los 30 términos de la o6rbita correspondiente a la semilla yy = 3 son:

In[2] = NestList[f,3,30]

Out[2] = {3,31.1437,28.2048, 32.9529, 25.5124, 37.6409, 19.4118, 48.5953,
9.69815, 56.3414, 5.74604,47.0176, 10.7582, 57.0137, 5.4855, 45.9107,
11.5626, 57.1502, 5.43393, 45.6828, 11.7347, 57.1422, 5.43695,
45.6962, 11.7244,57.143, 5.43664, 45.6949, 11.7255, 57.1429, 5.43667 }

A partir de un deterinado momento, los valores que toma la érbita son los niimeros:

0.273592,1.33334, 0.126856 y 1.06622.

L L L L
10 20 30 40

Figura 6.20: Orbita del modelo de Ricker con yo = 3, 7 = 2.6 y k = 30

En la Figura 6.20 se ha dibujado el diagrama de Cobweb correspondiente, y puede
apreciarse como a partir de un terminado momento, la 6rbita es una figura cerrada

(cuadrado).
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Figura 6.21: Diagrama de Cobweb del modelo de Ricker r = 2.6, k = 30, yo = 30

Procediento de la misma manera que en el apartado anterior, es facil ver que los
ocho puntos de equilibrio de esta funcién g son los que se han representado en la
Figura 6.21 y de ellos los valores de los que son estable son:

r} = 5.43664; ) = 11.7255; x} = 45.6949; x} = 57.1429

que coinciden con los valores periddicos de la funciéon f.
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Figura 6.22. Puntos de equilibrio de la funcién g(z) = f(f(f(f(2))))

N\

Caos determinista

Si seguimos aumentando el valor de r observaremos un comportamiento mucho mas
complicado del modelo. Sea la funcién que define al modelo :

flx]:=x « 26+(1=55)
En este caso, los tltimos 34 términos de la érbita (de 200 elementos) correspondiente
a la semilla yy, = 3 son:

In[2] = NestList[f,3,200]

Out[2] = {47.4369,9.87569,60.4166,3.91091,40.9269, 15.3079, 57.4353, 4.86216,
46.7067, 10.3842, 60.6856, 3.83435, 40.4032, 15.8414, 56.6506, 5.14668,
48.1899, 9.37508, 59.9972, 4.03316, 41.7444, 14.5061, 58.4996, 4.4999, 44.6593,
11.938,60.6614, 3.8412,40.4504, 15.7926, 56.7246, 5.11918, 48.0512, 9.46553 }
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En esta ocasion, los elementos no se repiten y se dice que el comportamiento del

modelo es cadtico.

60F .o.o.o.o.....o...o.....o.o.o...o.w.o.o.o...o. f. ° o.....o. e® © 00 o. % % o
60} ° ° o o °
50 Fe o ° e © °
e0,® ...o ..0.0 ve® : 4 . . %
] @ (] 50
407...........d................. [ @ o ... LY .. ° o o )
s (] ° o e o
b 0P _o ©° ° °
ol e % eoe °o® e ®e® o o o
2%, “eeee € & R X1
20? oo o .... .' o o O .. ....
20F e © °
'o....00.....00.......“"....... ’0".0. o°. ¢ .o. °
10w " ee®q ° 00e°%, ©°6”0 1l o o '... .o ° o 0 o o
009096200000%00¢°00000%096%0%¢°000000¢%0%¢00e® F ° °
p 00%0%000 00000000’ %000t o%000te %% 00 00000 % oY% %% %00 Weo o0 o

P PR P
50 100 150 200

50 100 150 200

Figura 6.23: Orbitas del modelo de Ricker con r = 2.7 (izquierda) y r = 2.9 (derecha)

Este comportamiento cadtico se ha hace mas evidente si se observa los diagramas
de Cobweb, Figura 6.24, correspondientes a los valores del pardmetro r = 2.7, y
r = 2.9. Es evidente que las érbitas del modelo no tienden hacia ningin valor en
concreto, sino que ocupan todo el espacio de la figura representada .
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Figura 6.24: Diagramas de Cobweb para r = 2.7 (izquierda) y r = 2.9 (derecha)

El caos determinista es un punto de partida muy interesante para el estudio de la
Teoria del Caos y de la Ciencia de la Complejidad y que se encuentra profundamente
conectado con el estudio de la Sensibilidad de las Condiciones Iniciales.

Diagrama de bifurcacién

Como resumen de los apartados anteriores, podemos decir que un modelo “relativa-
mente sencillo“, como es este modelo determinista, exhibe un comportamiento muy
complicado. Desde la estabilidad, periodicidad y caos determinista, segin los valores
que asignemos a un parametro en el intervalo 0 < r < 3. Es conocido que todos
estos comportamientos diferentes pueden visualizarse mejor en el llamado diagrama
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de bifurcacién del modelo que se encuentra en la Figura 6.25. Su construccién se ha
realizado en Matlab® y programa para su calculo puede obtenerse en el Anexo I de
la presente memoria.
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Figura 6.25: Diagrama de bifurcacién del modelo de Ricker.

Si analizamos este diagrama, podemos observar como para valores de 0 < r < 2
las orbitas del modelo tienden siempre al punto fijo k& = 30, independientemente
del valor inicial que tomemos. Para un valor un poco mayor de r = 2 el modelo
cambia de comportamiento siendo ahora sus érbitas 2-peridédicas. Es decir, se ha
producido una bifurcacién del tipo horca, aquella donde el punto fijo se desdobla
en dos, debido a que el punto fijo estable se ha convertido en inestable dividiéndose
en dos nuevos puntos estables. Y asi sucesivamente, de tal manera que estos nuevos
desdoblamientos llevan finalmente a un comportamiento cadtico. Ahora bien, es in-
teresante comprobar como dentro este comportamiento cadtico existen zonas donde
éste desaparece. Observemos también que esta figura del diagrama de bifurcacion
tiene la propiedad interesante de contener copias de ella misma a pequena escala,
esto es, el diagrama de bifurcacion tiene estructura fractal.
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