Capitulo 1

INTRODUCCION AL MATHEMATICA.

En esta primera practica tendremos un primer contacto con el ordenador y el Aula
de Informatica. En concreto, recordaremos las funciones mas usuales del sistema
operativo Window y las instrucciones béasicas del programa Mathematica.

1.1. Representacién grafica de funciones

EJERCICIO 1 El consumo de luz (en miles de pesetas) de una vivienda, en
funcién del tiempo transcurrido, nos viene dado por la expresion:

ft)=—-022 +2t+10; 0<t<12
» Representar graficamente la funcién.

= ;En qué periodo de tiempo aumenta el consumo? ;En cudl disminuye?

= ;En qué instante se produce el consumo maximo? ;Y el minimo?
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)= £[t_] :=-0.2t%+2t +10

2= Plot[£[t], {t, 0, 12}, PlotStyle » RGBColor[1l, 0, 0]]
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Out[2]= = Graphics =

EJERCICIO 2 Durante los primeros seis meses del ano, se prevé que las cotiza-
ciones en bolsa de una empresa varfen segun la funcién, C' : [0,6] — IR definida
por C(t) = ¢3 — 6t> + 3t + 25. Donde ¢ indica el mes y C(¢) el valor en euros de
una accion en ese mes. Un grupo de inversores tiene previsto adquirir acciones de
esa empresa pero solamente cuando el valor por accién esté entre 15 y 23 euros.

(a) Determinar durante qué meses podra este grupo realizar la inversiéon deseada.

(b) Utilizar la representacién de la funcién para calcular de forma aproximada
los periodos obtenidos en el apartado anterior.

nsl= cft ] :=t3-6t%+3t+25

In[71:= Plot[{e¢[t], 15, 23}, {t, 0, 6},
Plotstyle » {RGBColor[l, 0, 0], RGBColor[0, 1, 0], RGBJolor[0, O, 1]}]
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In[g]:= NSolve[c[t] == 15, t]
outgl= {{t—=-1.}, {t=2.}, {t=5.}}
n[9]:= NSolve[c[t] == 23, t]

ouigl= {{t = -0.372281}, {t=1.}, {t—=5.37228}}

La inversién debe realizarse para valores de ¢ en el conjunto [1,2] U [5,5.37]
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EJERCICIO 3 La poblacién de cierta region a lo largo de los diez primeros
meses del ano viene dada (en miles de individuos) por la funcién,

93 4 731152— 1127 359

P[O,lO]—)R P(t):—4—32t +@ mt—f—a

La gréfica de la funcion es:

53 5 731 , 1127 359
1= Pt ] i= -—— £t 4+ —— t° - t
- 432 432 216 54

1= Plot[P[t], {t, 0, 10}, PlotStyle —» RGBColor[0, 0, 1]]
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Si deseamos determinar durante qué meses la poblaciéon estuvo entre 3000 y 8000
habitantes, podemos encontrar estos valores de una manera grafica,

o con el Mathematica,
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In[15]:= NSolve[P[t] == 3, t]

Out[15]=
{({t>1.}, [t—>3.05319), {t - 9.73926}}

In[16]:= NSolve[P[t] == 8, t]

out[16]=
{{t > -0.240077}, {t>5.19122}, {t > 8.84131}}

La solucién es, P71([3,8]) = [0,1] U [3.05,5.19] U [8.8,9.7]

1.2. Ajuste por minimos cuadrados

El método de ajuste de datos por minimos cuadrados tiene su origen en un pro-
blema de astronomia. En concreto, se deseaba determinar la érbita de un asteroide.
En 1801 el astrénomo Giuseppe Piazzi descubrié el asteroide Ceres y pudo hacer
un seguimiento de su orbita durante 40 dias. A partir de ese momento, y tomando
como base los datos de Piazzi, muchos cientificos de la época intentaron descubrir la
orbita de este asteroide, pero los calculos basados en la resolucién de las ecuaciones
de Kepler eran muy complicados. A finales del 1801 Carl Friedrich Gauss aplicé el
método de los minimos cuadrados para determinar la érbita y permitié al astrénomo
aleman Zach poder localizar el asteroide. Finalmente, Gauss publicé su método en
1809 con el nombre “Theoria Motus Corporum Coelestium in sctionibus conicis
solem ambientium”. Al igual que ocurrié con el el calculo diferencial, el francés
Adrien-Marie Legendre desarrolld el mismo método de forma independiente en 1805.

Al realizar un determinado experimento, o al observar la evolucién de algunos de
los indices econdémicos, solemos encontrarnos con una tabla o colecciéon de datos,
sobre los que estamos interesados en construir un modelo matematico que pueda
describirlos. Con este objetivo las tareas que deben hacerse son:

= Ajustar a un tipo de modelo los datos seleccionados.
= Elegir, entre una familia de modelos, el méas apropiado.
= Hacer predicciones a partir del modelo obtenido.

El método de los minimos cuadrados interviene en la segunda de las fases, tratando
de determinar los parametros que aparecen en el modelo seleccionado. Este método
consiste en elegir una funcién y = f(x) que haga minimo al error,

Z‘yi - f(x)|2>

donde {(z;,v;);1 <i < m} representa a la coleccién de los datos.
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1.3. Descripcion del método

Suele ser bastante frecuente que en una primera etapa del crecimiento una poblacion
crezca segun el modelo exponencial,

y(t)=Ae", A reR". (1.1)

donde y(t) es el nimero de individuos de la poblacién en el tiempo ¢.

Sien (1.1) tomamos logaritmos neperianos,
In(y(t)) =In(A) +rt, A reR", (1.2)

donde esta expresiéon, como puede apreciarse, es del tipo lineal, y por lo tanto,
podemos realizar un ajuste lineal de los datos: In(y(t)) utilizando el método de los
minimos cuadrados.

EJERCICIO 4 En la tabla siguiente aparecen los datos de la poblacion
de Estados Unidos para cada década en el periodo 1800-1900:
’ ANO H t ‘ y(t) (en millones) ‘ In(y(t) ‘

1800 | O 5.3 1.666771

1810 | 1 7.2 1.97408

1820 | 2 9.6 2.26176

1830 | 3 12.9 2.55723

1840 | 4 17.1 2.83908

1850 | 5 23.2 3.14415

1860 | 6 31.4 3.44681

1870 | 7 38.6 3.65325

1880 | 8 50.2 3.91602

1890 | 9 62.9 4.14155

1900 | 10 76.2 4.33336

Podemos utilizar Mathematicag para la representacién grafica de estos datos.

A=ListPlot[{{0,5.3},{1,7.2},{2,9.6},{3,12.9},{4,17.1}, {5,23.2},{6,31.4},

{7,38.6},{8,50.2},{9,62.9},{10,76.2}}]
B=ListPlot [{{0,Log[5.31},{1,Logl[7.2]1},{2,Log[9.61},{3,Log[12.9]},

{4,Log[17.1]}, {5,Logl[23.2]}, {6,Logl[31.4]},{7,Logl38.61}, {8,Logl50.2]1},

{9,Log[62.9]1},{10,Log[76.2]1}}, PlotStyle — RGBColor[0,0,1]]
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= Empezaremos encontrando la recta y = at + b de ajuste de minimos cuadrados

para estos datos. Como es conocido, debemos buscar los parametros a y b tales
que hagan minimo la expresion,

=10
O(a,b) = > (In(y(t:)) — at; — b)*
=0
lo que obliga a resolver el sistema
( 99 =10

9.0 = —2;<ln<y<ti>>—ati_b>ti:o

3@ =10
53=0 = -2 ZO (In(y(t;)) —at; —b) = 0.

\

Ahora bien, en lugar de resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incégni-
tas anterior, es preferible hacer uso de algunos de los multiples programas
disenados para tal fin, por ejemplo Mathematicag.

Fit[{{0,Log[5.3]},{1,Logl[7.2]},{2,Log[9.6]1},{3,Log[12.9]},
{4,Log[17.1]}, {5,Logl23.2]1},{6,Log[31.4]1},
{7,Log[38.6]},{8,Log[50.21},{9,Logl[62.91}, {10,Logl76.2]}},
{1,t},t]

La respuesta que obtenemos es:

1.73224 + 0.270552¢

Ahora representamos la recta anterior
ajuste=Plot[1.73224+0.270552t,{t,0,10}]

y finalmente superponemos los datos reales (In(y(t)) y la recta obtenida en el
ajuste.
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Datos y recta de ajuste.

Para terminar encontramos los pardmetros A y r de (1.1),
In(y(t)) = In(A) + rt = 1.73224 + 0.270552 ¢,

o bien,
A= 565, ra0.27,

es decir
y(t) = Ae™ = 5.65e"7" .
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Datos y(t) y funcién 5.65 %27,

De esta manera, podemos tener una estimacion de la poblacién para el ano
1910,
y(11) = 5.65e**™ = 110.13 millones .
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= Un segundo método consiste en hacer uso de los datos
y(0) =53, y(b) =233,
a fin de determinar los parametros A y r del modelo (1.1). De esta manera
y(0)=53 = 53=4" = A=53,

ademas
1 23.2
y(5) =232 = 232=053 ST = = R In (E) ~ (0.295289.

En consecuencia,
y(t) = 5.3 %258
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Puntos = y(t); Rojo = 5.65 €927 Verde —5.3 ¢0-295¢
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 5

1.- En la tabla siguiente se encuentran los datos de poblacién para Es-
tados Unidos de 1910 a 1980. Realizar un analisis similar al ejemplo
resuelto para estimar la poblacién en el ano 1990.

‘ ANO H y(t) (en millones) ‘

1910 92.2
1920 106.0
1930 123.2
1940 132.2
1950 151.3
1960 179.3
1970 203.3
1980 226.5

2.- Recientemente hay un gran debate sobre la importancia de preservar
parte del terreno para mantener la biodiversidad. Muchos de los
argumentos utilizados estan basados en estudios realizados en islas
del Caribe. En este ejercicio se utilizara la ley potencial, en la cual
se supone que el nimero de animales N en el area A de la isla viene
dado por

N=kA", k,acR". (1.3)
Supongamos los siguientes datos:

H Area =A (Km?) ‘ Nimero = N ‘

Redunda 1 3
Montserrat 33 10
Jamaica 4.41 38
Cuba 46.74 97

Hacer uso de la metodologia utilizada en el Ejemplo 1.1 para com-
pletar la tabla:

H Area =A (Km?) ‘ Nimero = N

Saba 5
Puerto Rico 40
Santa Cruz 80
Espanola 88
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3.-

En 1601 el astrénomo J.Kepler formuld su tercera ley del movimien-
to planetario 7 = cd*? donde d es la distancia de un planeta al sol
medida en millones de kilémetros, 7" es el periodo orbital en dias y
c es una constante. Los datos observados para los cuatro planetas
Mercurio, Venus, Tierra y Marte son:

| d; || 58 [ 108 | 155 | 228 |
| T, [ 88 | 225 | 365 | 687 |

Ajustar el valor del parametro ¢ para estos datos, por el método de
los minimos cuadrados.

Aplicar el método de los minimos cuadrados para ajustar los datos
que aparecen en la tabla,

|z, 01 ]02] 03] 04]05 |
| y: [ 0.06 | 0.12 | 0.36 | 0.65 | 0.95 |

al modelo cuadratico y = f(z) = az? + bx + ¢



