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Presentacion

La coleccién de Ejercicios Resueltos y Propuestos que presentamos se enmarca den-
tro de los Modelos Matematicos en la Empresa y esta dedicado al caso continuo,
cuyas herramientas matematicas basicas son las ecuaciones diferenciales.

Cuando un determinado fenémeno econémico podemos representarlo por medio de
un conjunto de ecuaciones (modelo matematico) se plantean varios problemas res-
pecto al modelo utilizado, como son:

= Ver si el problema tiene solucién.

= En caso de que ésta exista, demostrar si es tnica.

= (Calcular de forma explicita esta solucién.

= Analizar de manera cualitativa la soluciéon del modelo.

» Utilizar técnicas numéricas para encontrar un valor aproximado de la solucién.
= Estudiar la posibilidad de simular el modelo.

Gran parte de los ejercicios se han disenado teniendo en cuenta el comentario ante-
rior. De esta manera, el objetivo basico que se persigue es el de construir y resolver
un mismo modelo haciendo uso de técnicas diferentes. En primer lugar, buscaremos
la solucién explicita del modelo, posteriormente la estudiaremos cualitativamente
y a continuacion encontraremos una aproximacion numérica de dicha solucion. Por
ultimo, mostraremos que la mayoria de los modelos continuos pueden ser simulados
con Vensimg en el Laboratorio de Matematicas.

Los primeros temas estan dedicados al estudio de los modelos continuos. Muchos
problemas econémicos pueden ser representados a través de ecuaciones diferenciales,
por ejemplo: modelos dindmicos, modelos poblacionales, difusién de epidemias, ...,
etc. En general, se trata de buscar una funcién y(t) definida en [0, a] tal que

y(t) =), y0) =y, te€l0 d.
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En ocasiones se puede encontrar la solucion de este problema

o0 =+ | e,

pero es bastante frecuente que dicha solucién no pueda determinarse de forma ele-
mental. Por ejemplo, no es facil resolver

a
sen x
dx
0 T

pero éste es un problema elemental para cualquier ordenador. Es importante, antes
de aplicar técnicas numéricas, analizar detenidamente nuestro problema para saber
si existe solucion y en caso de que exista ver si ésta es unica.

Estudiaremos modelos poblacionales relacionados con dos especies que compiten
en un determinado territorio. Su dinamica podemos representarla por medio del
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dx

/

= — = t

x dt f(?l‘7y)
dy

/

= — = t

y=— q(t, z, y),

siendo z(t), y(t) las cantidades de animales de cada una de las especies. El plano fase
serd la representacién de los valores (x(t), y(t)), y su construccién tiene un interés
especial para estudiar de forma cualitativa el modelo y analizar su estabilidad.

Es posible ver el comportamiento de las soluciones (érbitas) en el plano fase, cal-
culando previamente las soluciones constantes (puntos de equilibrio), ya que éstas
aportan informacién valiosa del resto de las soluciones del sistema. A continuacion
se debe hacer un estudio completo de la estabilidad, ya que es muy frecuente en
ciencias experimentales que al tomar los datos (condiciones iniciales) se cometan
pequenos errores, y esto puede obligar a que la soluciéon buscada se encuentre muy
lejos de la solucion verdadera o de la solucion de equilibrio. En este caso, diremos
que existe inestabilidad. En caso contrario, estariamos hablando de estabilidad.

Acabaremos los modelos continuos con una breve coleccion de ejercicios de métodos
numeéricos aplicados a la resoluciéon de problemas de valores iniciales. Recordemos
que un método de resolucién numérica es un algoritmo que nos permite obtener un
resultado aproximado de la solucion de un determinado problema por medio de un
numero finito de pasos. Los métodos que utilizaremos seran los mas usuales, como
son Fuler, Taylor y Runge-Kutta.



Tema 1

ECUACIONES DIFERENCIALES

EJERCICIO 1 Comprobar que la funcién y(t) = ct>+t+3 es una solucién
del problema de valor inicial

2y — 2ty +2y =6, y(0) =3, y'(0) =1, (1.1)

en —oo < t < oo, para cualquier valor del parametro c.

= Derivando y(t), sustituyendo en (1.1), y simplificando se obtiene
t2(2¢) — 2t(2ct + 1) +2(ct* +t +3) = 6.

Observemos que la solucién de la ecuacién diferencial (1.1) no es tnica (depende del
valor de ¢), aunque sus coeficientes y la funcién g(¢) = 6 son continuas para todo
valor de t. La pérdida de la unicidad se debe a que el coeficiente as(t) = t? se anula
ent=0.

EJERCICIO 2 Comprobar que y(t) = 3¢? + ¢ — 3t es una solucién del
problema de valor inicial

y' —dy=12t, y(0)=4, y(0)=1. (1.2)

» Derivando dos veces la funcién y(t),
y'(t) = 6e2 —2e72 — 3 y(t) = 122 + 4e 2. (1.3)
A continuacién, sustituimos (1.3) en (1.2)

(12e% + 4e™2) — 4(3e*" + 72t — 3t) = 12t.
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Ademas, es inmediato comprobar que y(0) =4, y'(0) = 1.

La ecuacién diferencial (1.2) es lineal, los coeficientes a9 = 1, a; = 0, ay = —4, y
la funcién g(t) = 12t son funciones continuas en cualquier intervalo que contenga al
valor t = 0. Por lo tanto, y(t) = 3¢ + e~2' — 3t es solucién tnica de (1.2).

EJERCICIO 3 Demostrar que la ecuacion diferencial de segundo orden
y' =9y =0

tiene dos soluciones

linealmente independientes.

» En primer lugar, es inmediato comprobar que y;(t) e y2(t) son soluciones de la
ecuacion diferencial. Su Wronskiano vale

6375 , e—3t

3e3t , _36—3t =—6 7é 07 Vt7

W, e ] = '

entonces y1,y2 forman un conjunto fundamental de soluciones en —oo < t < 00.

La solucién general de la ecuacién diferencial en (—o0,00) es

‘y(t) =cre¥ + e, ¢, € ]R‘

EJERCICIO 4 Demostrar que la ecuacién 3" — ¢y — 6y = 0 tiene dos
soluciones distintas de la forma y(t) = e*.

» Siy = e es una solucién para algunos valores de a, tenemos

sustituyendo en la ecuacién diferencial
(a?e™) — (ae™) — 6(e™) = e™(a® —a—6) =0,

que se satisface para a = 3 y a = —2. Luego y(t) = €3, y(t) = e2! son soluciones

de la ecuacién diferencial homogénea.



EJERCICIO 5 Dada la ecuacién diferencial

3" — 6ty + 12y = —4 + 12Int. (1.4)

(a) Comprobar que y,(t) = Int es una solucién particular de la ecuacién
diferencial (1.4).

(b) Comprobar que y,(t) = c;t? + cot® + c3t 2 es la solucién general de la
ecuacion diferencial homogénea asociada a (1.4).

(c) Encontrar la solucién general de (1.4).

(a) Sustituyendo y,(t) y sus derivadas en (1.4) se tiene

1 1 2 2 1
! o " o " - 3 _

(b) Por otro lado, es facil comprobar que yp,(t) = c1t% +cot +c3t =2 es la solucién general
de la ecuacion diferencial homogénea. Derivando

yp,(t) = 2c1t + 3eat? — 205t 73, yn(t) = 2¢1 + 6eat + Gegt ™, yp'(t) = 6co — 24cst ™,
y sustituyendo en t3y" — 6ty’ + 12y se obtiene,

t3(6cy — 24c3t ™) — 6t(2e1t + 3eat? — 2e3t™3) + 12(c1t? + eot® + e3t72) = 0.

(c) Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial (1.4) es

y(t) = c1t? + ot + st 2 +Int, c1,c0,c3€ R

EJERCICIO 6 Resolver el problema de valores iniciales siguiente:

Y +y=y(te” +1), y(0)=1.

= La ecuacion diferencial es del tipo de variables separables. En efecto, se puede escribir
como

d d
Y =yte’ = Loyt = Y oiea, (y+0).
dt Y
Integrando
d 1
/y :/tetht, = Inly| = e +e, ceR,
Y 2
o bien

2

y=ke:* | keR\{0} (k==%e). (1.5)
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La divisién por y al separar las variables nos obliga a considerar la funcién y = 0.
por otra parte, dicha funcién es también solucién de la ecuacién diferencial. Dicha
solucién se obtiene de (1.5) si admitimos el valor & = 0. Por tanto, la solucién general
sera

2
y=ke | keR (1.6)

Para determinar la solucién particular que verifica la condicién inicial y(0) = 1,
sustituimos los valores t =0, y = 1 en (1.6),

y0)=1 = 1=ke? = k=2

Sustituyendo en (1.6) obtenemos la solucién

Y= e% <et271)

EJERCICIO 7 Resolver la ecuacion diferencial
(ty* + 1)dt + 2t°dy = 0,

haciendo uso del cambio de variable ty = z.

= Empezamos calculando dz,

dz —ydt

ty=2z = tdy+ydt=dz = dy = ;

(t #0).
Sustituyendo en la ecuacién inicial y simplificando

(z—1)%dt +2tdz =0,
que es una ecuacion diferencial de variables separables.

dz dt

_7<2_1)2:2—t7 (t#O,z;él)

dz dt 1 1
_ -~ = —  =_Inlt R.
/(z—1)2 /275;5;;—1 gl e ce

Ahora, podemos deshacer el cambio

1 1
—— =_-In|t R 1.7
ty_l 21/1“—’—07 Ce ( )

e integrando

La funcién ¢t = 0 (considerando t como variable dependiente) es también solucién
de la ecuacién diferencial dada. Asimismo, el caso z = 1 nos lleva a considerar la
funcién y = 1/t. Sustituyendo en la ecuacién diferencial se comprueba que también
es solucién. Ninguna de las soluciones anteriores se obtienen de (1.7) para ningin
valor de la constante c. Se trata, por tanto, de dos soluciones singulares.



EJERCICIO 8 Resolver la ecuacién diferencial

(2ty 4 3y*)dt — (2ty +t*)dy =0,

» La ecuacién diferencial es homogénea de grado dos y puede escribirse como,

,7@72ty+3y2
Y= a T oy ez

donde estamos suponiendo que 2ty + t? # 0. Dividiendo por 2,

2
y,:dy_z(gz)_'_:s(i)

e

y haciendo el cambio z = y/t,

z:% = y=tz =y =z+t2.

Sustituyendo en la ecuacién diferencial,

,_2z+3z2

itz ,_2z+322 22+ 2

oty = 2T
22 +1 S RIS B S VL R

se llega a la ecuacién de variables separables

dz  22+=z (2z+1)dz dt 9
az _ N _a 0).
dt  2z+1 224 2 t’ (2" +270)

Integrando, se tiene,

2z41)d dt
/(22—:_)22/15 = In|2? + 2| =Injt|+¢, ceR,
22+ z

que puede expresarse en la forma
Prz=kt, keR\{0} (k=+e).

Deshaciendo el cambio de variable,

2
(%) +%:kt = P +ty=kt’, keR\{0}. (1.8)

Ahora estudiamos el caso 22 + z = 0,

2=0= T =0=y=0
P24z=0=2(2+41)=0=

%H:0$%+1:0$y+t20:y:—t
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Se comprueba que ambas funciones, y = 0 e y = —t, son también soluciones de la
ecuacién diferencial. Ademas, se observa que ambas soluciones se obtienen de (1.8),
si admitimos el valor k = 0. Por tanto, la solucién general vendra dada por

vrty=kt’, keR
Para concluir nos queda por estudiar el caso 2ty + t? = 0,

t=20

1
2y+t=0 = y=—~t

Ay+t2=0 =ty +t)=0 = {
2

La recta t = 0 satisface la ecuacién diferencial original y podria admitirse como
solucién, si consideramos t como variable dependiente. En cambio, se comprueba
sustituyendo en la ecuacion diferencial original que la recta y = —t/2 no es solucién.

EJERCICIO 9 Resolver la ecuacién diferencial lineal

d
d—gz + yctgt = 2t cosect .

= Calculamos el factor integrante

u(t) = exp </p(t) dt> — exp (/ ctgtdt) — exp (/ ;ﬁi dt>

= enbent) —gont,

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante, se tiene,

d
y'sent +ycost =2t = a(ysent) =2t = ysent:/Qtdt:t2+c.

O bien,

t2
y) =< ceR

sent

EJERCICIO 10 Resolver la ecuacién diferencial lineal

v +y=sent, y(0)=0.

s Calculamos el factor integrante,

u(t) = exp (/p(t) dt> = exp (/ dt) =l

Multiplicamos la ecuacién diferencial por el factor integrante,

t

ety/ + ety = e sent.




El primer término de la igualdad anterior se corresponde con la derivada de la funcién

e'y,
6t d t
ely +ey:dt(ey):e sent.

Esta observacion nos permite resolver la ecuacién,
ely = /etsentdt,
integracién por partes
1
iet(sent—cost) +¢, celR.

Despejando la variable y, se obtiene la solucién general

1
y = i(sent—cost)—i—ce_t, c€R. (1.9)

Para calcular la solucién particular que satisface la condicién y(0) = 0, sustituimos
los valores t =0, y = 0 en (1.9),

1 1
y(0)=0 = Ozi(seno—COSO)—i—ceo = =3

La solucién del problema de valores iniciales vendrd dada por

1
y(t) = E(sent —cost+e7f)

EJERCICIO 11 Resolver la ecuacion diferencial

(6ty + 2y* — 5)dt + (3t* + 4ty — 6)dy = 0.

Sean
M(t,y) =6ty +2y> —5, N(t,y) = 3t> + 4ty — 6.

La ecuacion diferencial es exacta puesto que

oM ON
— =6t+4y = —.
oy TR =
Existe, por tanto, una funcién F'(¢,y) tal que
OF oF
5 (t,y), By (t,y)

Las igualdades anteriores nos permiten calcular la expresién de la funcién F(¢,y).

3;; =M(t,y) = F(t,y) = /M(t,y)dt: /(6ty—|—2y2 —5)dt
= 3t%y + 2ty” — 5t + g(y),
OF

oy = Nt = 3t2 + Aty + ¢'(y) = 3> + 4ty — 6 = ¢'(y) = —6
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Luego,
9(y) = /—6dy = —6y.
La funcién F(t,y) serd
F(t,y) = 3t%y + 2ty* — 5t — 6y,

y la solucién general vendra dada en forma implicita por

3t2y+2ty> —5t—6y=c¢, ceR

EJERCICIO 12 Dada la ecuacion diferencial
' —dy =0 (1.10)
(a) Probar que y;(t) = ¢* es una solucién de (1.10).

(b) Aplicar el método de reduccién del orden para poder buscar otra
solucién particular de (1.10).

(c) Encontrar la solucién general de (1.10).

= Es evidente que y;(t) = € es una solucién de (1.10). Si buscamos otra solucién de
la forma y(t) = u(t)e?, debe cumplirse

y(t) = u'e® + 2ue?, o =u"e® + 4u'e? + due® . (1.11)
Sustituyendo (1.11) en (1.10) se obtiene,
Y —dy=0= e +4u)=0

al ser €% #£ 0, Vt € (—o0, o), entonces u” + 4u’ = 0.
Llamando w := /, la ecuacién diferencial anterior se transformaré en

/

Wt dw=0= = = —4=1In|wt)| = -4t +k=w(t)=ce™
w

Al ser w(t) = u/(t) = cie™*, entonces

y finalmente



Si tomamos ¢; = —4, ca = 0, obtenemos la segunda solucién y2(t) = e~2!. Puesto
que
N o2t o2t
Wie*, e ] = ‘ 9e2 _9p-2 | = —4#0 Vte (—o00,00),

entonces, las soluciones son linealmente independientes en (—o0, 00) y en consecuen-
cia

C
y(t) = —Zle_% +ee®, e, €R

es la solucién general de (1.10).

EJERCICIO 13 Resolver por reduccién del orden la siguiente ecuacion
diferencial

> —2tM)y" — (P + 262 —6t)y + (32 —6)y =0, t>2, (1.12)

sabiendo que admite una solucién del tipo y(t) = t*.

= Sustituimos la funcién y = t* y sus derivadas en (1.12)
k(k — 1) (P — 26F) — p(#PT2 4 28+ — 66F) 4 (3t7T2 — 6t%) = 0.
Simplificando, resulta
(3= k)t + (k* = 3k)t + (—2k* + 8k —6) =0,

lo cual es cierto si k = 3.

Tenemos por tanto como solucién de (1.12) la funcién y; (t) = 3.

= Sea y(t) = u(t)y1(t) = u(t)t3. Derivando y sustituyendo en la ecuacién diferencial
inicial (1.12)
(t3 — 2t2)(6tu + 6t%u’ + t3u”) — (2 + 2t* — 61)(3t%u + t3u) + (3t2 — 6)(ut®) = 0,

que una vez simplificada

t(t —2)u” — (> — 4t +6)u’ =0

Reduciendo el orden, w(t) := «/(t) nos proporciona la ecuacién

t(t —2)w' — (t* — 4t +6)w = 0.

A continuacién resolvemos la ecuacién diferencial

w2 —4t+6

w22t
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de variables separadas
—2t+6
1 = 1+ ——)dt
ol = [ (1+557)
_ -3 1
=t+ [ Pdt+ [ F5dt
=t—3Int|+njt—2/=t+n2+k
Podemos expresar la solucién anterior de la siguiente manera

lw| = eteln)t%’?‘M =c (t _ 2) et
t3 '

Finalmente, al ser v’ = w, calculamos el valor de la funcién u(¢)

t—2 L2 — 2t t
u:c/et< 3 )dt:c/e( " )dt:c(l(;)—i-k.

Es decir, y(t) = u(t)yi(t) = cte’ + kt3. Si ¢ = 1, k = 0 obtenemos y(t) = te’.

» Las soluciones t3, te! forman un conjunto fundamental, ya que
Wt te'] = et (t —2) #0, Vt> 2,

y entonces

y(t) = citel +cot3, 1,2 € R

es la solucién general de la ecuacién diferencial (1.12).

EJERCICIO 14 Resolver y” + 6y + 8y = 0.

= El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es

MA46A+8=(\+2)(\+4).

Las raices son A\; = —2 y Ao = —4. En consecuencia, la solucion general de nuestro
problema es de la forma

y(t) =cre ? + e ¢, € R

EJERCICIO 15 Resolver 3" +y" — 2y =0
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El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es
MEAZ 2= A -1)(A+2),

y sus raices caracteristicas son Ay = 0, Ao = 1, A3 = —2. La solucién general de la
ecuacién diferencial es

y(t) =c1 + coel +cze7? . cp,c0,c3 € R

EJERCICIO 16 Resolver (y" — 2y +5)> =0

Las raices del polinomio caracteristico asociado a la ecuacién diferencial son \; =
142, o =1—-2i, \s=14+2i, \y =1 — 24.

La solucién general de la ecuacién diferencial es

y(t) = e'(cy cos 2t + cosen 2t) + tel(cg cos 2t + ¢4 sen 2t)

= e'((c1 4 est) cos2t + (c2 + cat)sen2t),  c1,¢2,c3 € R

EJERCICIO 17 Resolver

y" — 3y =8¢ +4sent. (1.13)

Paso 1. La ecuacién diferencial homogénea tiene cémo raices del polinomio carac-
teristico Ay = 0, A = 3. En consecuencia

yn(t) = c1 + coe’t.

Paso 2. A continuacién intentaremos encontrar a partir de (1.13) otra ecuacién
diferencial lineal con coeficientes constantes pero homogénea. Para ello derivamos
en (1.13)

y" — 3y" = 24e3! + 4 cost

yY) — 3y = 72e3 — 4sent. (1.14)
sumando (1.13) y (1.14)
yY — 3y +y" — 3y = 80e*, (1.15)
derivando en la ecuacién anterior
y5) — 3y4) + " — 3y = 240e* (1.16)

finalmente multiplicamos por —3 la expresion (1.15) y sumamos con (1.16)

y5) — 6y4) +10y" —6y" +9y =0. (1.17)
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El polinomio caracteristico
AP —6AT 1002 — 6A2 + 9N = A(A = 3)2(\2 + 1),
nos permite obtener la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea (1.17)

y(t) = (c1 + c2e®) + (cste® + cycost + cssent) .

Esta expresion anterior nos sugiere que y,(t) es de la forma
yp(t) = Ate® + Beost + C'sent. (1.18)

Si sustituimos (1.18) en (1.13) e identificamos coeficientes, obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones lineales

3A = 8

—B-3C 0 = A=8/3, B=6/5, C=-2/5.
3B-C2C = 4

Por tanto,

2
yp(t) = gte?’t + gcost —% sent.

» Paso 3. La solucién general de (1.13) viene dada por

8 6 2
y(t) = yn(t) + yp(t) = c1 + 23 + gtegt + E cost — R sent, c1ca€R

EJERCICIO 18 Resolver vy’ — 2y +y = (t — 1)e' utilizando el método de
variacién de parametros.

» El polinomio caracteristico A2 — 2\ + 1 tiene por raices A\; = 1, Ay = 1. Por lo tanto,
ot t
yn(t) = cre’ + cate” .

Si y1 = €, yo = te! su Wronskiano vale

tet

ottt | = e*t £ 0, Vt € (—00,00).

_ to, bt el
W =Wle', te'] = ot

» Ahora se trata de encontrar una solucién particular y,(t) de la forma
Yp(t) = c1(t)yr(t) + ca(t)ya(t) = c1(t)e! + co(t)te’ .
Como sabemos, las funciones ¢ (t) y c2(t) se obtienen de las igualdades

= 209 im0
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En nuestro caso,

2
fpy = Teg() _ teft =D __v.z
c(t) = W= T =—t"4+t = )= 3 + 5 "
Y yig(t)  et(t—1)et t2
() — _ — -
co(t) = W= oot =t—1 =  t) = 5 t
» Por consiguiente, y(t) = yp(t) + yp(t) siendo
BN, [t (N,
yp(t)—(—g-FE)C +(E—t>t€— E—E e
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 19

1.-

2.-

Dada la ecuacion diferencial

dy

t— + (1 + )y = 27
dt+( +t%)y

= Calcular su solucion general
= Calcular la solucién particular para y(1) =2

= ;Cuadl es el comportamiento a largo plazo de la solucién anterior?

Suponiendo que la tasa de crecimiento de una poblacién de bacterias y(t)
es de,
dy

Y 4t)y.
i (1+t)y

Encontrar el nimero de bacterias en un tiempo ¢t = 5 minutos, si la po-
blacién inicial es de y(0) = 2.

Las firmas farmacéuticas invierten mucho dinero con el fin de probar un
nuevo medicamento. Sin embargo, lleva tiempo que los médicos acepten
y hagan uso del medicamento. El uso tiende a un valor limite del 100 % o
1, después del tiempo ¢, en meses. Sea P(t) el porcentaje de médicos que
utilizan un nuevo medicamento contra el cancer después de t meses. Es
conocido que la razén de cambio de éste porcentaje es proporcional a la
diferencia entre dicho porcentaje y su valor limite.

3.a.- Si P(0) = 0, encontrar el porcentaje de médicos que aceptan el me-
dicamento después de 3 meses, sabiendo que después de 1 mes el
porcentaje es del 33 %.

3.b.- Trazar una gréfica aproximada de la funcién P(t).




Tema 2

MODELOS BASADOS EN E.D.O

EJERCICIO 20 Los siguientes datos fueron reunidos por un investiga-
dor durante los primeros 10 minutos de un experimento destinado a
estudiar el aumento de bacterias.

] Numero de minutos H 0 \ 10 ‘
’ Numero de bacterias H 5.000 \ 8.000 ‘

Suponiendo que el nimero de bacterias crece exponencialmente,
jcuantas bacterias habra después de 30 minutos?.

» Sea y(t) el nimero de bacterias presentes en el cultivo después de ¢ minutos. Como el
ntmero de bacterias crece exponencialmente, y puesto que al comienzo habia 5.000
bacterias, y(t) serd una funcién de la forma

y(t) = y(0)e™ = 5.000e"™ .
Ya que pasados 10 minutos hay 8.000, se obtiene
8.000 = 5.000e'"" = r=0.047.
En consecuencia, al cabo de 30 minutos el nimero de bacterias sera

y(30) = 5.000e%047%30 — 20 479

15
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EJERCICIO 21 Una curva de Gompertz es la grafica de una funcion de
la forma y(t) = ca” donde 0 < r < 1 es la tasa de crecimiento y a y ¢ son
constantes positivas. Los psicdlogos y otros investigadores utilizan este
tipo de curvas para describir aspectos como crecimiento y aprendizaje.

Con base en diversas proyecciones, una compania predice que el niimero
de empleados que tendra en ¢ afios sera y(t) = 500(0.03)0",

1.- ¢(Cuéantos empleados tiene ahora la compania (t=0)?.

2.- (Cuantos empleados tendra en 5 anos?

(a) 15 (b) 482

EJERCICIO 22 Consideremos las dos siguientes ecuaciones diferencia-
les que modelan las tasas de memorizacion de un poema por dos estu-
diantes. La tasa de Juan es proporcional a la cantidad por aprender. La
tasa de Carmen es proporcional al cuadrado de la cantidad por aprender.

Ly
dt

dL
=2(1-L;), —Z=3(1-Lc)?,

dt
donde L;(t) y Lco(t) son las fracciones del poema memorizadas en el

tiempo ¢t por Juan y Carmen, respectivamente.

1.- ;Qué estudiante tiene una tasa mas rapida de aprendizaje en ¢t = 0,
si ambos empiezan la memorizacién juntos y nunca antes han visto
el poema?

2.- ({Qué estudiante tiene una tasa mas rapida de aprendizaje en t =
0, si ambos comienzan a memorizar juntos habiendo aprendido la
mitad del poema?

3.- {Qué estudiante tiene una tasa mas rapida de aprendizaje en t = 0,
si ambos comienzan a memorizar juntos habiendo aprendido un
tercio del poema?

= En el primero de los casos, sustituimos en las ecuaciones diferenciales los valores
L;(0) = Lc(0) = 0. En consecuencia, L';(0) = 2 y L (0) = 3, y por tanto la
respuesta es Carmen.

= En el caso siguiente es Juan quien tiene una tasa mas rapida de aprendizaje en t = 0,
ya que L';(0) =1y L (0) = 0.75.

= Por ultimo, es inmediato comprobar que en el tercero de los casos las tasas son
iguales.
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EJERCICIO 23 Se estima que dentro de ¢t meses la poblacién de cierto
2

pueblo cambiara a una razén de 4+ 5t3 personas por mes. Si la poblacion

actual es de 10.000 personas, jcual sera la poblacion dentro de 8 meses.?

= Si y(t) es el nimero de habitantes del pueblo en el mes ¢, entonces la ecuacién
diferencial que modeliza la situacién planteada es

Y'(t) =4+5t23 = y(t) =4t + 3t°3 4 y(0) = 4t + 3t°/% + 10000 .

Por tanto,
y(8) = 10.128 personas.

EJERCICIO 24 Una proyeccion a 5 anos de las tendencias de la po-
blacion senala que dentro de ¢ anos la poblacién de cierta comunidad
serd y(t) = —t3 + 9t + 48t + 50 miles.

1.- ;En qué momento, durante el periodo de 5 anos, crecera la pobla-
cién con mayor rapidez?.

2.- (En que momento, durante el periodo de 5 anos, crecera la pobla-
cion con menor rapidez?.

» La funcién que nos da el crecimiento de y(t) es su derivada
©(t) =1/ (t) = —3t> + 18t + 48.

Esta funcién es creciente desde t = 0 hasta t = 3 y decreciente en [3, 5]. Por tanto, la
poblacién crecerd con mayor rapidez en t = 3 (que coincide con el punto de inflexién
de la funcién y(t)).

» Por otro lado, como ¢(0) < ¢(5) el momento en el que la poblacién crecerd con
t=20

).

menor rapidez serd ahora (

EJERCICIO 25 Se estima que dentro de ¢t anos el valor de cierta parcela
se incrementara a una razén de r(¢) euros por ano. Hallar una expresién
para la cantidad que aumentara el valor de la tierra durante los proximos
5 anos.

» La ecuacion diferencial que modeliza a la situaciéon planteada es
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cuya solucion es
1) = [ r(0dt+y(0),

y el valor de la tierra en euros durante los préximos 5 anos sera

y(5) = < / r(t)dt) o).

EJERCICIO 26 Se estima que dentro de t anos la poblacién de cierta
comunidad a la orilla de un lago cambiar4 a una razén de 0.6t +0.2t +0.5
miles de personas por ano. Los especialistas en medio ambiente han en-
contrado que el nivel de contaminacién en el lago aumenta a una razén
aproximada de 5 unidades por cada 1.000 personas. Si en la actualidad
el nivel de polucién del lago es de 60 unidades. jEn cuanto se incremen-
tara la contaminacion en el lago durante los préximos 2 anos.?

= Siy(t) es el nimero de miles de personas en la comunidad en el ano ¢, sabemos que
y'(t) =0.6t2+02t+05 = y(t)=0.2t>+0.1t> + 0.5t + y(0).

Como inicialmente existen 60 unidades de contaminacién, esto equivale a y(0) =
60 x 200 = 12000 habitantes. Si calculamos la poblacién al cabo de dos afios y(2) =
124+ 1.6 4+ 0.4 + 1 + 12 mil. El incremento ha sido de 3000 personas, o lo que es
equivalente 3000/200 = 15 unidades.

EJERCICIO 27 Supongamos que dentro de ¢ meses un pozo petrolifero
producira crudo a razén de r(t) barriles por mes y que el precio sera p(t)
euros por barril. Suponiendo que el petréleo se vende tan pronto como se
extrae del suelo, hallar una expresion para los ingresos totales obtenidos
del pozo en los proximos dos anos.

= El namero de barriles al cabo de t meses vendra dado por

B(t) = / FB)d(t) + B(0),

con B(0) = 0. En consecuencia, los ingresos para t meses seran I(t) = p(t) x B(t) y
la solucién del ejercicio sera

evaluada en t = 2.
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EJERCICIO 28 Cierto pozo petrolifero que produce 400 barriles de
petrdleo crudo al mes se secara en 2 anos. En la actualidad el precio
del petrdéleo crudo es 18 euros por barril y se espera que aumente a
una razon constante de 3 céntimos de euro mensuales por barril. Si el
petrdleo se vende tan pronto como se extrae del suelo, ;cuales seran los
ingresos futuros totales obtenidos por el pozo.?

= El ritmo con el que aumentaran los ingresos es
Y/ (t) = 400(18 4 0.03t) =  y(t) = 7200t + 6t> + k.

Como y(0) = 0 entonces k£ = 0. Los ingresos futuros seran y(24) = 7200 x 24 + 6 x
24% = 176256 euros.

EJERCICIO 29 Un pozo de petréleo que produce 300 barriles de
petréleo crudo al mes se secara en 3 anos. Se estima que dentro de
t meses el precio del petréleo crudo serd p(t) = 18 + 0.3/t délares por
barril. Si el petrdéleo se vende tan pronto como se extrae del suelo, jcual
sera el ingreso futuro total obtenido por el pozo?.

= La ecuacién diferencial que describe el proceso es

d
di; = 300p(t) = 300(18 + 0.3V/t) = 5.400 + 90Vt ,

siendo y(t) el ingreso generado durante los préximos ¢ meses.
Resolviendo la ecuacién diferencial
y(t) = 5.400t + 602 + ¢,

como y(0) = 0, se obtiene que ¢ = 0, y asi la solucién particular buscada es

y(t) = 5400t + 60t2 =  y(36) = 207.360.

EJERCICIO 30 Los promotores de una feria estiman que si las puertas
se abren a las 9 : 00 a.m., t horas después, los visitantes entran a la feria
a una razén de —4(t+2)%+54(¢t+2)? personas por hora. ;Cuéntas personas
entraran a la feria entre las 10 : 00 a.m. y el mediodia.?

= Siy(t) el nimero de personas que han entrado en la feria en la hora ¢, entonces
y(t) = —4(t +2)® +54(t+2)* =  y(t)=—(t+2)* +18(t +2)* + y(0).
El nimero de personas que han entrado a la feria entre las 10 y las 12 horas sera

y(12) — y(10) = 608 personas .
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EJERCICIO 31 Se estima que dentro de t anos cierta central nuclear
producira residuos radiactivos a una razén de r(t) = 400¢ kilos por ano.
Los residuos se desintegran exponencialmente a una razén del 2% por
ano. ;Qué le sucedera a la acumulacion de residuos radiactivos de la
central a largo plazo?

= La cantidad de residuos presentes después de N anos serd

N N
/ 400te 002N =) gy — 400 002N / 6002t gy
0 0

» La cantidad de residuos radiactivos presentes a largo plazo es el limite de esta ex-
presion cuando N tiende a infinito. Es decir

N
lfm 400e~ 02N / te™dt =
0

N—o0

N
lfm 400e~ "N (50te%0% — 2.500e"%%")| = oo
N—o0 0

EJERCICIO 32 La cantidad de bacterias presentes en cierto cultivo
después de ¢ minutos de un experimento era y(t) = 2000e*%¢, ; Cual fue
la cantidad media de bacterias presentes durante los primeros 5 minutos
del experimento?

1 5
s / 200e%%dt = 2272.2
0

EJERCICIO 33 El ritmo al que cierto medicamento se absorbe en el
sistema circulatorio esta dado por dy/dt = r — sy, donde y(t) es la concen-
tracion del medicamento en el flujo sanguineo en el tiempo ¢;7 y s son
constantes positivas. Supongamos que al comienzo no habia indicios del
medicamento en la sangre.

1.- Hallar y(t).

2.- ;Qué le sucede a y(t) a “largo plazo”?

= Al ser la ecuacién diferencial auténoma, serd por tanto de variables separadas.

1 —sd 1
—/ Sy:/dt = ——lnjr—sy|l=t+ec.
s

s) r—sy




21

Si despejamos el valor de y(t) obtenemos

Como y(0) =0

y finalmente

Observemos que si hacemos ¢ — oo, entonces y(t) — r/s.

EJERCICIO 34 Escribir una ecuacién diferencial que describa el hecho
de que la razén a la que las personas oyen hablar sobre un nuevo aumento
en las tarifas postales es proporcional al niimero de personas en el pais
que no ha oido hablar al respecto.

» Sea y(t) la cantidad de personas que han oido hablar sobre el aumento de los precios
en el tiempo t. Entonces, y/(t) serd la razén a la que las personas oyen hablar acerca
del aumento. El niimero de personas que no han oido hablar sobre el asunto es
B — y(t). Por tanto, la ecuacién diferencial pedida es

dy

/

t)=— =k(B—

vt =L =KB-y),

siendo k la constante de proporcionalidad, que evidentemente debe ser positiva ya
que y'(t) > 0.

EJERCICIO 35 En ciertas situaciones se plantea determinar la rela-
cion entre algin estimulo fisico y la relacién correspondiente que se
produce en el sujeto. Supongamos que la fuerza de un estimulo es s
y que la intensidad de la reaccién es una funcién de s, ¢(s). Algunos
datos experimentales sugieren que la razéon de cambio de la intensidad
de la reaccion con respecto al estimulo es directamente proporcional a
la intensidad de la reaccién e inversamente proporcional a la fuerza del
estimulo. Resolver esta ecuacion diferencial.

= La ecuacién diferencial que modela a la situacion planteada es
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En este caso no estamos ante una ecuacién diferencial auténoma, pero permite ser
resuelta separando las variables

de(s) _ ﬁs nlp(s)| =kln|s| +c
/SO(S)_/SCZ = Injg(s)| = kln|s| +c.

Si despejamos el valor de la intensidad de la reaccién

©(s)

sk

In

=c = |p(s)=s%, ceR.

EJERCICIO 36 Resolver la ecuacién diferencial planteada en el Ejerci-
cio 34.

= La ecuacién diferencial es

e integrando
—In|B—y|=Fkt+c,

al ser B —y > 0, entonces podemos eliminar el valor absoluto. Por tanto

—In(B-y)=kt+¢c = In(B-y)=—-kt—c

B-y=eMe=ckee = |yt)=B—e e ™

EJERCICIO 37 Plantear y resolver las siguientes ecuaciones diferen-
ciales:

1.- Una muestra de radio se desintegra a un ritmo que es proporcional
a su tamano.

2.- Larazodn a la que cambia la temperatura de un objeto es proporcio-
nal a la diferencia entre su propia temperatura y la del medio que
lo rodea.

= Sea y(t) la cantidad de radio presente en el tiempo ¢. Segin el enunciado

y'(t) = —rt,
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con la constante r positiva. Una vez resuelta nos proporciona la solucién y(t) =
e~ Si y(0) = e°, entonces

que es la conocida férmula de la desintegracion radiactiva.

Para el segundo apartado, supondremos que T'(t) es la temperatura de un cuerpo en
el tiempo t y M corresponde a la temperatura del medio. El enunciado nos permite
escribir

T(t)=k(T({t)—M), k>0.

La ecuacion diferencial anterior tiene por solucién

T(t)=M+ette, ceR.

EJERCICIO 38 Con base a la estimacion de que hay 10.000 millones de
acres cultivables en la Tierra y que cada acre puede producir suficiente
comida para alimentar a 4 personas, algunos demodgrafos creen que la
Tierra puede soportar una poblacion de no mas de 40.000 millones de
personas. La poblacién de la Tierra era aproximadamente de 3.000 mi-
llones en 1960 y de 4.000 millones en 1975. Si la poblacién de la Tierra
crece exponencialmente, ;cuando alcanzaria el limite teérico de 40.000
millones?.

= Siy(t) es el nimero de personas t afios después del 1960, entonces y(t) = y(0)e"™. Si
tenemos en cuenta que y(0) = 3000 millones e y(15) = 4000 millones, entonces

1 4
4000 = 3000e" = r= G In (3) ~ 0.01917.

Por tanto,
y(t) — 300060'0191’” ,

y en consecuencia, el tiempo buscado lo encontramos resolviendo la ecuacion y(t) =
40000. Es decir

40000 = 300020191788 4 ~ 135 afios.

EJERCICIO 39 Siunas vacas lecheras comen heno que contenga mucho
yodo 131, su leche no se podra beber. Supongamos que cierta cantidad
de heno contiene 10 veces la cantidad maxima permitida de yodo 131.
{ Cuantos dias debera estar almacenado el heno antes de que se les pueda
dar a comer a las vacas.? La vida media del yodo 131 es de 8 dias.
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» Sea y(0) la cantidad de yodo 131 presente en el heno. Entonces la cantidad al tiempo
t es y(t) =y(0)e " (t en dfas). La vida media del yodo 131 es de 8 dfas, entonces

y(0)e ¥ =0.5y(0) = e ¥ =05,
despejando, obtenemos r ~ 0.087. En consecuencia

(D) = y(0)e™7
A continuacién buscamos el valor de t tal que y(t) = 0.1y(0)

In0.1
0)e 0% — 0. 19y(0) = t= ~ 26

El heno debe estar almacenado 26 dias para que la cantidad de yodo se reduzca a
la décima parte.

EJERCICIO 40 Se encontré que un fragmento de pergamino tenia al-
rededor del 80% del nivel de C-14 que se encuentra hoy en dia en la
materia viva. Estimar la edad del pergamino, sabiendo que la k del car-
bono vale 0.00012.

= Aplicando la férmula de la desintegracién radiactiva,
y(t) — y(o)efrt — y(0>670.00012t 7
como y(t) = 0.8y(0)

0.8y(0) = y(0)e™ 00012t — ¢ ~ 1,900 afios.

EJERCICIO 41 Una sustancia radiactiva A se descompone segun la ley
z(t) = 2(0)e~, transformandose en una nueva sustancia B, la cual, a su
vez, se descompone a una velocidad v, = v, — a1y = az(t) — aqy(t), ya
que en cada instante los ar atomos que se descomponen de la primera
sustancia se transforman en atomos de la segunda, la cual pierde un
nimero de atomos igual a a;y. Suponiendo que en el instante inicial
existiesen 3, atomos de la segunda sustancia, expresar y en funcién del
tiempo t. Como aplicacién, determinar el nimero de atomos de “ema-
nacion de radio” que se forman en un dia, si al empezar la transformacion
estuvieran en presencia de 5 x 10° dtomos de radio y otros tantos de
emanacion de (radon), sabiendo que o =1.26 x 107" y oy = 2.1 x 1076,

= Del enunciado deducimos

vp = % = ax(t) — a1y(t) = ax(0)e

—at

—ayy(t),
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o bien
y'(t) + ary(t) = ax(0)e™",
que es una ecuacién lineal que tiene por factor integrante,
pu(t) = efaldt — eout
Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante encontrado
ey (1) + a1e®y(t) = e tax(0)e™ ™,

que corresponde a
(y(t)ealt), = am(O)e(al_“)t )

La solucién es

y(t)ealt = (X{I}(O)/e(al—a)t = Me(a1—a)t7
o] — o
y despejando
az(0) _ ., s
y(t) = —¢ + ke 91t
o —

= Ahora tenemos que calcular k a partir de la condicién inicial.

0 0
=0 s ko 2O
o] — & o] —
quedando la solucién
0
y(t) _ 0133( ) (e—at - e—alt) +y06—a1t.
o] — &

» Por ltimo, en el caso particular zo =yo =5y o = 1.26 x 1071, oy = 2.1 x 1075,
se obtiene
y(24) ~ 400.000 atomos de emanacién de radio

EJERCICIO 42 La poblacién de gaviotas en Norteamérica se ha estado
duplicando cada trece anos desde 1900. Proporcionar una ecuacion dife-
rencial que satisfaga y(t), la poblacién ¢ anos después de 1900. ;Cuantas
veces mas gaviotas hay en 1993 que en 19007.

» Supongamos que y(t) sea la poblacién de gaviotas en periodos de 13 anos, y que
t = 0 en 1900. Del enunciado deducimos

y(1) = 24(0), y(2) = 2y(1) = 2°y(0), y(3) = 2y(2) = 2°y(0), .... y(t) = 2'y(0).

Estamos ante el crecimiento exponencial

y(t) = 2'y(0) = y(0)e™* .

Si derivamos la expresién anterior obtenemos la respuesta a la primera de las pre-

guntas
Y (t) = y(0) In2e™? = In2y(t).
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» La poblacién en 1993 serd y(t1) con t; = (1993 — 1990)/13 = 7.15. Por tanto
y(7.15) = y(0)271%, la poblacién de palomas en 1993 sera 2715 veces la poblacién en
1990.

EJERCICIO 43 Muchos cientificos creen que han ocurrido cuatro gla-
ciaciones en el ultimo millon de anos. Antes de que se conociera la
técnica de fechado con carbono, los gedlogos creian que el deshielo de
la Cuarta Glaciacion empezé hace 25000 anos. En 1950, se encontraron
troncos de antiguos abetos debajo de restos glaciares cercanos a Two
Creeks, Wiscosin. Los gedlogos determinaron que esos arboles habian
caido por el avance de hielo durante la Cuarta Glaciacion. La madera
de los abetos derrumbados contenian el 27 % del nivel de C-14 que se en-
cuentra en los arboles vivos. ;Cuantos anos hace que ocurrié la Cuarta
Glaciacion?.

= El modelo que debemos utilizar es el que describe la desintegracion radiactiva del
carbono 14. Si y(t) es la cantidad de carbono 14 en el tiempo ¢, entonces

y(t) — y(o)e—0.000IQt .
Haciendo uso del enunciado sabemos que y(t) = 0.27y(0), entonces

In 0.27
D) — —0.00012¢ — _ ~ 10911 an .
0.27y(0) = y(0)e , = 0.00012 0911 anos

EJERCICIO 44 Cuando se ingiere estroncio-90 (°Sr,) éste puede des-
plazar al calcio que se encuentra en los huesos. Después de desintegrarse,
se convierte en un is6topo de kriptén (un gas inerte), y se difunde aban-
donando el hueso dejandolo poroso.

Supongamos que un hueso determinado contiene 20 mg. de *Sr, el cual
tiene una vida media de 28 anos. Escribir una ecuacién que nos de la
cantidad de *°Sr que permanece en cualquier tiempo, y determinar su
cantidad después de diez anos. ;Cuanto tiempo tiene que transcurrir
para que la cantidad de °Sr sea de 7 mg.?

= Siy(t) es la cantidad de 9Sr para el afio ¢, entonces y(t) = 20e~"". La constante de
desintegracién r la calculamos haciendo uso de la vida media de la sustancia,

y(0)
2

In2
=y(0)e " =y(0)e® = r= ;—8 ~ 0.02476 .

Por tanto, y(t) = 20e~ 902476t Después de diez afios y(10) = 15.6 miligramos.
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» Para terminar el ejercicio resolvemos la ecuacién y(t) =7,

7 =20 002476t — ¢ ~ 424 afios.

EJERCICIO 45 Una infecciéon comin en el tracto urinario en los huma-
nos es producido por la bacteria Escherichia coli. Generalmente la infec-
cion se hace patente cuando la colonia de bacterias alcanza una poblacion
alrededor de 10%. La colonia duplica su tamano cada 20 minutos. Cuan-
do se vacia una vejiga llena (alrededor de un litro) se elimina alrededor
del 90 % de las bacterias. Supongamos que al inicio de cierto periodo
de tiempo, la vejiga y tracto urinario de una persona contiene 10® bac-
terias de F. coli. Durante un intervalo de T minutos la persona ingiere
suficiente liquido para llenar la vejiga. Encontrar el valor de T tal que
si se vacia la vejiga después de T minutos, alrededor de 10® bacterias
permaneceran dentro del organismo. (Nota: Raras veces es posible eli-
minar una infeccién de FE. coli por diuresis, sin utilizar medicamentos,
bebiendo grandes cantidades de agua).

» Sea y(t) la poblacién de bacterias E. coli en el tiempo ¢ (en minutos). Si suponemos
que la poblacién sigue la distribucién exponencial y(t) = y(0)e™, entonces al ser
y(20) = 2y(0) implica que r = In2/20. Por tanto,

11\2t

y(t) = y(0)e 20 b = y(0)24/20 .

Teniendo en cuenta el enunciado, el nimero de bacterias que quedan en el tracto
urinario después de T" minutos viene dada por

y(T) = 10% x 27720 % 0.1.
y este nimero debe ser 108. En consecuencia

20In1
108 x 27720 5 01 =108 = T = 01 n2 0 ~ 66 minutos.
n

EJERCICIO 46 En 1974 Estados Unidos tenia alrededor de 80 millones
de litros de productos radiactivos de plantas nucleares y otros reactores
nucleares. Los desechos fueron almacenados en distintos tipos de conte-
nedores, y los contenedores fueron enterrados en el suelo o sumergidos
en el océano. Los cientificos piensan que se debe evitar que los desechos
contaminen el resto del planeta hasta que mas del 99.99 % de la radiac-
tividad haya desaparecido. Si un cilindro de almacenamiento contiene
productos de desecho cuya vida media es de 1500 anos, jcuantos anos
debe sobrevivir el contenedor sin fugas.?
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» Sea y(t) la cantidad de residuos radiactivos en el tiempo ¢ (en afios). El modelo que
debemos utilizar viene dado por y(t) = y(0)e~"*, donde la constante de desintegra-
cion r se obtiene a partir del dato de la vida media.

y(t) = 7= = y(0)e " =+ 0.001073.
Tenemos entonces que y(t) = y(O)e*O'Oowmt, y deseamos encontrar el tiempo ¢ que
ha de transcurrir para que y(¢) = 0.0001y(0). Planteando la ecuacién

0.0001y(0) = y(0)e~ 001073t — ¢ ~ 8583 afos.

EJERCICIO 47 En 1981 se pesco un cierto nimero de percas de un ano
en Nueva Jersey, y se llevaron al otro lado del continente en vagones
tanque de ferrocarril, para ser liberadas en la bahia de San Francisco.
Solamente un total de 435 percas sobrevivieron a la dureza del viaje.
Sin embargo, en 1989, la sola pesca comercial capturé 1.234.000 kilos
de percas. Dado que el crecimiento de la poblacion fue tan acelerado,
es razonable suponer que obedecié a la ley de Malthus dy(t)/dt = ay(t) .
Suponiendo que el peso promedio de una perca es de 3 kilos, y que en
1989 se capturdé una de cada diez percas, determinar un limite inferior
para la constante de crecimiento a.

» El nimero de percas después de t afos vendra dado por y(t) = y(0)e™. En primer
lugar, el nimero de percas existentes en 1989 serd de 1234000 x 10/3 = 4113330.
Llevando este valor en y(t) con t = 8 y y(0) = 435, obtenemos

1 4113330
r=—In
8 < 435

4113330 = 435¢% = ) = 1.1443.

EJERCICIO 48 Sea y(t) la poblacién de un cierto pais en un tiempo ¢.
Supongamos que la tasa de natalidad r y la de mortalidad s del pais son
constantes y que hay una tasa constante de inmigracion m.

1.- Explicar por qué la poblacion satisface la ecuacion diferencial

Y = )0) +m

2.- Hallar y(t).

3.- Si la poblacién del pais era 100 millones en 1990, con una tasa de
crecimiento (tasa de natalidad menos tasa de mortalidad) del 2 %,
y si se permite la inmigracién a la tasa de 300.000 personas por
ano, ;cual sera la poblacién en el ano 20007?.
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= Kl ritmo con el que se modifica la poblacién en cada momento es igual a los que se

incorporan ry(t) + m menos los que abandonan sy(t) la poblacién. Es decir,

Y (t) =ry(t) +m —sy(t) = (r — s)y(t) + m = ky(t) + m,

siendo k > 0 si la poblacién aumenta y £ < 0 en caso contrario. Estamos ante una

ecuacion diferencial lineal
y'(t) — ky(t) =m,

—kt como factor integrante. Por tanto

que posee a u(t) =e

(y(t) 6_’“)/ —me = yt)e =T

—kt
e c,
2 +

o bien

y(t):—%+cekt, ceR

(2.1)

= Para la segunda parte del ejercicio supondremos ¢t = 0 en 1990, y en consecuencia

es necesario conocer y(10). Si sustituimos k& = 0.02, m = 0.3 millones en (2.1)

y(t) = e — 15

)

podemos encontrar el valor de ¢ = 115 haciendo uso del dato y(0) = 100. Ahora

y(t) =115eM —15 = 4(10) = 115¢*2 — 15 ~ 125

EJERCICIO 49 El suministro de glucosa al torrente sanguineo es una
técnica médica importante. Para estudiar este proceso, definimos y(t)
como la cantidad de glucosa presente en la sangre de un paciente en el
tiempo t. Supongamos que la glucosa se suministra al sistema sanguineo
a una tasa constante de k gramos por minuto. Al mismo tiempo la
glucosa se transforma y se separa de la sangre a una tasa proporcional

a la cantidad de glucosa presente.

= La funcién y(t) satisface la ecuacion diferencial lineal de primer orden

dy
") = 2 =k —
y() dt ay7

donde a es una constante positiva. Resolviendo esta ecuacion diferencial

y(t) = S + <y(0) _ "") —at

Cuando t — oo, la concentracién de glucosa tiende al valor de equilibrio k/a.
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EJERCICIO 50 Una familia de salmones que habita en las costas de
Alaska se rige por la ley malthusiana de crecimiento de poblacién

dy(t)/dt = 0.003y(t) ,

donde ¢ se mide en minutos. En el tiempo ¢ = 0 un grupo de tiburones se
establece en esas aguas y empieza a atacar a los peces. La tasa a la cual
el tiburén mata a los salmones es de 0.001y?(¢), donde y(t) es la poblacién
de salmones en el tiempo . Mas atn, dado que un elemento indeseable
se incorporé a su habitat 0.002 salmones por minuto abandonan las aguas
en Alaska.

1.- Modificar la ley de Malthus de crecimiento de poblacion para tener
en cuenta estos factores.

2.- Supongamos que en el tiempo ¢t = 0 hay un millén de salmones.
Calcular la poblacién y(t). ;Qué pasa cuando ¢t — co?.

60'003t

» Si consideramos y'(t) = 0.003y(t), entonces y(t) = y(0) . La modificacién su-

pone que
y'(t) = 0.003y(t) — 0.001y%(t) — 0.002.

= Para resolver la ecuacion diferencial anterior, descomponemos

dy(t)

=dt
0.003y(t) — 0.001y2(t) — 0.002 ’
dy(t) B S
W) =2)(yt)-1) yt)-2 yt)-1
integrando
y(t) —2 ’
= —0.001t 4+ Inc,
’y(t) -1
despejando

9 _ ¢e—0-001t

y(t) = T oo 0.001% ° ceR.

s Para t = 0 tenemos
y(0) — 2 ~999.998

y(0) =1  999.999°

C =

por lo tanto

(t) = 1.999.998 — 999.998¢~0-001t
Y= 7999.999 — 999.998¢—0-001E

si hacemos tender t — oo, entonces y(t) — 2.
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EJERCICIO 51 Supongamos que el precio p(t) de una determinada es-
pecie animal, varia de modo que su razon de cambio con respecto al
tiempo es proporcional a la escasez D — S donde D(p) y S(p) son las
funciones de demanda y de oferta,

D(p) =8 —2p S(p)=2+p,

1.- Si el precio es de 1000 euros cuando ¢t = 0 y 600 euros cuando ¢ = 2,
calcular p(t)

2.- Determinar que le sucede a p(t) a “largo plazo”

= Es inmediato deducir que
P(t)=k(D—8)=6-3p, p(0)=1000, p(2)=0600,

que es una ecuacién diferencial de variables separables

dp 1
= k dt ——1Inl|2 —p| =kt
/3(2—p) / = Tgh2opl=kita,

o bien
In[2—pl=-3kt+co = p(t)=2—e2e 3",

Ahora, teniendo en cuenta p(0) = 1000, entonces e®2 = —998. Por otro lado, p(2) =
600 obliga a que k = 0.085. Por tanto, la ecuacién buscada es

p(t) = 2 + 99802551

Es evidente, que p(t) — 2 cuando t — oo.

EJERCICIO 52 El ritmo al que se propaga una epidemia en una co-
munidad es conjuntamente proporcional a la cantidad de residentes que
han sido infectados y al niimero de residentes propensos a la enfermedad
que no han sido infectados. Expresar el niimero de residentes que han
sido infectados como una funcion del tiempo.

» Sea y(t) el nimero de residentes que han sido infectados en el tiempo ¢, y K la
cantidad total de residentes propensos a la enfermedad. Entonces, la cantidad de
residentes propensos que no han sido infectados es K — y, y la ecuacién diferencial
que describe la propagacion de la epidemia es

dy Yy

E:oéy(K—y):ry<l—E>, r=oak.
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Esta es una ecuacion diferencial de variables separadas cuya solucién es
1
—dy = / rdt,
/ y(1=%)

Inly|—In|l —y/K|=rt+C,

que integrando obtenemos

o bien

K
ln<y>—'rt+C vaquey >0, K>y,
K-y

despejando y

K
K_Z‘/y — O — gt
siendo A; = €©. Simplificando
KAet
)= —1
y(t) = 2+ Aot

Dividimos numerador y denominador por Aje™ y llamamos A = K/A;.

K

= e

que corresponde a la ecuacién general de una curva logistica.

EJERCICIO 53 Los psicélogos creen que cuando a una persona se le
pide que recuerde una serie de hechos, el niimero de hechos recordados
después de t minutos esta dado por una funcién de la forma

yt) =A(l—e™)

donde r es una constante positiva y A es el niimero total de hechos
importantes almacenados en la memoria de la persona.

1.- Trazar la grafica de y(t).

2.- ({Qué le sucede a la grafica cuando t crece sin limite?. Interpretar
el resultado.

» La funcién y(t) vale cero para t = 0 y tiende al valor A cuando t tiende hacia

infinito. Ademaés, al ser y/(t) = rAe™", para valores de t > 0 siempre sera creciente.
a continuacion utilizamos el programa Mathematicag para hacer la representacion
grafica.

A:=100

r:=0.75

y[t] =A% (1 —Exp[-r X t])

Plot[y[t],{t,0,15},PlotStyle — RGBColor[1,0,0]]
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Figura 2.1. Representacién grafica de y(t) = 100(1 — e~9-75%).

La altura de la gréfica tiende al valor A porque el ntimero de hechos recordados se
aproxima al nimero total de hechos relevantes en la memoria de la persona.

EJERCICIO 54 Los registros de salud publica indican que ¢ semanas
después del brote de cierta clase de gripe, aproximadamente

0= s

= T g0t

miles de personas han contraido la enfermedad.
1.- Trazar una gréfica de y(t).

2.- (Cuantas personas tenian la enfermedad al comienzo?.

3.- (Cuantas habian contraido la enfermedad al final de la tercera se-
mana?.

4.- Si la tendencia continda, aproximadamente jcuantas personas en
total contraeran la enfermedad?.

Z 4 & =} i0

Figura 2.2. Representacién grifica de y(t) = H&%
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» Es inmediato comprobar que y(0) = 0.5, y(3) = 1.572 y que y(t) tiende hacia 2
cuando t tiende hacia infinito.

EJERCICIO 55 Una epidemia se propaga en una comunidad de mane-
ra que t semanas después del brote, el nimero de personas infectadas
esta dado por una funcién de la forma:

K

H=— 2.2
v = (22)
donde K es el nimero de residentes en la comunidad que son propensos
a contraer la enfermedad. Si 1/5 de los residentes propensos estaban
infectados al principio y 1/2 de ellos habian sido infectados al final de la
cuarta semana, ;qué fracciéon de residentes propensos a la enfermedad

habra sido infectada al final de la octava semana.?

» Sustituimos en (2.2)) los valores y(0) = K/5, y(4) = K/2, y deducimos que A = 4
y 7 = (In4)/4. El nimero de personas infectadas ¢ semanas después viene dado por

K
y(t) = —
14 4e

In4
It

Al cabo de 8 semanas la fraccién de residentes propensos a la enfermedad sera %.

EJERCICIO 56 Supodngase que un estudiante portador de un virus de
gripe regresa a un campus universitario aislado que tiene 1000 estudian-
tes. Si se supone que la rapidez con que el virus se propaga es propor-
cional no sélo al nimero y de estudiantes contagiados, sino también, al
nimero de alumnos no contagiados. Determinar el nimero de estudian-
tes contagiados después de 6 dias, si ademas se observa que después de
4 dias y(4) = 50.

= Suponiendo que nadie sale del campus durante el transcurso de la enfermedad, se
debe resolver el problema de valor inicial

dy y
YW ay(1000 — ) = (1——), 0)=1.
et y)=ry 1000 y(0)
que tiene por solucién:
1000 1000

t) =

V) = T A = T4 0997

donde el valor A =999 se ha obtenido de la condicién y(0) = 1. Ahora bien, usando
el hecho y(4) = 50 determinamos el valor de r en la expresién anterior

1000
50 ==

= o0 r = 0.9906,, ,
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con lo cual
1000

Y(t) = T 00w -

finalmente
1000

y(6) = 17 999¢ 59956 = 276 estudiantes.

EJERCICIO 57 Una poblacién de bacterias y(t) crece en funcién del
tiempo, medido en horas, siguiendo la ley logistica. Es conocido que,
inicialmente, el niimero de individuos es 100, que el maximo que puede
soportar el medio es 10° individuos y que al final de la primera hora la
poblacion alcanzé unos efectivos de 120.

Se desea conocer la poblacién al cabo de las 4 horas y cuanto tiem-
po tendra que transcurrir para que se alcance la mitad del niimero de
individuos que forman la capacidad maxima.

Sabemos que si la poblacién sigue un modelo logistico, el nimero de bacterias al
cabo de t horas viene dado por

(t) — L
Y =1 et
donde K es la capacidad de carga del sistema. En nuestro caso K = 10°. Los
parametros A y r los obtenemos de
(0) =100 = 107 = A=999
y\u) = “1+4 = .
y de la ecuacién,
105
H)=120=——— = =0.18.
y(1) 1+ 999¢— "
En consecuencia
10°
t)=———+—. 2.
v(t) = T gg0c- 0191 (2:3)

La respuesta a la primera de las preguntas es inmediata, ya que y(4) =~ 205 bacterias.

Ahora, necesitamos conocer el tiempo que ha de transcurrir para que y(t) = K/2 =
10°/2. Sustituyendo en (2.3)

105 10°

5 = W = t ~ 38 horas.
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EJERCICIO 58 Se observa que en un medio de cultivo apropiado, el
crecimiento de la Escherichia Coli sigue el modelo logistico (t en dias),

Kyo K

- yo+ (K —yo)e=™ 1+ Ae—rt’

y(t)

alcanzando la saturacién en 6 x 10° células/ml. En modelos de este tipo la
tasa de crecimiento instantdnea viene dada por «(t) = y/'(t)/y(t), y dismi-
nuye a medida que aumentan los efectivos de la poblacion. Suponiendo
que se parte de un hipotético niimero y, de efectivos y que

a(4) =0.325, «(6) =0.054.
1.- Determinar el valor de r, sabiendo que y(6) = 5.5 x 10° células/ml.

2.- Calcular el tamano de la poblacién al cabo de 4 dias y al iniciar la
experiencia.

= Del enunciado deducimos que

v =m0 (1= gu0) = el =20 =r (1= Luo)
Sustituyendo

a(6) = 0.054 = (1 _

= Por otro lado,

1
4) = 0.325 = 0. 1— —— g4 4) ~ 10
a(4) = 0.325 065( 6><106y()> = y4)~3x10

Finalmente

_ Kyo
Yo + (K —yo)e~

6 x 109y,

= y(4)=3x10°=
y(4) Yo & (6 x 106 — yg)e—0-65x4

y(t)

que da un valor de yo ~ 414831 células/ml.
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EJERCICIO 59 El nimero de células que componen un tumor es, ini-
cialmente, 10*. El crecimiento de dicho tumor puede responder a una de
las dos leyes siguientes:

y'(t) =ry(t) (1 — Ly(t)) , Logistica
y'(t) =re “y(t), de Gompertz ,

siendo y(t) el nimero de células para ¢t medido en dias; r = 0.2, k = 22x 107
y a = 0.02 una constante que retrasa el crecimiento en el segundo modelo.

1.- Calcular la expresién de y(¢) en los dos modelos, siendo el instante
inicial ¢y = 0.

2.- Comprobar que existe un tope poblacional para el segundo modelo,
cuyo valor numérico coincide con el del primero de ellos.

3.- Es conocido que para este tipo de tumores la velocidad de cre-
cimiento es maxima cuando t = 50 dias. Calcular en los dos modelos
los efectivos en dicho instante. Establecer cual de los dos modelos,
y por qué, describe el comportamiento previsto.

= En primer lugar resolvemos el problema de valores iniciales

(1) = 0.24(1) (1 - mjwyu)) L y(0) = 104,

Esta ecuacién diferencial es de variables separables

/ dy :/O.th = /d / 22“07 dy=02t+c.
y<1—# ) 22><107y

22x107 Y

Integrando

Inly| —In|1 ! 02t+c = |1 Y 0.2t +

nl|y| — ———y| =0. c n =0. c,

22 x 107 — sy

despejando

y = eb2tre (1 - 1 y = g1+ 1 02+ _ J02tte

22 x 107 22 x 107 )
Es decir,
e0-2t+e 22 x 107
y(t) =

1+ gytre02tte = T X 1070 -
Al ser y(0) = 1047 sustituimos en la expresién anterior

22 x 107

= e °=09999 x 1078.
1+22x107¢ ¢ € X

104 =
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La respuesta a nuestro problema sera el modelo logistico:

(t) = 22 x 107 o 22x107 (2.4)
Y = 15225107 x 9999 x 10 5¢02F 1+ 21998¢021 '
Ahora necesitamos resolver el segundo de los problemas de valores iniciales
y'(t) = 0.2e7 %y (1), y(0) =10".
Separando las variables, e integrando
/
L —02e7002% o ly| = /O.Qeo'ogtdt = —10e7%0% 4 k|
Y
despejando el valor de la poblacion de células
y(t) _ 6_10670.02t+k .
Para determinar el valor de k tenemos en cuenta que y(0) = 10%.
104 =70k = ek =100,
Finalmente
y(t) = 101100 -7 (2.5)

La respuesta al segundo de los apartados es inmediata

lim 104e100=e™%) _ 104 « ¢10 992 % 107 .
— 00

Es decir, existe un limite poblacional que coincide con la capacidad de carga del
modelo logistico.

En cuanto al tercero de los apartados,

22 x 107 7k
nB0) = 75 ggge w0 ¥ 11X 100 =3

y2(50) = 10%e100—¢"1) = 10 x 556.6.

Por dltimo, calculamos para el segundo de los modelos el momento en el que la
velocidad de crecimiento del tumor es maxima. Sabemos que la velocidad viene
dada por

u(t) = y'(t) = re” "y,
y el méximo se alcanza en el punto que anula su derivada (que coincide con el punto
de inflexién de y(t)),

v = —are” %y 4+ re” "y = —are” "y 4+ re” " (re”"y) = rye""(—a +re" ™) =0

Es decir,

re ™ —q = t:—lln<g>z115 dias .
a r

Luego, para la segunda de las leyes el maximo se alcanza a los 115 dias (puede verse
que v”(115) < 0).
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EJERCICIO 60 Sea y(t) el nimero de individuos de cierta especie ani-
mal. Supongamos que y(¢) cumple la siguiente ecuacién logistica de cre-
cimiento,

dy

= = 02y(t) (1 . %) . y(0) =150. (2.6)

1.- (Es la ecuacién diferencial (2.6) de variables separables?. ;Es (2.6)
auténoma?. ;Es (2.6) lineal.?

2.- Sin resolver la ecuacién diferencial, dibujar de forma aproximada
y(t).

3.- Estudiar el comportamiento a largo plazo de la poblacion.

4.- Comprobar que la solucién es de la forma

eO.Zt

=—
y encontrar los valores de A y B.

5.- ¢(Donde se encuentra el punto de inflexién de y(t)?.

»  Es evidente que esta ecuacion diferencial es auténoma ya que la variable tiempo ¢ no
se encuentra en el segundo miembro de (2.6). Ademds, se trata de una ecuacién de
variables separables (toda ecuacién auténoma lo es). Sin embargo, (2.6) no es lineal
debido a la presencia del término 32(¢). La funcién y(t) es aproximadamente de la
forma que indica la Figura 2.3.

» En el grafico puede verse que la poblacién tiende a estabilizarse en y(t) = 200, que
es la capacidad de carga del sistema.

Para resolver (2.6), separamos las variables

Y
/y(l — /0.2dt. (2.7)

La primera de las integrales es racional con raices reales simples en el denominador.
Podemos descomponerla en

Y=y
— ey = -+ dy,
/y(1—2§;0) y 200 —y

/dy =In
y (1 - 5%)

cuya solucién es

4 ‘ NN (2.8)
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200

15

/ 100

/ S50

-10

Figura 2.3.

La segunda de las integrales vale
/ 0.2dt = 0.2t + Cs. (2.9)

Llevando (2.8) y (2.9) en (2.7)

200K
14 Ke02t?

Y
200 — y

ln‘ ‘ =02t+C = y(t)

con K = eC.

Para calcular la constante K hacemos uso del dato y(0) = 150

200K
150=——- = K=3.
1+ K
Finalmente
60060.275 60'2t 1 1
y(t) = =T 1an = A=50 B0
1+ 2¢02t s €02 600 200

Para encontrar el punto de inflexién de y(t) encontramos su derivada segunda,

y'(t) = (0.2 (1 - %) +0.2y (—ﬁ)) y'(#)

la cual se anula cuando

y 1 y
0.2 (1 - —) 02y (—— ) =0 = 02-04-L =0 = y=100.
200/ T ( 200) 200 Y

Observemos que el valor obtenido corresponde a la mitad de la capacidad de carga
encontrada.
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EJERCICIO 61 Supongamos que los recursos mundiales sélo propor-
cionan alimento suficiente para seis mil millones de seres humanos. La
poblacién mundial fue de 1.6 mil millones en 1900 y de 2.4 mil millones
en 1950. Usando la ecuacion logistica, averiguar cual sera la poblacion
mundial en el ano 2000.

» Siy(t) es el nimero de personas en el ano ¢, entonces

6 x 10°

=g

Como conocemos la poblacion en 1900 que corresponde al tiempo ¢t = 0, y en 1950

y(0) =1.6 x 106 = 8X10° = 4 =624
y(50) = 2.4 x 100 = X100 o = 1~ 0.0038.
Es decir
6 x 107

)= ——
Y1) = T aqe00m

que nos permite encontrar el valor deseado. La poblaciéon en el ano 2000 sera de
y(100) ~ 4.01 x 10® personas.

EJERCICIO 62 En la ecuacion logistica, si la capacidad de carga es
K = 10°, y(0) = 100, y(1) = 120, calcular las coordenadas del punto de
inflexién de la curva de efectivos de la poblacién.

» Es conocido que si y(t) sigue una ley logistica, entonces

K 10°

t) = = .
y(t) 1+ Ae "t 1+ Ae 7t

Si sustituimos los valores y(0) = 100, y(1) = 120, obtenemos el sistema

_ 10°
100 = 1A

__10°
120 = T AT -

De la primera de las ecuaciones deducimos A = 999. Llevando este valor en la
segunda ecuacién, podemos despejar el valor de r = 0.1825. El modelo logistico
vendra dado por

10°

y(t) = 1+ 999670.182515 :
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= Por otro lado, sabemos que la poblacién crece con mayor rapidez en el punto de
inflexién de la curva que representa a y(t). Sabemos que dicho punto tiene de coor-
denadas (t1,y(t1)) = (t1, K/2). Llevando estos valores en y(t)

1705 _ 10° 01825t _ 1
2 1 4+ 999¢—0.1825t1 999’

y despejando

1 1
= — 1 —— ) =~ 37.8.
b= —01sas ™ (999) 37.8

Las coordenadas pedidas son (37.8, 10°/2).

EJERCICIO 63 Para describir el crecimiento de ciertas poblaciones se
utiliza en biologia la ecuacién de crecimiento de Gompertz

y = —ayln(%), (2.10)

donde a y b son constantes positivas. Encontrar la forma general de las
soluciones de esta ecuacion.

» La ecuacién diferencial (2.10) se simplifica con el cambio
ln(%) =2 = Z=¢ = y = be”. (2.11)
Si sustituimos (2.11) en (2.10) y simplificamos
Z=—az = z=e ,

o bien

EJERCICIO 64 Segin la ley de Newton, la velocidad de enfriamiento
de un cuerpo en el aire es proporcional a la diferencia entre la tempe-
ratura 7" del cuerpo y la temperatura 7j del aire. Si la temperatura del
aire es de 20° C y el cuerpo se enfria en 20 minutos desde 100° C hasta
60° C, ;dentro de cuanto tiempo su temperatura descendera hasta 30°

C.

» Si T'(t) representa la temperatura en grados centigrados del cuerpo en el minuto ¢,
entonces la ecuacion diferencial que modela a la situacién planteada es

T'(t) = K(T(t) — Tp) = k(T(t) — 20) .
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Es facil comprobar que la solucién de esta ecuacién es de la forma
T(t) = 20 + et

Si tenemos en cuenta que 7'(0) = 100, entonces e“ = 80 y en este caso
T(t) = 20 + 80e** .

Por otro lado, T'(20) = 60, sustituyendo

In2
60 = 20 + 80eFt = k= —12170 ~ —0.03465 .

Finalmente
T(t) = 20 + 80¢~ 003405,

La respuesta a la pregunta planteada se obtiene resolviendo la ecuacién 30 = T'(t).
En efecto,

In8&

—9 —0.03465t _
30 = 20 + 80e 003465

~ 60 minutos.

EJERCICIO 65 Supongamos que estamos calentando un cultivo de F.
coli a 100°C, en una habitacion que se encuentra a una temperatura de
22°C, y comprobamos que a los 5 minutos la temperatura del cultivo es
de 93°C. Queremos inocular el cultivo cuando se alcancen los 40°C.

Sea T'(t) la temperatura del cultivo. Si suponemos que se cumple la ley de
enfriamiento de Newton, encontrar la ecuacion diferencial que modeliza
la situacion anterior y resolverla.

Encontrar cuanto tiempo es necesario que transcurra para inocular el
cultivo. Dibujar la grafica de 7'(t) para la primera hora.

= La ecuacién diferencial pedida es
T'(t) = k(T(t) —22), k<O,

que es de variables separables

/m:/kdt = T(t) =22+t

Al ser T'(0) = 100, entonces e“ = 78 y en consecuencia

T(t) =22+ 78", k<0,

Como una vez transcurrido 5 minutos la temperatura es de 93 grados
93 =22+ 78¢°F = k= —0.0188,

y finalmente

|T(t) = 22 + 78¢ 00185
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= El tiempo que ha de pasar para que la temperatura sea de 40°C es

40 = 22 + 78700188 4 ~ 78 minutos.

—

Z5 50 75 100 1z5 75

Figura 2.4.

Como podemos apreciar hacen falta aproximadamente 78 minutos para que la tem-
peratura sea de 40°C, mientras que al cabo de una hora T'(60) = 47°C.

EJERCICIO 66 Los residentes en cierto pueblo han votado para acabar
con la fluorizacién de su reserva de agua. La presa local tiene actualmen-
te 200 millones de litros de agua fluorada, que contiene 1.600 kilos de
fluoruro. El agua fluorada fluye de la presa a un ritmo de 4 millones de
litros por dia y se reemplaza al mismo ritmo por agua no fluorada. En
todo momento, el fluoruro restante esta distribuido de manera uniforme
en la presa. Expresar la cantidad de fluoruro existente en la presa como
una funcion del tiempo.

= El ritmo de cambio del fluoruro con respecto al tiempo es igual a la concentracién
de fluoruro en el agua multiplicada por el ritmo de flujo de agua fluorada. Si y(t) es
el nimero de kilos de fluoruro en la represa después de t dias, entonces y/(t) sera el
ritmo de cambio del fluoruro con respecto al tiempo. La concentracién de fluoruro
en el agua, vale el nimero de kilos de fluoruro en la presa (y), dividido por el nimero
de millones de litros de agua en la presa (200). Por tltimo, el ritmo de agua fluorada
es de —4 millones de litros por dia.

Como el ritmo de cambio del fluoruro en la presa es igual al ritmo de entrada menos
el ritmo de salida, se obtiene que

dy y Yy
00— 2 (4)= -2,
dt 0 200() 50

Resolviendo esta ecuacién de variables separadas obtenemos

y(t) = y(0) 6_% donde y(0) = e°,
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finalmente

y(t) = 1600e 50 |

es decir, la cantidad de fluoruro en la presa decrece exponencialmente.

EJERCICIO 67 Un tanque contiene 20 kilos de sal disueltas en 50 litros
de agua. Supongamos que 3 litros de salmuera que contiene 2 kilos de
sal disuelta por litro fluyen hacia el tanque cada minuto y que la mezcla
(que se mantiene uniforme al agitarla) sale del tanque al ritmo de 2
litros por minuto. Hallar una ecuacion para saber la cantidad de sal que
hay en el tanque después de ¢t minutos.

» Sea y(t) la cantidad de sal que hay en el tanque en el minuto ¢t. Como 3 litros de
salmuera fluyen hacia el tanque cada minuto y cada litro contiene 2 kilos de sal,
entonces 3 X 2 = 6 kilos de sal fluyen hacia el tanque cada minuto. Para hallar el
nimero de kilos de sal que fluyen desde el tanque cada minuto, observemos que,
en el tiempo ¢, hay y(t) kilos de sal y 50 + (3 — 2)¢t = 50 + ¢ litros de solucién en
el tanque (porque hay un incremento de sal en la solucién 1 litro de solucién cada
minuto). Asi, la concentracién de sal en la solucién en el momento es y(t)/(50 + t)
kilos por litro, y la sal sale del tanque al ritmo

y(t)

2
———— kilos/litro ) (2 litros /minuto) = 2y(t) kilos/minuto .
o0 +1 o0 +1

Se concluye que el ritmo de cambio neto 3/(t) de sal en el tanque estd dado por
dy _ 2y
dt  ~ 50+t’
que podemos escribirla como
YO+ = yl(t) =6
50+t
que es una ecuacién diferencial lineal de primer orden con

2

)=,
P = 55
cuya solucién general es

C

Para calcular ¢, observemos que en principio hay 20 kilos de sal en el tanque

Cc

= ¢ = —80(50)?

2
y(t) = 250 + 1) — 5%,
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» Ahora veremos que también puede ser simulado utilizando Vensimg. La Figura 2.5
muestra el diagrama causal del modelo.

Salida de sal

)

tasa de entrada tasa de salida

Entrada de sal

=Tne=

Figura 2.5.

Las ecuaciones que definen el modelo son:

CANTIDAD DE SAL EN TANQUE = INTEG(Entrada de sal — Salida de sal)
Valor inicial = 20
Unidades : Kilos

Entrada de sal = tasa de entrada
Unidades : Kilos/Minute

Salida de sal = CANTIDAD DE SAL EN TANQUE X tasa de salida
Unidades : Kilos/Minute

tasa de entrada = 6
Unidades : 1/Minute

tasa de salida = 2/(50 + Time)
Unidades = 1/Minute

(t[s® e[ s® [[¢t]s® [t] SO |
1| 252 | 25| 115.16 || 50 | 180.6 | 75 | 237.66
14.25 | 30 | 120.46 || 55 | 192.43 | 80 | 248.6
10 | 65.01 || 35 | 143.01 | 60 | 204.01 | 85 | 259.44
15 | 83.33 || 40 | 155.97 | 65 | 215.39 || 90 | 270.19
20 | 99.89 | 45 | 168.47 || 70 | 226.60 || 95 | 250.86

Tabla 2.1
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Una vez que ejecutamos el programa podemos ver la simulacién en forma numérica
(Tabla 2.1), o bien graficamente (Figura 2.6)

29146

223.60

15573

27.86

20
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time (Mimute)

CANTIDAD DE SAL EN TANQUE : Current ——+——+——+——+—— kilos

Figura 2.6

Puede comprobarse que dicha grafica corresponde a la funcién solucién

80 x 502

S(0) =200+ = 55

EJERCICIO 68 Un depodsito de 50 litros contiene una solucién com-
puesta por un 90% de agua y 10% de alcohol. Mediante un tubo se
introduce en el depdsito una segunda solucién que contiene agua y al-
cohol a partes iguales, a un ritmo de 4 litros/minuto. Al mismo tiempo
se vacia el tanque a una velocidad de 5 litros/minuto. Suponiendo que
la solucion del depédsito se agita constantemente, hallar el alcohol que
queda en ¢l después de 10 minutos.

= Sea y(t) el nimero de litros de alcohol que hay en el depésito en el instante ¢ (en
minutos). Del enunciado se desprende que el ritmo con el que cambia y(t) viene dado
por la cantidad de alcohol que entra menos el que sale. Es decir,

b}

"t) =2 ——y(t 0) =50x0.10=5.
y'(t) 50_ty()7 y(0)
Esta ecuacién puede ser escrita
")+ ——y(t) =2 2.12
y (1) 50 ty( ) ) ( )

que es una ecuacion lineal de primer orden. Para resolverla, encontramos su factor
integrante

5

—dt 1
5 = 50—t _ g=5I(50—t) _ Jn(50-)"% _ __ *
u(t) =e e € (50 — )5
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Multiplicamos (2.12) por u(t) y obtenemos

1 ) 2

AR eV sy

o bien

1 ! 2
(y(t) (50— t)5> GEDE

Integrando en los dos miembros

1 2 1
VO o5 / G0—1)p 20— t)i T

Despejando
5 50—1
y(t):C(E)O—t) +T, celR.
Para determinar el valor de ¢ hacemos uso del valor inicial y(0) = 5.
20
5=25+¢(50)° = c=-———.
+ ¢(50) c 0
La funcién y(t) vale
50 —1

50 — ¢ s
= (50—t i
y(t) = (50— 1) + =

El valor pedido y(10) = 20 — 20(0.8)° ~ 13.45 litros de alcohol.

EJERCICIO 69 Un tanque de 400 litros de capacidad contiene inicial-
mente una solucion salina de 150 litros de agua y 25 gramos de sal. Una
solucién salina de 2 gramos por litro de sal entra en el tanque a 10 litros
por minuto, mientras que la mezcla resultante sale por un sumidero a 5
litros por minuto. ;Qué cantidad de sal hay en el tanque en el momento
en que éste empieza a rebosar?.

» Siy(t) es la cantidad de gramos de sal que hay en el tanque después de ¢t minutos,

entonces 5
"(t) =20 — ———y(t
10 =t
o bien )
"(t) + ——y(t) = 20.
v(t) + 35 v(0)

Esta ecuacion diferencial es lineal de primer orden. Para resolverla necesitamos el
factor integrante

u(t):efﬁdt:?)o—!—t.

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante

(30 +1)y'(t) +y(t) = 20(30 +1)
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que puede escribirse
(30 + t)y(t)) = 600420t = (30 +t)y(t) = 600t + 10t% + ¢,

despejando
600t + 10t + ¢

t) =

y() 30+t

Para encontrar el valor de la constante ¢ tendremos en cuenta y(0) = 25, obteniéndo-
se ¢ = 750. Por tanto,

ceR.

600t + 10¢% + 750
y(t) =
30 + ¢

A continuacién es necesario saber el tiempo necesario para que el tanque se llene

400 =150 +5t =t =50 minutos.

Finalmente, la respuesta al ejercicio serd y(50) = 696.8 gramos de sal.

EJERCICIO 70 Sea el modelo de poblaciéon

dg;—gf) ~0.3 ( - %) (% - 1) y(t), (213)

donde y(t) es el ntimero de individuos en tiempo ¢.
1.- ;Para qué valores de y(t) estd en equilibrio la poblacién?.
2.- ;Para qué valores de y(t) esta creciendo la poblacién?.

3.- ;Para qué valores de y(t) esta decreciendo la poblacién?.

= Los puntos de equilibrio corresponden a las soluciones constantes y se encuentran
anulando y/(t).

y'(t) =0.3 < - ggg) <y5((t)) — 1) y(t)=0 = y(t) =0, y(t) =200, y(t) = 50.

» Por otro lado, la poblacién crecerd cuando 3/(t) sea positiva. De (2.13) se tiene

y'(t) =0.3 (1 - ggz) (yg)((? - 1) y(t) >0 = y(t) e (—o0, 0) U (50, 200).

= Del mismo modo, la poblaciéon decrecerd cuando

() = 0.3 (1 . ggg) <y5(é) - 1) y(t) < 0 = y(t) € (0, 50) U (200, 00).
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EJERCICIO 71 El modelo

2 (1-(2)).

donde o es un numero positivo que depende del organismos, ha sido
propuesto como un modelo alternativo al logistico. Encontrar los puntos
de equilibrio del modelo y clasificarlos.

» Los valores de y(t) que anulan a su primera derivada 3/ (t) son los puntos de equilibrio
y1 = 0 e yo = K. Para valores 0 < y(t) < K es fdcil comprobar que 3/(t) > 0y la
poblacién crecera. Por el contrario, si y(t) > K, la poblacién decrece debido a que

/
y'(t) < 0.

En conclusién, el punto y2(t) = K es un sumidero, o un punto asintéticamente
estable.

EJERCICIO 72 Existe un tipo de ardillas que son muy territoriales, las
cuales cumplen:

= Si la poblacién es grande, su tasa de crecimiento decrece y puede
llegar a ser negativa.

= Si la poblacién es demasiado pequena, los adultos fértiles corren el
riesgo de no poder encontrar companeros adecuados y de nuevo la
tasa de crecimiento es negativa.

Si la capacidad de carga N indica cuando la poblacion es demasiado
grande, y el parametro M representa cuando la poblacion es demasia-
do pequena, podemos modificar el modelo logistico para que tenga en
cuenta las hipdtesis anteriores

d = (1-5) G-

1.- Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.
2.- Construir el campo de direcciones.

3.- Suponiendo que N =100, M =1y k =1, encontrar la solucién que
cumple con la condicién inicial y(0) = 20.

» Los puntos de equilibrio son las soluciones constantes y en consecuencia y/(t) = 0.
En nuestro caso

Ky(l—%)(%—l)zo = y=0, y=N, y=M.
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La Figura 2.7 corresponde a la grafica de la funcion

= (1 2) (1)

Funcién derivada

Figura 2.7

Teniendo en cuenta la funcién ¢(y) podemos construir la linea fase de de los puntos
de equilibrio, y el campo de direcciones

1T T 91T 1T 1 €1 T 1 T 1 ¥ 1 vt v
AT T B T B R B B B B B ) ) )
v A S LY “ 4 N L T e T S
N4
F 3

R B A A A R R L
r v « | ¢ v ¢ ¥ & ¥ ¢ ¥ ¢ o« & & & ¥ ¢ &
i o F I 7§ L & J S LT
W ¢ & o £ ¢ £ & & & & & A & 4 4 & ¥ & £
it & o o] o & £ & L X L L & & L A XS
r « ¢ v ¢ v ¢ ¥ & ¥ & ¢ & & ¢ & & ¥ ¢ o«
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Figura 2.8.

que nos permite afirmar que y = 0 e y = N son sumideros e y = M es una fuente.

= Para resolver la ecuacién diferencial

Yoy,

separamos las variables,
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La primera integral es racional con raices reales simples en el denominador. Por lo
tanto, permite ser descompuesta en suma de tres integrales racionales simples.

/ dy / / 0.0001 / 1.01 dy
y(1- %) —0. 01y Y —

La solucién de nuestra ecuacion diferencial serd

(y _ 1)1.01
1 p—
" (y(l —oog0m ) 1

y la solucién particular pedida que cumple y(0) = 20, obliga a

| (20 - )M C = C~098057
n p— % . .
20(1 — 0.01 x 20001 ’

Por tanto,

-1

Observemos la imposibilidad de despejar el valor de y(t) de la expresién ante-
rior. Sin embargo, podemos representar de forma aproximada la solucién, para ello
tendriamos que estudiar el campo de direcciones.

EJERCICIO 73 Choristoneura fumiferana es un insecto que dana con-
siderablemente a los bosques. Los investigadores actuales modelan su
dinamica a través de la siguiente ecuacién diferencial

B8Oy (1- 18 - 20

dt k L+ By(t)?

donde se observa una primera parte que corresponde a un modelo logisti-
co y una segunda consistente en el efecto de depredacién, basada en la
ecuacion del disco de Holling.

Realizar un analisis cualitativo del modelo, para » = 1, £ = 1000, a =
0.5, 5 =0.04.

= Debemos comenzar encontrando los puntos de equilibrio del modelo,

y >_ 0.5y>
1000/ ~ 1+ 0.0442

1 y o 0.5y _0
Y 1000  1+0.04y2)

Una de las soluciones es la trivial y; () = 0 y ademés

y(t) = constante = y <1 —

Simplificando

_ y+0.04y® + 500y

0493 — 407> 1y — 1000 =
1000 + 40? 0.04y 0y? + 501y — 1000 = 0
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Las raices podemos encontrarlas con el programa Mathematicag),
NSolve[0.04y® — 40y2 + 501y — 1000 == 0, y]
{{y — 2.48966}, {y — 10.1703}, {y — 987.34}}

A continuacién clasificaremos cada uno de estos puntos.

=1
y(O. f 4. 10 |V

aoao 2
Z. 10

4000
2000 =]
t -z. 10
o 9
5 0 1 —4. 10
-zooo a
-6. 10

-4000
Figura 2.9.

Observemos en las graficas anteriores que y/(t) es positiva en
(0, 2.48966) U (10.1703, 987.34)

y negativa en el resto. Por tanto la poblacién y(t) crecerd en
(0, 2.48966) U (10.1703, 987.34)

y decrecerd en (2.48966, 10.1703) U (987.34, 400).

Los puntos de equilibrio 2.48966 y 987.34 serdn asintéticamente estables (sumideros)
y el 10.1703 un punto de equilibrio inestable (fuente).

EJERCICIO 74 Consideremos la ecuacién diferencial % = 2sen(my). En-
contrar todos los puntos de equilibrio y determinar su estabilidad. Di-
bujar el diagrama fase y dibujar algunas de las soluciones en el plano

Oty.

» Al ser los puntos de equilibrio las soluciones constantes y(t) = k, entonces y'(t) = 0.
Por tanto
2sen(ry) =0 = y=n, nek.

En la Figura 2.10 se muestra el diagrama fase, donde puede apreciarse que en cada
nimero entero par existe un punto de equilibrio inestable y en el resto (los impares)
son puntos de equilibrio estables.
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Figura 2.10.

EJERCICIO 75 Este ejercicio pone de manifiesto un hecho importante
en el andlisis cualitativo conocido con el nombre de bifurcacién del com-
portamiento de la ecuacion diferencial. La ecuacion diferencial tiene un
numero de puntos de equilibrio dependientes de un parametro a.

Consideremos la ecuacién diferencial dy/dt = ay — y?, donde « puede ser
positivo, negativo o cero. Encontrar todos los puntos de equilibrio y de-
terminar su estabilidad para los diferentes valores posibles de a. Para
los valores @ = +1, trazar el diagrama de fase y algunas de las soluciones
en el plano Oyt.

= Para encontrar los puntos de equilibrio resolvemos y(a—%?) = 0. Por tanto, en y = 0

siempre existe un punto de equilibrio. Ademas, si o < 0, entonces y = 0 es el Unico
punto de equilibrio. Si « > 0 existen tres puntos de equilibrio

La Figura 2.11 muestra que si @« = —1, entonces y = 0 es un punto de equilibrio
estable. Cuando existen tres puntos de equilibrio, entonces y = 0 es inestable, mien-
tras que y = ++/c, los dos son estables. Ademés, como el pardmetro o cambia de
negativo a positivo, el comportamiento cualitativo de la ecuacion diferencial cambia
pasando de un tnico punto de equilibrio estable en y = 0, a una ecuacién diferencial
con tres puntos de equilibrio con y = 0 inestable y otros dos estables.

Para el caso a = —1, la funcién ¢(y) = —y — 3> es siempre decreciente y corta al
eje de abscisas en y = 0. Para valores y < 0 la funcién es positiva, lo cual implica
que la solucién de la ecuacion diferencial es creciente hacia el punto de equilibrio. Si
y > 0 la funcién es negativa y en consecuencia la solucion de la ecuacién diferencial
es decreciente hacia el punto de equilibrio.
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Figura 2.12. Estudio cualitativo de ¢/ =y — 3.

EJERCICIO 76 Supongamos que en un tiempo t la poblacién de loros
viene expresada por y(t) , y que cumple la ecuacién diferencial

d

= =y —aly =),

donde r = 0.04,a = 1078 y b = 2200. Encontrar los puntos de equilibrio de
esta ecuacion diferencial y estudiar su estabilidad. Dibujar su diagrama
de fase y algunas de sus soluciones para diferentes valores iniciales.

= Es inmediato comprobar que los puntos de equilibrio son

y=0, y=b+¢?,y=b—¢7-
a a

El primero de ellos es la solucién trivial, lo cual significa, desde el punto de vista
del modelado, que si no existe poblacion presente, entonces no habra poblacién en
el futuro (extincién).
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Particularizando los valores de los parametros obtenemos los puntos de equilibrio,
y =0,y =200 ey =4200.

Nyt P

Figura 2.13 Diagrama fase de dy/dt = y(0.04 — 10~8(y — 2200)).

En la Figura 2.13 se ha dibujado la funcién ¢(y) = y(0.04 — 10~8(y — 2200)) y en la
Figura 2.14 puede verse una ampliacion de la misma correspondiente a los valores
de y pertenecientes al intervalo [0, 300].

Observemos que los puntos de equilibrio y = 0 e y = 4200 son estables, mientras
que el y = 200 es inestable. De acuerdo con la interpretacién del modelo, si la
poblacion de loros supera los 200 individuos, entonces al cabo de “mucho tiempo”su
numero tiende a la capacidad de carga del sistema y llega a estabilizarse en el
punto de equilibrio 4200. Por el contrario, si el niimero inicial es inferior a los 200,
entonces el modelo predice la extincion de la especie. Observemos también, que si el
numero inicial de loros supera los 4200 entonces el modelo predice que la poblacién
se reducird hasta alcanzar el valor de la capacidad de carga 4200.

n=a iL

= ﬂ_
i
ki
100 51[F o o 300
§ !
i 'm /
o2 s j
S
L5

Figura 2.14. Diagrama fase de dy/dt = y(0.04 — 10~8(y — 2200)).
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EJERCICIO 77 Supongamos el modelo poblacional

donde y(t) es el nimero de individuos en el tiempo ¢ y las constantes m
y « son positivas.

1.- Encontrar el punto de equilibrio del modelo
2.- Estudiar la estabilidad del punto de equilibrio encontrado

3.- Relacionar el modelo propuesto con el logistico

WO _ ()1~ ul1)) — (). (2.14)

Empezamos el ejercicio encontrando los puntos de equilibrio

Y (1) = my(t)(1 = y(1)) — a?(t) = y(t) (m — y(t)(m + @) =0,

que corresponde a
m

yl(t):(), yg(t):m+a.

Para clasificar estos puntos de equilibrio, reescribimos la ecuacién diferencial (2.14)
como,

(1) = <m+a>y<t>< m —y<t>) | (2.15)

m—+ «

Ahora, es inmediato ver que,

e siy(t) <0, entonces y/'(t) < 0 y la poblacién decrece (aunque evidentemente
no tiene sentido biol6gico),

e si0<y(t) <m/(m+ «), la poblacién aumenta al ser y/(t) > 0,

e siy(t) >m/(m+ ), entonces y'(t) < 0, volviendo la poblacién a decrecer.
En conclusién, el punto ya(t) = m/(m + a) es un sumidero.

La ecuacién diferencial (2.15) puede expresarse

m

(m + a)y(t) ( . y<t>) — ay(t) (K — y(1)).

m—+ «

donde a = (m+ ) y K = m/(m+ «a). Esta dltima ecuacién diferencial corresponde
a un modelo logistico que tiene a K como capacidad de carga del sistema.
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EJERCICIO 78 La ley de crecimiento de una poblacién viene dada por
la ecuacion diferencial

1
Y (t) = at*y(t) (1 - gy(t)) ;  a,b positivos.
1.- Calcular y(t), con la condicién inicial y(0) = 100

2.- Estudiar el comportamiento de y(¢) a largo plazo.

3- Sia=0.2,b=10"y el tiempo se mide en horas; calcular y(t) al cabo
de 4 y 6 horas.

= Si escribimos la ecuacion diferencial como

a
2,2

Ly = Y —atty = — 1%

/:t2—
y =atvy b

podemos observar que estamos ante una ecuacién diferencial de Bernouilli. Dicha
ecuacién se convierte en lineal dividiendo por 3? y haciendo el cambio

En efecto,

1 1
?y/ _ at2§ _ _%tQ = Z/ —+ ath = %tQ . (216)

Ahora necesitamos un factor integrante para esta tultima ecuacién

wu(t) = ef atdt — %5 (2.17)

e integrando

b
Despejando
3
1 n _a§3 1+ bce_%
z=—+ce = ,
b b
o bien
1 b
z=~- = y(t)=
Yy 1+ bce 3
Si y(0) = 100, entonces
b b—100
100 — = ,
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y por lo tanto

b
y(t) = PYERE
1+ (b—100)10"2e¢ 3

» Par conocer el comportamiento asintético de la poblacién hacemos que ¢t — oo, y
obtenemos y(t) — b.

» Si suponemos que a = 0.2 y b = 104, se cumple

10*
y(t) = T o023
1499 35—

y en consecuencia y(4) ~ 4186, y(6) ~ 9999.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 79

1.- Escribir una ecuacién diferencial que describa el hecho de que cuando
los factores ambientales imponen un limite superior sobre su tamano,
la poblacién crece a un ritmo que es conjuntamente proporcional a su
tamano actual y a la diferencia entre su limite superior y su tamano
actual.

2.- La poblacion de cierto pais esta creciendo exponencialmente. La pobla-
cién total (en millones) en ¢ anos esta dada por la funcién y(t). Relacionar
cada una de las siguientes respuestas con su correspondiente pregunta:
2.a.- Resolver y(t) =2 para t.

2.b.- y(2).

2.c- Y (2).

2.d.- Resolver y/(t) = 2 para t.
2.e- vy = ky.

2.f- Resolver y(t) = 2y(0) para t.
2.g.- yoekt [k > 0.

2.h.- y(0).

Preguntas:

2.a.- Cbémo de rapido estara creciendo la poblacién dentro de 2 anos.
2.b.- Dar la forma general de la funcién y(t).

2.c.- Cuanto tiempo tardara en duplicarse la poblacion actual.

2.d.- Cual sera el tamano inicial de la poblacion.

2.e.- Cuando sera el tamano de la poblacion de 2 millones.

2.f.- Cuando estara creciendo la poblacién a una tasa de 2 millones de
personas al ano.

2.g.- Dar una ecuacién diferencial que satisfaga y(¢).

3.- Paramecia con suficiente comida y sin limitaciones de espacio, crece ex-
ponencialmente. Inicialmente, hay 1500. Cuatro horas mas tarde, la po-
blacién es de 2000 individuos. Encontrar la poblacion de Paramecia en
funcion del tiempo, y determinar el tiempo que ha de trascurrir para que
se duplique la poblacion.
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4.-

10.-

11.-

Las matematicas del crecimiento incontrolado son terrorificas. Una sim-
ple célula de bacterias E. Coli podria bajo condiciones ideales, dividirse
cada 25 minutos. Esto no es particularmente desconcertante hasta que
no pensamos detenidamente sobre ello, pero el hecho es que la bacteria
se multiplica geométricamente. De una obtenemos dos, cuatro, ocho, die-
ciséis, ... De esta manera, puede probarse que en un dia, una célula de F.
Coli puede producir una supercolonia igual en tamano y peso al planeta
tierra. Probar que esta afirmacién es cierta, sabiendo que la masa media
de una bacteria de E. Coli es 1072 gramos y que la masa de la tierra es
aproximadamente 5.9763 x 10** kilos.

Una gran poblacién de 5000 individuos se traslada a una lugar donde la
comida es limitada, lo cual afecta a la dinamica de su crecimiento, que
viene dada por la ecuacion diferencial

y'(t) = —0.1y(t) + 100.

Resolver la ecuacion diferencial anterior y encontrar lo que le sucede a la
poblacién a largo plazo.

La constante de decaimiento para el estroncio 90 es 0.0244, donde el
tiempo esta medido en anos. ;Cuanto tiempo le llevara a una cantidad
y(0) de estroncio 90 reducirse a la mitad de su tamano original?

En 1947 se descubrié en Lascaux, Francia, una cueva con bellas pinturas
murales prehistéricas. Se encontré alli mismo un trozo de carbén de ma-
dera que contenia el 20 % de C'* que se esperaba encontrar en los drboles
vivos. ;Cuantos anos tienen las pinturas de Lascaux?

Un pedazo de carbén de lena encontrado en Stonehenge contenia el 63 %
del nivel de C-14 que se encuentra en los arboles vivos.

Sea y(t) la longitud de un determinado pez en el tiempo ¢ y supongamos
que crece de acuerdo a la ley de von Bertalafnfly

y'(t) = k(34 —y(t), wy(0)=2.
= Resolver la ecuacién diferencial.

= Utilizar la solucién anterior para determinar el valor de k suponien-
do que y(4) = 10. Representar graficamente y(t).

= Encontrar la longitud del pez cuando ¢ = 10. ;Cual sera su longitud
a largo plazo?.

Al sacar un pastel de un horno su temperatura es de 148° C. tres minutos
despusés, su temperatura es de 93 C. ;Cudanto tardari en enfriarse hasta
una temperatura ambiente de 21° C?

En el estudio de los efectos de la seleccién natural sobre una poblacion,
aparece la siguiente ecuacién diferencial

y'(t) = —0.0001y(t)*(1 — y(t))
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12.-

13.-

14.-

15.-

donde y(t) es la frecuencia de un gen a. ;Contra quién va la presién
selectiva? Trazar la solucién de esta ecuacién cuando y(0) esta cerca, pero
es ligeramente menor de 1. Trazar las soluciones representativas de las
ecuaciones

vy =y(1 —vy)(0.15 — 0.5y)
y' = 0.05y(1 —y)(2y — 1)

Considerar distintas condiciones iniciales con y(0) entre 0 y 1 y discutir
posibles interpretaciones genéticas para esas curvas, es decir, describir
los efectos de la seleccién sobre la frecuencia genética y en términos de
las distintas condiciones iniciales.

Sea y(t) el nimero de individuos de una poblacién en el tiempo ¢. La
evolucion de esta poblacion viene determinada por una ecuacién diferen-
cial auténoma y’'(t) = f(y) que tiene a y(t) = 5 como un unico punto de
equilibrio, el cual es asintéticamente estable.

= Encontrar una ecuacién diferencial que cumpla los requisitos ante-
riores para modelizar a esta poblacion.

= Resolver la ecuacién diferencial del apartado anterior y comprobar
que cuando ¢ tiende hacia infinito y(¢) tiende hacia 5.

Un depésito contiene 100 litros de agua contaminada en los que estan
disueltos 10 kilos de contaminante. El agua contaminada empieza a fluir
al depodsito a una velocidad de 10 litros por minuto. La concentracion del
contaminante en esta corriente de entrada en el instante t es c(t) = 0.3+¢%2
kilos por litro. La solucién del depésito se mezcla uniformemente y el agua
contaminada fluye hacia el exterior a una velocidad de 10 litros por mi-
nuto. Obtener un modelo matematico para esta situacién y encontrar la
cantidad de contaminante y(t) en el depédsito en un minuto cualquiera t.
Con el paso del tiempo, jaumenta o disminuye la cantidad de contami-
nante en el depédsito?

Un cultivo de bacterias sigue la siguiente ley: 3/ (t) = 3®—5y?+6y, siendo y(t)
la cantidad de bacterias en el momento t. ;Cual deberia ser el nimero
inicial de bacterias para que la poblaciéon creciese sin limites? ;Existe
algiin valor inicial para el cual la poblacién desaparecera? Justifica las
respuestas.

Una lamina de plata se calienta a 100°C para esterilizarla. Supongamos
que la plata se coloca en una habitacién que se encuentra a 20°C' y que la
plata se enfria de acuerdo a la ley de enfriamiento de Newton. Después
de 10 minutos la temperatura de la plata es de 80°C.

s Escribir una ecuaciéon diferencial que describa la evolucién de la
temperatura 7'(t) de la plata y resolverla para cualquier tiempo ¢ > 0

= Encontrar el momento en el que la temperatura de la plata es de
30° y pueda ser inoculada con un cultivo de células.
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16.-

17.-

18.-

19.-

20.-

21.-

Un dep6sito contiene inicialmente 3 kilos de sal disuelta en 100 litros de
agua. Supongamos que se comienza a introducir en el depdsito por un
grifo salmunera que contiene « kilos de sal por litro a una velocidad de
2 litros/minuto. Simultdneamente, se sacan del depédsito 2 litros/minuto
de la mezcla resultante.

= Encuentra el valor de la concentracién o para que “a largo plazo”la
cantidad de sal en el depésito sea de 10 kilos

Sea y(t) el nimero de peces de una poblacidn en el instante ¢. La poblacién
esta estd modelada por el problema de valor inicial:

y' (1) = y(t) — (1) /9 — 8/9, y(0) = wo
donde y; es una constante positiva.

= ;Cuadl es el coeficiente de sobrepoblacién?, ;Cudl es la tasa de cap-
tura?

= Resolver la ecuacién diferencial.

= Realizar un andlisis cualitativo de la ecuaciéon diferencial, e inter-
pretar el resultado obtenido en términos del futuro de la poblacion
de peces.

Obtener las soluciones de equilibrio de las ecuaciones diferenciales si-
guientes y trazar sus graficas. Dibujar las curvas solucion representativas
arriba, abajo y entre las curvas de equilibrio. Para cada solucion acotada
y(t), estudiar y(t) cuando t — oc.

(@)  y=0-yy+1)? (b) ¢ =sen(y/2)

(c) Y =yly—1)8y —2) (@) ¥ =y"—2"—y+2

Una solucién que contiene 2 libras de sal por galén empieza a fluir a
un depésito de 50 galones de agua pura a razén de 3 galones/minuto.
Después de 3 minutos la mezcla empieza a salir a 3 galones/minuto.

= ;Cuanta sal hay en el depédsito cuando t=2 minutos? ;Y cuando
t=25 minutos?

= ;Cuanta sal hay en el deposito cuando ¢t — +o0.

Una poblacién crece exponencialmente durante 7' meses con una cons-
tante de crecimiento de 0.03 por mes. Luego, la constante aumenta de
manera repentina a 0.05 por mes. Después de 20 meses, la poblacion se
duplica. ;En qué momento 7" cambid la constante de crecimiento?

De acuerdo con la ley de Newton del enfriamiento, la tasa de cambio de
la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la
temperatura del cuerpo y la del medio que lo rodea.
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s Escribir una ecuacion diferencial que sirva de modelo para la tem-
peratura del cuerpo, dada la temperatura del medio.

= Un veterinario desea saber la temperatura de un caballo enfermo.
Las lecturas del termémetro siguen la ley de Newton. Al momento
de insertar el termémetro marca 82 °F. Después de tres minutos
la lectura es de 90 °F y tres minutos mas tarde es de 94 °F. Una
convulsion repentina destruye el termémetro antes de la lectura
final. ;Cuadl es la temperatura del caballo?.

= Un huevo duro se saca de una cacerola con agua caliente y se pone
a enfriar en una mesa. Al principio, la temperatura del huevo es
de 180 °F. Después de una hora es de 140 °F. Si la temperatura de
la habitacién es de 65°F, ;en qué momento tendra el huevo una
temperatura de 120 °F.

22.- Completar la tabla siguiente, y encontrar las soluciones de las distintas
ecuaciones diferenciales para comprobar que las soluciones que aparecen
son las correctas.

’ y=1—y ‘ y(t) = ce? H y =2ty ‘ y(t) =1 — ce ‘
’ Yy =—y ‘ y(t) =ce t+1 H - ‘ y(t) = cel” ‘
[y =1-2t[y(t)=ce > +1¢] - lyt)=t—t"+c|
’ y =2y ‘ ce”! H y' = k(100 — y) ‘ - ‘

23.- Utilizar los siguientes datos para hacer estimaciones de la poblacién de
Espana en los préximos anos.

| ANO | POBLACION | ANO | POBLACION | ANO | POBLACION

1789 10268150 1860 15655467 1920 21303162
1797 10541221 1877 16631869 1930 23563867
1833 12286941 1887 17560352 1940 25877971
1846 12162872 1897 18065635 1970 34041531
1850 10942280 1900 18594405 1981 37682355
1857 15495212 1910 19927150 1991 38872279

24.- Realizar el estudio cualitativo de las siguientes ecuaciones diferenciales.
Dibujar sus lineas de fase y sus campos de direcciones.

dy

(@ - =y =3y(1—vy)

(b) =y =y*—6y—16

/

() %=y =(y—2)seny
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25.-

26.-

27.-

28.-

29.-

Dada la ecuacion difirencial

Y (v-L) w2y

donde y(t) representa al tamano de una poblacién en el mes ¢.

= Encontrar los puntos de equilibrio y determinar su estabilidad.

= describir la evolucién de la poblacién segun los diferentes valores de
y(0)

Un depésito de 100 litros contiene inicialmente 100 litros de agua azu-
carada con una concentracién de 25 gramos/litro. Se anade azicar al
depésito a razén de a gramos/minuto. El agua bien mezclada se retira
del depédsito a una velocidad de 1 litro/minuto.

= ;Cudl debe ser el valor de a para que cuando queden 5 litros de
agua azucarada en el tanque, la concentracién sea de 50 gramos de
azucar por cada litro de agua?

= ;Es posible elegir el valor del &« de manera que la dltima gota de agua
en el depdsito tenga una concentracion de 75 gramos de aziucar por
cada litro de agua?

Dada la ecuacion diferencial

y'(t) = (y— ) (y+3)(y — 3)

s Construir sus diferentes lineas de fase en funcién de los distintos
valores del parametro «

= Estudiar el comportamiento a largo plazo de las soluciones

= Encontrar el campo de pendientes para el valor de a =0

La sangre conteniendo cierta droga entra en un érgano a razén de 3 cm?/sg
y sale a la misma velocidad. El érgano tiene una capacidad de 125 cm?
y se encuentra lleno de sangre. Ademas conocemos que inicialmente no
hay droga en el cuerpo. Si la concentracién de la droga en la sangre que
entra es de 0.2 gramos/cm?,

= Calcular la concentracién de droga en el 6rgano en el tiempo ¢ = 10
segundos.

= Calcular el tiempo que debe transcurrir hasta alcanzar una concen-
tracién de droga en la sangre de 0.1 gramos/cm3.

Si el agua de un pantano esta contaminada con una substancia radiactiva,
ésta no se podra beber. Supongamos que el agua contiene 20 veces la
cantidad maxima permitida de este producto. ;Cuantos dias tendremos
que esperar antes de que podamos beber el agua del pantano, sabiendo
que la vida media del producto radiactivo es de 10 dias?
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30.-

31.-

Un depésito contiene inicialmente 3 kilos de sal disuelta en 100 litros de
agua. Supongamos que se comienza a introducir en el depdsito por un
grifo salmunera que contiene « kilos de sal por litro a una velocidad de
2 litros/minuto. Simultdneamente, se sacan del depédsito 2 litros/minuto
de la mezcla resultante.

= Encuentra el valor de la concentracién a para que “a largo plazo”la
cantidad de sal en el depédsito sea de 10 kilos

En una habitacién que contiene 300m> de aire limpio se va a celebrar una
fiesta. En un instante dado ¢t = 0 algunas personas comienzan a fumar,
de modo que el humo empieza a invadir la habitacién a una velocidad
de 3m3/h, conteniendo una concentracién de 0.04gr/m?® de monéxido de
carbono. Al mismo tiempo, abrimos una ventana por la que sale el humo
a una velocidad de 4m?/h.

= Establecer y resolver una ecuacion diferencial para la cantidad de
humo y(t) en la habitacién.

= ;Cuando deberia abandonar una persona prudente la fiesta consi-
derando que el mondéxido de carbono comienza a ser peligroso con
una concentracién superior a 0.0002gr/m>?
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SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

EJERCICIO 80 Obtener la solucién general del sistema de ecuaciones
diferenciales
{ o= —u ot
Yy, = —6y1 + 4o

= La ecuacién caracteristica de la matriz

-1 1
A=
es A2—3A+2 = 0. Los autovalores serdn \; = 1 y A2 = 2. A continuacién encontramos
el subespacio de autovectores asociado a cada autovalor

Sy =L(\ = 1)
Sy = L(\s = 2)

{(t,2t) : Yt e R} =< (1

,2) >
{(a,3a) : Va e R} =< (1

,3) > .

Como consecuencia de ello, las funciones

()= ()= ) () =)= (o)

son soluciones linealmente independientes del sistema inicial.

La solucién general tiene la expresion

(ﬁEg):Cl(;)etﬂ?(;)e%, e, € R

67
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que puede expresarse como,

y1(t) = cret + coe?

yo(t) = 2c1et + 3cge?

EJERCICIO 81 Obtener la solucion general del sistema de ecuaciones
diferenciales

i = 2y — 2y + 3u3

Yo not oty

Y5 = y1 + 3y2 — Y3

= La ecuacidén caracteristica de la matriz

2 =2
A=11 1 1
1 3 -1
tiene como raices Ay = 1, Ag = —2, A3 = 3.

Es facil comprobar que los vectores
(-1,1,1), (-11,-1,4), (1,1,1).

son tres autovectores asociados a los tres autovalores A1, A9, A3, respectivamente.

La solucién general del sistema es

Y1 -1 -11 1
Y2 = 1 |e+e —1 6_2t+63 1 e3t, c1,c,c3 € R,
Y3 1 14 1

o lo que es equivalente,

Yy = —cret —1lege ™ 4¢gedt
Y = cret —026_% +03e3t
Yy = crel +1ldege™?t H4ezedt

EJERCICIO 82 Obtener la solucion general del sistema de ecuaciones
diferenciales

yi = ni — 3y2 + 3y

Ya 3y1 — Sy2 + 3ys

y3; = 6yr — 6y2 + 4ys
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= La ecuacion caracteristica de la matriz

1 -3 3
A=1 3 -5 3
6 —6 4
tiene como raices Ay =4, Ao = —2, A3 = —2.

Puede comprobarse que la matriz A es diagonalizable siendo
(]"]"2)7 (]‘7170)7 (07 17 1)'

una base de R? formada por autovectores de A.

La solucién general del sistema es

M 1 1 0
Yo =c 1 | e+ o 1 e+ cs| 1 e 2t , C1,c,c3 €R.
Y3 2 0 1
Es decir,
yi = et 4o
y2 = et tee tege?
ys = 2ciett +cze” 2

EJERCICIO 83 Obtener la solucién general del sistema de ecuaciones
diferenciales

v, = 251+
Yo = —y1 + 4y

s La ecuacién caracteristica de la matriz

2 1
A pr—
(54)
es A2 —6X + 9 = 0. La ecuacién tiene la raiz doble A; = 3, se trata de un autovalor
doble y es inmediato comprobar que no existen dos autovectores de A que sean

linealmente independientes. Por lo tanto, la matriz A no es diagonalizable. En este
caso, el sistema posee soluciones de la forma

()= (e,

Si sustituimos en el sistema inicial

c1e3t + 3(ert + e2)edt = 2(ert + e2)ed + (est + cq)e
c3e3t + 3(cat + cq)edt = —(crt + co)ed + 4(cst + cq)edt
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que simplificando e identificando coeficientes nos proporciona el sistema,

3c1 = 2c1+c3
= 2
3co + ¢ 2+ ¢y o esmcl ca=citon
303 = 403 — (1
c3+3cy = —co+4cy

La expresion general de la solucion general viene dada por

y1 = (cit+co)edt
yo = (cit+ (c1 + c2))e®

EJERCICIO 84 Resolver por eliminacién,

G
g -
)

B — —t
dt *

» Si derivamos la segunda de las ecuaciones y le sumamos la primera obtenemos la
ecuacion diferencial de segundo orden,

v +y=t—1. (3.1)

Para encontrar la solucién general de (3.1) debemos comenzar localizando la solucién
general y(t) de la ecuacién diferencial homogénea y” + y = 0.

Las raices de la ecuacién caracteristica son Ay = 7, Ao = —i, lo cual nos permite
escribir

yn(t) = cre + coeT = (c1 + ) cost + (icy —icy)sent = ky cost + kg sent

Para obtener la solucién particular de (3.1), utilizamos el método de los coeficientes
indeterminados. Derivamos dos veces en la ecuacién diferencial inicial

y4)+y//:0.

Al ser A1 =0, Ao =0, A3 =i, \y = —1, las raices caracteristicas podemos escribir la
solucion general
y = (kicost + kasent) + (A + Bt),

y observamos que la solucién particular responde al tipo y, = A + Bt. Para deter-
minar A y B sustituimos y,(¢) en (3.1)

V' +y=t—-1= (0)+(A+Bt)=t—-1= A=-1,B=1.
En conclusién

y(t) = —1+4+t+ kycost + kesent, ki, ko € R. (3.2)
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Para encontrar el valor de x(t) procedemos de forma similar. En primer lugar, de-
rivamos la primera de las ecuaciones del sistema y sustituimos 3’ de la segunda de
las ecuaciones,

==y +1 = 2"=—(x-t)+1 = 2"+rx=1+t.

La ecuacién diferencial que obtenemos es parecida a la encontrada en el primer
apartado y puede comprobarse facilmente que

x(t) =14t + Mjcost+ Mysent. (3.3)

Pero al ser (3.2) y (3.3) las soluciones, deben de verificar el sistema. Es inmediato
comprobar que para que esto sea posible las constantes ki, ko, My, Mo deben de
cumplir la siguiente relacion:

My =ky , My=—k.

Es decir

x(t) = 1+t+kycost—Fkisent
y(t) = —14+t+kicost+kysent

EJERCICIO 85 Resolver

y1 = 2y1+2
{ Yo = y1+3ypte (34)

Los autovalores asociados a la matriz

(73)

1 3

son \;1 =2y A2 = 3. Y los subespacios de autovalores asociados
LA =2)={(t,—t) : Vt e R"}
L(x2=3)={(0,8) : VB e R"}

Estamos en condiciones de poder escribir la solucion general del sistema homogéneo

N P U
Y2 -1 1

g = a et

Yo = —cr1e®t + et

o bien,

t

Un sistema fundamental de (3.4) viene dado por

(m)=(a) - ()=(5)
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lo cual nos permite escribir una solucién particular de (3.4)

) () el (3

siendo ay y a9 soluciones del sistema

o) (t)e? + ah(t).0 =2
—a) (t)e?t + a(t)edt = !

Los valores de a1, ao se obtienen de forma inmediata

1 2
ap(t) = —e7?% as(t) = e Zem

Una solucién particular de (3.4) sera

2t
n _ e 1 _ 2 0
(o)== (e )+ (e-3) (&)

Para finalizar escribamos la solucién general del sistema (3.4) propuesto

{ y1(t) = cre® — 1
1t

ya(t) = —cre® + ce3t + 1 — Te
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 86

1.- Transformar en sistema de primer orden la siguiente ecuacién diferencial

ety/// _ ty// + y/ _ ety -0

2.- Transformar en ecuacion diferencial lineal el siguiente sistema

, J—

2 =22 +5y+3
y'=—2' =2

3.- Comprobar que la funcién y(t) = %sen 2t es una solucién del problema de

valor inicial ,
+4y = 0
vt , ) (35)

4.- Calcular la solucién general de la ecuacién
ty" +2y +ty=0 , t>0

es solucion de la misma.

sent
sabiendo que

5.- Sabiendo que ¢ y te! forman un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacién homogénea y utilizando el método de variacién de las constantes,
calcular la solucién general de la ecuacion

t

y_2y+y:4;r, t>0

6.- Resolver utilizando el método de coeficientes indeterminados, las siguientes
ecuaciones diferenciales:
6.a.- y’' + 8y =>5t+2e!
6.b.- 3" +y =tcost —cost
6.c- " — 4y + 4y = 5t? — 6t + 4t%e? + 3¢

7.- Utilizando el método de variacién de parametros, resolver la siguiente
ecuacién diferencial



74 Tema 3 Sistemas de Ecuaciones diferenciales

8.- Resolver

A2z '
e T e
d2y .
@ = 4£U — €
9.- Resolver p p
T Y :
2— —5H —= =
at T c
dx dy
- —Z  — jet
a "t c
10.- Resolver J
/ Y1
= — = 2
yl dt 1 + Y2
d
Yy = 2 Y1 + 2y2

.




Tema 4

MODELOS BASADOS EN SISTEMAS
DE E.D.O

EJERCICIO 87 Dos poblaciones z(t) e y(t), compuestas inicialmente por
z(0) = 20 e y(0) = 185 individuos, crecen de acuerdo con la ley logistica de
parametros r; = 0.3; K1 = 3000 la z(t) y 2 = 0.2; K2 = 3000 la y(t), respectiva-
mente.

1.- Hallar el instante en que coinciden los efectivos de las dos poblaciones.

2.- ;Coinciden en ese instante, en el que lo hacen los efectivos, las tasas
instantaneas de crecimiento?.

3.- Calcular las coordenadas del punto en que la velocidad de crecimiento
es maxima para cada una de las poblaciones.

4.- Si una tercera poblacion z(t) crece segin la ley de Malthus y sus efectivos
parat =0yt =4 son, respectivamente, z(0) = z(0) = 20 y 2(4) = y(0) = 185,
jcuantos efectivos componen esta poblacién en el instante ¢t obtenido en
el primero de los apartados?.

5.- Representar graficamente z(t) e y(t).

s Del enunciado deducimos
K 3000

=— " = )= ————— 0) =20
o) = T & 20 = e a(0) =20,
sustituyendo
3000
20 = Ap =149.
1+ A !
La primera de las leyes es
) 3000
()= —————.
1+ 149¢—0-3¢

75
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Razonando de la misma manera puede comprobarse que

(1) — 3000
YW = T 1500020

Si igualamos estas dos expresiones

3000 3000 ot . 152 o1,
_ — 15.2¢702 — 1490 202 0.
1+ 149603t 1+ 15.2¢ 02 ¢ € = a9 ¢

tomando logaritmos neperianos

1 15.2

En este momento (¢t = 23) las tasas instantdneas de crecimiento T'(t) = 2/(t)/z(t),
toman los valores

T1(23) = 0.3 (1 550) = 0.3 (1- 35 ) ~ 0.0392
T5(23) = 0.2 (1 439 ) = 0.2 (1 - 22) ~ 002653

Para el tercero de los apartados necesitamos saber el valor de t tal que x(t) =
K/2,y(t) = K/2. Es decir,

3000 3000 1 1
) = T 2900 ~ 3 03 (149)
3000 3000 1 1
t) = - t=——In(— ) ~13.
V) = 5000 ~ 3 7 02" (15.2) 30

Las coordenadas pedidas son (16.67, 1500) en el primer caso y (13.6, 1500) en el
segundo.

Para el siguiente apartado estamos ante el crecimiento exponencial
2(t) = 2(0)e"™ = 20¢"™,  2(4) = yo = 185.

El valor de la constante r de crecimiento es

1 185
185 = 20e*" =Zln{=—) ~0.556.
85 Oe = r 411(20) 0.556

El modelo propuesto es
Z(t) — 2060.556t

La Figura 4.1 corresponde a la representacion grafica de las funciones z(t) e y(t).
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Figura 4.1.

EJERCICIO 88 Las funciones y;(t), y2(t) representan los efectivos de dos es-
pecies animales competitivas, inicialmente integradas por 200 y 100 individuos
respectivamente. La dinamica del sistema esta gobernada por

{ yi(t) = 0.05y1(t) — 0.02y2(¢)
y3(t) = —0.02y1(¢) + 0.03y2(?)

medido el tiempo ¢t en anos.
1.- Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.

2.- Encontrar el niimero de individuos para ¢ = 30 anos.

= Empezamos expresando el sistema en forma matricial,

<y1<t>>:10_2< 5 —2>(y1<t>).
Ya(t) -2 3 Ya(t)
Calculamos los valores y vectores propios de la matriz,

A:={{5,—2},{—2,3}}
Eigenvalues|A]
Eigenvectorsl[A]

M =10"2(44+5), @ =(2,1—-+5)
Ao =10"2(4 = V5), th=(2,1+V5)

La solucién general es

yi(t) ) _ 2 10-2(44/5) ¢ 2 10-2(4—/5) ¢
<y2<t>>‘cl<1—\/5 ‘ Telieys )¢ !
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Al ser y1(0) = 200, y2(0) = 100, entonces si sustituimos y resolvemos el sistema
obtenemos que ¢; = co = 50. La solucién particular es ahora

yi(t) ) _ 2 1072(4+V/5) ¢ 2 10-2(4—/5) t
<y2(t)>_50<1—\/5>€ + 50 145 e

La funcién 1 (f) que nos da los efectivos de la primera de las especies es

y1(t) = 1000 (VB 4 10010 (VB

la cual es siempre creciente, lo que implica que para la primera especie, siempre
aumentaré el nimero de efectivos. Sin embargo,

y2(t) = 50(1 — V/5)el0 "Rt 1 50(1 4 /B)el0 FUVEL
tiene un término negativo, que se anula cuando
50(1 — VB)e!? VA L 50(1 4 v/B)el0 VRt — 0 = ¢ & 21.5 afios.

Es decir, al cabo de los 21.5 anos, la segunda de las especies desaparecera y sélo
quedard la primera de ellas. El sistema de ecuaciones diferenciales quedara en estos
momentos reducida a la ecuacién

yi(t) = 0.05y1(t) = yi(t) = yoe” ",

y en consecuencia y(30) = 896 individuos.

EJERCICIO 89 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos espe-
cies animales, inicialmente integradas por 10 y 5 individuos respectivamente.
La dinamica del sistema esta gobernada por

medido el tiempo ¢ en meses.

(1) = % — _3a(t)
v =2 =2)

Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
Encontrar el nimero de individuos al cabo de un ano.
Encontrar y analizar el plano fase.

Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

En primer lugar, debemos resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales

(o) =( ) ().
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y para ello, es necesario encontrar los valores propios de la matriz que define el

sistema
A:={{-3,0},{0,2}}
Eigenvalues|[A]

{-3,2}. Es decir, dos valores propios reales con signos distintos. Siendo sus vectores
propios asociados
Eigenvectors[A]

{{1,0},{0,1}}. En consecuencia, la solucién general del sistema es
x(t) ), a1 2 [ 0 z(t) = ke
( y(t) ) - e 0) TR 1) T L ut) = ke

Las constantes k1 = 10 y ko = 5 las determinamos de las condiciones iniciales
z(0) = 10 e y(0) = 5. Por tanto,

x(t) = 10e 738, y(t) = 5e*t.

Observemos que si t — +oo, entonces z(t) — 0, e y(t) — +oo. Por otro lado, si
t — —o0, entonces z(t) — 400, e y(t) — 0.

= La poblacion al cabo de un ano sera de

z(12) 2.3 x 1071 4(12) =~ 1.3 x 10"

» El plano fase lo construimos haciendo uso del programa Mathematicag).

<< Graphics‘PlotField’
PlotVectorField[{—3x,2y}, {x, —25,25}, {y, —25,25}]
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Figura 4.2. Plano fase y curva solucién para el sistema.

= Esinmediato comprobar que las tinicas soluciones constantes son x(t) = 0 e y(t) = 0.
Por tanto, el (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. En la Figura 4.2 podemos
observar que en la direccién del eje de abscisas el origen es un sumidero. En cambio,
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segun el eje de ordenadas el (0,0) es una fuente. A este tipo de puntos de equilibrio
se le conoce con el nombre de punto de silla. Ademads, el punto de equilibrio es
inestable.

Como en este ejercicio

dy/dt dy 2y
de/dt  dr -3z

3 2
——dy = —dx,
Y x

es una ecuacion diferencial de variables separables, entonces es posible encontrar de
forma explicita la ecuacién de las trayectorias (las curvas solucién del sistema).

—3In|y| =2In|z|+In|k] = y3=ka?,

o bien,
1

T
De todas ellas, la solucién particular (0) = 10, y(0) = 5 corresponde a ¢ = 5+v/100.
Es decir

EJERCICIO 90 Una poblaciéon de zorros y otra de conejos conviven en un
territorio. La velocidad de crecimiento de la poblacion de conejos es pro-
porcional al nimero de individuos, con constante de proporcionalidad de 5,
menos una cantidad fija de 10 individuos que son cazados. La variacién de la
poblacion de zorros es de 3 veces la poblacion de conejos mas dos veces la de
zorros. Plantear y resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, sabiendo
que hay una cantidad inicial de 1000 conejos y 100 zorros.

La situacién planteada puede modelarse por el sistema,

{ 2/ (t) = bxz(t) — 10
y'(t) = 3z(t) + 2y(t)

La primera de las ecuaciones, que nos proporciona la evolucién de los conejos, es de
variables separables,

R — Z = Z —10) =
; or —10 = 5 / 5 10 /dt = 5 In(5z 0)=t+C4

Despejando el valor de z(t),
In(5z —10) =5t +Cy = x2(t) =2+ Ke
podemos determinar el valor de la constante k, a partir del valor inicial,

2(0)=1000 =2+ K = k=0998.
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La cantidad de conejos para un momento cualquiera ¢ viene dada por la expresion,

z(t) = 2+ 998¢° .

Si sustituimos este valor de z(t) en la segunda de las ecuaciones diferenciales, obte-
nemos la ecuacion lineal de primer orden,

Y =642994¢> +2y = y — 2y =6+ 2994¢™
que tiene como factor integrante a la funcion,
p(t) =e
Si multiplicamos la ecuacién diferencial lineal por el factor integrante, tenemos
(y e_Qt)/ = 6e 2! 4 2994¢%

Integrando en los dos miembros,

2994
ye M ==3e7M 4 e+ 0y = y(t) = =3+ 998¢” 4 Cye

Por ultimo, determinamos el valor de la constante C3, para encontrar la cantidad de
zorros existente en cualquier momento t,

y(0) =100 = —34998+C5 = C3=-895 = |y(t)=—3+ 998¢> — 895¢2" .

EJERCICIO 91 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos espe-
cies animales, inicialmente integradas por 5 y 10 individuos respectivamente.
La dinamica del sistema esta gobernada por

medido el tiempo ¢t en anos.

dH)=2 = —af)
) =2 = —ay)

Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
Encontrar el nimero de individuos al cabo de un 5 ano.
Encontrar y analizar el plano fase.

Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

El sistema anterior puede escribirse matricialmente

(o) =(s ) ().
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Los valores propios de la matriz anterior son

A:={{-1,0},{0, —4}}

Eigenvalues|[A]

{-1,-4}. Es decir, dos valores propios reales diferentes de signo negativo. Es de esperar
dos soluciones en lineas rectas que tiendan a cero cuando t — oco.

Los vectores propios asociados son
Eigenvectors[A]
{{1,0},{0,1}}. En consecuencia, la solucién general viene dada por
z(t) N\ _, (1 4 (0 z(t) = ke
(3 )= (o) v (V) = {0 Sk

Encontramos k1 = 5 y ko = 10 a partir de las condiciones iniciales z(0) = 5 e
y(0) = 10. Por tanto, z(t) = 5e =3 e y(t) = 10e?.

= La poblacién al cabo de cinco anos sera de

z(5) = 5e 3 ~ 0.0336897, y(5) = 10e* ~ 2.06115 x 1078

= A continuacién construimos el plano fase

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{—x, —4y}, {x, —25,25}, {y, —25,25}]
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Figura 4.3. Plano fase y curva solucién para el sistema.

» Es facil comprobar que el (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. En la Figura 4.3
podemos observar que en la direcciones de los ejes, el origen es un sumidero. En este
caso, el origen es un punto de equilibrio estable. A largo plazo, independientemente
de las condiciones iniciales, las dos especies desapareceran.
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Como en el ejercicio anterior,

dy/dt dy —4y 1 4
de/dt dr  —x ~ y y=2t

es una ecuacion diferencial de variables separables. Podemos encontrar la ecuacién
de las trayectorias

Inly| =4In|z| +In|k| = y=kat,
La solucién particular 2(0) = 5, y(0) = 10 corresponde a k = 10/5*. Es decir

10
y(z) = ?x‘l.

EJERCICIO 92 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos espe-

cies

La dinamica del sistema esta gobernada por

medido el tiempo ¢t en anos.

animales, inicialmente integradas por 5 y 5 individuos respectivamente.

x’(t):% = 2z(t)+ 2y(t)
YO =2 = w0+ 390

Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
Encontrar el nimero de individuos al cabo de 3 anos.
Encontrar y analizar el plano fase.

Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

Estamos ante el sistema de ecuaciones diferenciales lineales siguiente:

(x’(t)>_<2 2><x(t)>
y'(t) 13 yt) )
Para resolverlo encontramos los valores propios de la matriz

A:={{2,2},{1,3}}

Eigenvalues|A]

{4,1}. Es decir, dos valores propios reales con signos positivos. Siendo sus vectores
propios asociados
Eigenvectors[4]

{{1,1},{-2,1}}. En consecuencia, la solucién general del sistema es

(58)-mer () () = {5288



84

Tema 4 Modelos basados en sistemas de E.D.O

Las soluciones en lineas rectas las obtendremos suponiendo que k1 = 0 y a conti-
nuaciéon ko = 0.
Siki=0 = y=-%

Sikob=0 = y==z

La solucién particular pedida, la deducimos de las condiciones iniciales x(0) = 10 e
y(0) = 5. Por tanto, k1 =5, ko = 5, y en consecuencia, x(t) = 5e*! e y(t) = 5et.

» La poblacién en el tercer afo serd z(3) = y(3) = 813774.

» El plano fase lo construimos haciendo uso del programa Mathematicag).

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{2x + 2y,x + 3y}, {x, —25, 25}, {y, —25, 25}]
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Figura 4.4. Plano fase y curvas solucién y = z, y = —0.5z.

» Las unicas soluciones constantes son z(t) = 0 e y(¢t) = 0. Por tanto, el (0,0) es un
punto de equilibrio del sistema. En la Figura 4.4 podemos observar que el origen
es una fuente, todas las soluciones se alejan del origen cuando el tiempo crece.
Ademis, el punto de equilibrio es inestable.

Veamos ahora que en este caso es imposible obtener una expresiéon explicita de las
orbitas o trayectorias. Razonando de manera similar a los ejercicios anteriores,

dy/dt —dy  x+3y
= T o o 22 4 2y)dy = d
dojdt —dn amtay (Gt 2y)dy=(z+3y)de,

es una ecuacién diferencial homogénea de grado uno. Para resolverla, es necesario
dividir la ecuacién diferencial por = y hacer posteriormente el cambio y/x = z, con

lo cual dy = xdz 4 zdz. Sustituyendo
(1+32)dz = (2 + 22)(xdz + zdx) = (1+2—22%)dzx = (2 + 22)zdz,

se convierte en una ecuacién diferencial de variables separables

1 2+ 2z

r=-—"" _dz.
x 1+ 2 — 222
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Procedemos a descomponer la fraccién que aparece en el segundo miembro, como
suma de fracciones simples

2+22 142 o 4/3 1/3
1+2-222 (z—1)(2+05)  z—1 2z+05"
Integrando
1 2+22’ 4/3 1/3
/xdz:/l—kz—Zz?d'z = Infz| =— [ Hdz+ [ Fzdz

=—2ln[z— 1|+ +In|z 4+ 0.5]
Deshaciendo el cambio anterior
4 1
njz)=—-m|Z -1+ - +05/+k,
3 T 3 T

donde puede apreciarse las dificultades de poder encontrar una expresién explicita
del tipo y = p(x).

EJERCICIO 93 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos espe-
cies animales, inicialmente integradas por 5 y 5 individuos respectivamente.
La dindmica del sistema esta gobernada por

medido el tiempo ¢ en meses.
1.- Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
2.-
3.- Encontrar y analizar el plano fase.

4.- Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

x/(t):% = —2z(t) —3y(t)
y/(t):% = 3z(t) —2y(t)

Encontrar el nimero de individuos al cabo de un ano.

Empezamos escribiendo el sistema matricialmente

<:c’(t))_(—2 —3><x(t)>
y'(t) 3 =2 y(t) ) -
Para resolverlo es necesario encontrar los valores propios de la matriz

A= {{-2,-3},{3,—2}}

Eigenvalues|[A]
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{-2+3i, -2-3i}. Es decir, dos nimeros complejos conjugados. Siendo sus vectores
propios asociados

Eigenvectors[A]

{{i,1},{-1,1}}. Para poder encontrar la solucién general del sistema, necesitamos co-
nocer dos soluciones particulares linealmente independientes. Para ello, procedemos
de la manera siguiente:

< ;Eg ) = (-2+3)t ( Zl > = 72! (cos 3t + i sen 3¢) < i > .

Multiplicando

z(t) = e " (—sen 3t + i cos 3t)
y(t) = e=2! (cos 3t + i sen 3t)

La solucién general vendra dada por

x(t) \ _, o ( —sendt _o { cos3t
( y(t) > - kle cos 3t T k2€ sen 3t ) kl? k2 € ]1:{7

o bien
2(t) = —k1e~* sen 3t + koe 2! cos 3t
y(t) = kie * cos3t + koe * sen 3t

De todas ellas, la que pasa por el punto (z(0),y(0)) = (5,5) corresponde a k; =5y
ko = 5.

= El nimero de animales al cabo de 1 ano sera,

2(12) = —5e 24 sen 36 + 524 cos 36
y(12) = 5e=2* cos 36 + 524 sen 36

=  Observemos que ahora no existen soluciones en linea recta, ya que si k1 = 0, entonces
x(t) = koe * cos3t, y(t) = koe ! sen 3t
y no podemos expresar y = cte x.
= Este hecho se observa facilmente si dibujamos el plano fase.

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{—2x — 3y, 3x — 2y}, {x, —25,25}, {y, —25, 25}]
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Figura 4.5. Plano fase.

La figura siguiente muestra la evolucién a lo largo del tiempo de las soluciones
x(t) = 5e 2 cos 3t e y(t) = 5e~ ! sen 3t.

Las dos poblaciones se extinguen a largo plazo.

1) (]

-0.05

Figura 4.6. Curvas solucién z(t), y(t).

En la Figura 4.5 se aprecia que el punto de equilibrio (0.0) es un sumidero en
espiral.
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EJERCICIO 94 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos espe-
cies animales, inicialmente integradas por 6 y 9 individuos respectivamente.
La dinamica del sistema esta gobernada por

()= = () +y() »
=2 = gy

medido el tiempo ¢ en meses.
1.- Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
2.- Encontrar el nimero de individuos al cabo de un ano.
3.- Encontrar y analizar el plano fase.

4.- Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

» Tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales

<x’(t))_(—2 1><x(t)>
y'(t) 0 -2 y(t) )
Si encontramos los valores propios de la matriz que define el sistema

A:={{-2,1},{0,—2}}

Eigenvalues|A]

{-2, -2}. En este caso, sélo existe un valor propio que es un nimero real positivo.
Los vectores propios asociados son

Eigenvectors[A]

{{1,0},{0,0}}. Existe un tnico valor propio linealmente independiente. Ahora, sélo
podemos encontrar la solucién

o bien
() = e, y(t)=0.

Observemos que el eje de abscisas (y = 0) es una recta solucién del sistema. Para
el resto de las soluciones, no podemos encontrar la solucién general, pero podemos
analizar el sistema de manera cualitativa.

» Empezamos dibujando el plano fase.

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{—2x +y, —2y}, {x, —25,25}, {y, —25,25}
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Figura 4.7. Plano fase.

Podemos observar, que el origen es un sumidero. Si empezamos con unas condiciones
iniciales (z(0),y(0)) que no se encuentren sobre uno de los ejes, entonces la érbita
gira y llega al origen en direccién tangente a la solucién en linea recta (y = 0). El

punto de equilibrio (0,0) en una fuente en espiral.

Por tdltimo, encontremos la solucién general del sistema (4.1). De la segunda ecuacién

deducimos
y' =2y = y(t)=ke*,

sustituyendo este valor en la primera de las ecuaciones
¥ =-2r+ke? = 2 +2%= kle*%,
que es una ecuacion diferencial lineal.
pu(t) = o 2dt _ e%,
multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante pu(t),
et 42! =k = ze?l=kit+ky = x=kite ? + koe ¥
En resumen, la solucién general viene dada por
x(t) = kite ™ + koe 2 y(t) = kie .

La solucién particular pedida (z(0), y(0)) = (6, 9) corresponde a ky = 6, k1 = 9.

z(t) = 9te 2 + 6%, y(t) = 9e~ 2

Al cabo de un ano, el nimero de animales sera de

2(12) =~ 4.30365 x 1077, y(12) ~ 3.39762 x 10~ °
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EJERCICIO 95 Sean z(t), y(t) las poblaciones de dos especies que compiten
por recursos. Un incremento en cualquier especie tiene un efecto adverso
sobre la razén de crecimiento de la otra. En concreto

dr _
dt

z'(t) = 2z <1 - g) —xy

0 =n(1-3) 20

Analizar el comportamiento a largo plazo de ambas poblaciones.

= Supongamos en primer lugar que y = 0, entonces el sistema se reduce al modelo
logistico 2/(t) = 2z(1 — x/2). La linea fase de esta ecuacién coincidird con el eje
de abscisas del plano fase. Del mismo modo, si z(¢) = 0, entonces estamos ante el
modelo logistico y/(t) = 3y(1 — y/3), y de nuevo su linea fase coincidird con el eje
de ordenadas del plano fase. En consecuencia, tenemos los puntos de equilibrio

P =(0,0), P=(2,0), P3=(0,3).

Existe otro punto de equilibrio Py = (1, 1) que se obtiene resolviendo el sistema:

Por el teorema de unicidad de las soluciones, si partimos de condiciones iniciales
situadas en el primer cuadrante (en el resto de los puntos no tiene sentido biolégi-
co), las 6rbitas deben de permanecer siempre en esta region.

De los cuatro puntos de equilibrio el P, presenta especial interés, ya que nos informa
de que las dos especies pueden convivir.

Para realizar el estudio cualitativo del sistema, tenemos que representar y = 2 —x e
y = 3 — 2x. Estas rectas se cortan en el cuarto punto de equilibrio y divide al primer
cuadrante en cuatro regiones.

El crecimiento o decrecimiento de las soluciones z(t) e y(t) puede estudiarse facil-
mente analizando el signo de sus primeras derivadas. Para ello, escribimos el sistema
como

d(t)=z(2-z-y)
{ \ \ (4.2)
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Figura 4.8. Plano fase del sistema.

Para puntos situados en la regién A, tanto 2/(t) como y'(t) son positivas, y por lo
tanto, las dos poblaciones aumentan. Si nos trasladamos a la segunda de las regiones
B, entonces x(t) disminuye e y(t) aumenta. Para puntos situados en C, disminuyen
ambas poblaciones. Finalmente en D, la poblacién z(t) aumenta y disminuye y(¢).
En la figura siguiente hemos dibujado en el plano fase algunas de las trayectorias.

Figura 4.9. Orbitas del sistema.

Observemos como el punto de equilibrio (1, 1) es un punto de silla. Los dibujos

sugieren que las soluciones que no tienden al (1, 1) lo hacen hacia (0, 3) o bien al
(2, 0).

Conclusién: la mayor parte de las soluciones tienden a una poblacién de equilibrio
con una especie extinta y la otra en su capacidad de carga. La separatriz estable del
punto de silla (1, 1) divide los dos comportamientos a largo plazo del modelo.
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EJERCICIO 96 Supongamos una epidémia que se desarrolla sobre una po-
blacién aislada sometida a las siguientes hipdtesis:

Los individuos se infectan a una velocidad proporcional al producto del
numero de individuos infectados por el niimero de individuos suscepti-
bles.

La longitud del periodo de incubacién es despreciable. Las personas
infectadas se convierten inmediatamente en infecciosas.

Por término medio, un individuo infectado muere o se recupera a los
diez dias.

Nadie esta enfermo inicialmente.

Las personas infectadas no procrean pero los individuos susceptibles
tienen una tasa de nacimiento de 0.0003 por individuo y ano. Los recien
nacidos son susceptibles.

Sean z(t) e y(t) el nimero de personas susceptibles e infectadas, respectivamente,
en el tiempo t. El sistema de ecuaciones diferenciales que representa a esta situacién
es:

da(t
ﬁ):xﬁ%:<My+0m%x
dy(t)

Y — y/(t) = Axy — 0.1

o V() =Xy -01y

Supongamos que A = 0.05, entonces podemos analizar el plano de fases del modelo,

f(z,y) = 0.0003z — 0.05zy = 0.052(0.03 — y)

g(z,y) = 0.05xy — 0.1y = 0.05y(x — 2) (4.3)

—N—
< 5
— =
~ "~
S—
Il

Los puntos de equilibrio del modelo, las soluciones constantes, se obtienen resolvien-
do el sistema de ecuaciones no lineal:

f(1:7y)20; g(SU,y):O,

cuyas soluciones son

P =(0,0); P,=(2,0.03).

Las isoclinas nulas son aquellas donde z/(t) = f(x,y) = 0, cuando una de las trayec-
torias atraviesa una de estas lineas, entonces el valor de la derivada en ese punto es
cero. En nuestro caso, la representacion grafica de estas isoclinas son rectas vertica-
les. Por lo tanto, cuando una trayectoria atraviesa a una de estas isoclinas nulas, sélo
puede hacerlo si se mueve en una direccion vertical en el momento de atraversarla.
Un razonamiento similar puede hacerse respecto de la isoclina nula correspondiente

ay =g(z,y) =0.
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El punto de interseccion de las isoclinas nulas son los puntos fijos o de equilibrio del
modelo. Cuando se alcanza uno de estos puntos, entonces las trayectorias perma-
neceran en ese punto para el resto del tiempo. Las regiones del plano OXY donde

2'(t) < 0y donde y/(t) > 0, estdn siempre separadas por z-isoclinas nulas. Y evi-
dentemente igual en el caso de la variable y(t).

Si clasificamos los puntos de equilibrio a través de la matriz jacobiana:

J(z.y) = Qi) 2L N 70,0003 - 0.05y 005z
T ez dalew) | 0.05y 0.05z — 0.1

particularizamos para cada uno de los puntos de equilibrio,

0.0003 0
J(O’O):< 0 —0.1)

un valor propio es positivo y el otro es negativo. En consecuencia, el punto de
equilibrio (0,0) es un nodo inestable.

De manera similar,

~0.0012  —0.1
J(2’0‘03):< 0.0015 0 >

que tiene por valores propios los niimeros complejos conjugados —0.0006+0.01223274.

El punto fijo (2,0.03) es un foco estable, las soluciones se mueven en espiral alrededor
del punto de equilibrio.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 97

1.- Encontrar todos los puntos de equilibrio para los sistemas siguientes.

Explicar la importancia de estos puntos para las poblaciones de presa y
depredadores.

dx T dx Ty
=10z (1- =) -2 03—
dt 0 ( 10) Ozy dt 0 100
(a) . (b)
Yo syt A 5y (1- L) 42
dt oy + 20 dt 5y( 15) + 25zy

Dos depositos A de 45 metros ciibicos de capacidad y el B de 24 metros
cuibicos, estan conectados entre si tal y como indica la Figura

12 m3 /min

10 m3 /min

Las velocidades representadas en la Figura son las del agua que fluye
continuamente por el sistema. Si inicialmente se deposita 1 kilo de sal en
el depédsito B y en el A se estan anadiendo de forma continua 3 kilos de
sal por minuto desde el exterior.

= Encontrar las cantidades de sal en los depdsitos A y B en un minuto
cualquiera ¢

= Estudiar el comportamiento a largo plazo del sistema

Dos tanques se colocan en posicion de cascada. El tanque 1 contiene
inicialmente 20 libras de sal disuelta en 100 galones de salmuera y el
tanque 2 contiene en un principio 150 galones de solucién salina en la
que se han disuelto 90 kilos de sal. Al tiempo cero, se agrega al tanque
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1 una solucién salina que contiene 0.5 libra de sal por galén a razén de 5
galones/minuto. El tanque 1 tiene una salida que descarga solucién salina
en el tanque 2 a razén de 5 galones/minuto y el tanque 2 tiene también
una salida de 5 galones/minuto. Determinar la cantidad de sal que hay
en cada uno de los tanques para cualquier tiempo ¢t > 0. Calcular cuando
sera minima la concentracion de sal en el tanque 2, y cuanta sal hay en
el tanque en ese momento.

Sean z(t), y(t) las poblaciones de dos especies que compiten por los re-
cursos disponibles. Un incremento en cualquier especie tiene un efecto
adverso sobre la razén de crecimiento de la otra. En concreto

&= a/(t) =2z —a® —xy

@ =y t) =3y —y* - 2xy
Analizar el comportamiento a largo plazo de ambas poblaciones

Sean x(t) y(t) las poblaciones de dos especies que compiten por los re-
cursos disponibles. El modelo que representa a estas dos poblaciones en
competencia es:

{ 2(t) = (4 — 22(0)a(t) + o(t)y(t)
y(8) = (4 - 2y(O)y(t) + 2Dy (t)

Realizar un estudio cualitativo del modelo para estudiar el comporta-
miento a largo plazo de las poblaciones.

En un acuario disponemos de una poblacién de dos tipos de peces que
compiten entre si. El modelo que representa a estas dos poblaciones en
competencia es

{ o' (t) = x(t) — 0.52%(¢) — 0.2x(t)y(t) (4.4)
y'(t) = 1.2y(t) — 0.4y%(t) — 0.3z(t)y(t) '

donde y(t) representa a una poblacién de peces y z(t) a otra poblacién
diferente de peces.

= Explicar el significado “biolégico”de las ecuaciones (4.4).
= Encontrar los puntos de equilibrio del modelo

= Si inicialmente las poblaciones son z(0) = 2, y(0) = 1, ;aumentan o
disminuyen ambas poblaciones?

Dos poblaciones z(t), y(t) evolucionan segun el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales:
{ Z(t)=x—-1

y(t)=y—2x—-1.

= Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.
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= Si los valores iniciales son z(0) = 1, y(0) = 3, ;cudl sera el valor de
z(5) y de y(10)? Razona la respuesta.

8.- Las funciones z(t);y(t) representan los efectivos de dos especies anima-
les inicialmente integradas por 20 y 10 individuos respectivamente. La
dinamica del sistema esta gobernada por el siguiente sistema lineal de
ecuaciones diferenciales:

{ z'(t) = y(t)
y'(t) = —2x(t) + 3y(t)

medido el tiempo t en anos. Encontrar el niimero de individuos para t =5
anos.

9.- Se considera el siguiente modelo de interaccion entre especies,

{ 2 (t) = (8 — 2z — 3y)x
y'(t) = (4 -2z —y)y

donde z(t) e y(t) representan al niimero de individuos de cada especie
medido en miles de unidades.

= Determinar el comportamiento de cada una de las especies en au-
sencia de la otra.
= Calcular, caso de existir, los puntos de equilibrio.

= Si se dispone del siguiente dato inicial: z(0) = 2; y(0) = 1, encontrar
la direccién de crecimiento o decrecimiento (estudio cualitativo del
modelo).

= A laluz del apartado anterior, discutir de forma razonada si el estado
de coexistencia es estable o inestable.

10.- Sea el modelo,

{ 2/ (t) = 0.2z(t) — 0.05z(t)y(t) (4.5)

y'(t) = —0.1y(t) + 0.2x(t)y(t)
donde y(t) representa a una poblacién de peces y z(t) a otra poblacién
diferente de peces.

= Explicar el significado “biolégico”de las ecuaciones (4.5).

= Realizar el estudio cualitativo de (4.4), para analizar el comporta-
miento “a largo plazo”de ambas poblaciones.
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METODOS NUMERICOS

EJERCICIO 98 Sea el problema de valor inicial:

dy

o = -y, y(0)=2.

Encontrar y(1) utilizando el método de FEuler de paso h = 0.2

= La ecuacién diferencial permite ser resuelta por diversos métodos de integracién,
siendo su solucién general

yt)=t—1+ce ", ceRR.
La solucién particular que pasa por y(0) = 2 es
y(t) =t —1+3e!

En consecuencia

ly(1) = 1.10364 |

= A continuacién vamos a utilizar el método de Fuler

yk+1:yk+hf(tkayk)7 k:O,172,"‘,Tl—1

para encontrar un valor aproximado de y(1). En este ejercicio,

h=02 n=5, flt,yy=t—y, (to,y0)=(0,2).
De esta manera:

¥(0.2) =y1 =yo + h f(to,y0) =24 0.2(0.0 - 2) = 1.6

(to, Yo)
(t1,91)
=y3=1yo +h f(ta,y2) = 1.32 + 0.2 (0.4 — 1.32) = 1.136
(ts3,y3)
(ta,ya)

y(0.4) =yo =y + h f(t1,11) = 1.6 + 0.2 (0.2 — 1.6) = 1.32
y(0.6) =

y(0.8) = y4 = y3 + h f(ts,y3) = 1.136 + 0.2 (0.6 — 1.136) = 1.0288
(1.0)

=ys =ys+ h f(ts,ys) = 1.0288 4 0.2 (0.8 — 1.0288) ={0.98304

Y
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El error que se comete serd de 1.10364 — 0.98304 = 0.1206, o en forma de porcentaje

|1.10364 — 0.98304]

= 0.1092 10.92% .
110364 0.109 = 0.92%

» El ejercicio también puede ser resuelto haciendo uso del Mathematicag. Empezamos
introduciendo los datos,

flty]i=t—y;

a=0;
b=1;
datos = {2.};
n=>5;
h=(b—a)/n;

nodo = Table[a + ih, {i,0,n}];

A continuacion aplicamos el método de Fuler y guardamos los resultados en la lista
que tiene por nombre datos.

For[i =2,1 <=n+ 1,1+ +, AppendTo[datos, datos[[i — 1]]+
hf[nodo[[i — 1]],datos[[i — 1]]]]];

La respuesta a nuestro ejercicio sera

Table[{nodol[i]], datos[[i]]},{i,n + 1}]

{{0.,2.},{0.2,1.6},{0.4,1.32},{0.6,1.136}, {0.8,1.0288}, {1.,0.98304}} . |

Estos datos podemos representarlos a través de la siguiente instruccion:

aproximada = ListPlot[Table[{nodo[[i]], datos[[i]]}, {i,n+ 1}],
PlotJoined— > True]

El resultado puede verse en la Figura 5.1.

Figura 5.1. Rojo: solucién aproximada. Azul: solucién exacta.
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= También podemos resolver el problema de valores iniciales con las siguientes instru-
cciones.
solucion = DSolve[y'[t] ==t — y[t], y[t], t]
solecuacion = y[t]/.solucion[[1]]
constante = Solve[(solecuacion/.t — 0) == 1,C[1]]
solucionexacta = solecuacion/.constante[[1]]

Finalmente dibujamos la solucién exacta (ver Figura 5.1.)

graficaexacta = Plot[solucionexacta, {t,a,b},
PlotStyle — {Dashing[{0.02,0.02}]}];

y superponemos las dos gréficas:

Show|aproximada, graficaexactal;

EJERCICIO 99 Utilizar el método de Fuler para aproximar la solucién del
problema de valor inicial:

d

con n = 10.

» La ecuacion diferencial es lineal de primer orden. La solucién exacta del ejercicio
viene dada por

y(t) = (t+1)> = 05" = |y(2) =53054720.|

= Si utilizamos el método de Fuler con
h=02, n=10, f(ty)=y—t*+1, (to,y0) = (0,0.5),

obtenemos los valores reflejados en la Tabla 5.1.

0.0 | 0.5000000 | 0.5000000 0.0000000
0.2 | 0.8000000 | 0.8292986 0.0292986
0.4 | 1.15200000 | 1.2140877 0.0620877
0.6 | 1.5504000 1.6489406 0.0985406
0.8 | 1.9884800 | 2.1272295 0.1387495
1.0 | 2.4581760 | 2.6408591 0.1826831
1.2 | 2.9498112 | 3.1799415 0.2301303
1.4 | 3.4517734 | 3.7324000 0.2806266
1.6 | 3.9501281 4.2834838 0.3333557
1.8 | 4.4281538 | 4.8151763 0.3870225
2.0 | 4.8657845 | 5.3054720 || 0.4396874

Tabla 5.1.
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Observemos como los errores crecen a medida que aumentamos los valores de ty.
Esto es consecuencia de la poca estabilidad del método de Fuler.

EJERCICIO 100 Aplicar el método de FEuler con h = 0.1, para calcular un
valor aproximado de y(1) del problema,

y' =—-2ty, y0)=1.

s Es facil comprobar que y = e_tQ, es la solucion del problema de valor inicial. Por

tanto

y(1) = 0.3678794412]

» Tomamos el intervalo [0, 1] y lo dividimos en diez partes. Obtenemos de esta manera
la particién ¢; con j = 0,1,2,---,10. Si aplicamos el método de Euler

yk—‘rl:yk+hf(tk7yk):yk_2htkyka k:O71727”'797

con yo = y(0) = 1, entonces obtenemos los valores que aparecen en la Tabla 5.2.

’ tk ‘ Yk ‘ ERROR H tk ‘ Yk ‘ ERROR ‘
0.0 | 1.00000 | 0.00000 | 0.6 | 0.73224 | 0.03456
0.1 | 1.00000 | 0.00995 || 0.7 | 0.64437 | 0.03174
0.2 | 0.98000 | 0.01921 0.8 | 0.55416 | 0.02686
0.3 | 0.94080 | 0.02686 | 0.9 | 0.46549 | 0.020637
0.4 | 0.88435 | 0.03220 || 1.0 | 0.38170 | 0.01382
0.5 | 0.81360 | 0.03480 - -

Tabla 5.2.

=  Podemos comprobar como el error crece cuando aumentamos el valor de k. Utilizando
el software adecuado es facil ver que y100 = 0.3691201 es un valor aproximado de
y(1). Ahora, el error cometido es [0.3691201 —0.3678794| = 0.0012406, que es mucho
menor que cuando el paso era h = 0.1

Figura 5.2. Rojo: valor exacto. Azul: valor. aproximado.
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EJERCICIO 101 Resolver el problema de valor inicial

dy

= =t 0) =2
. y, y(0) :

utilizando el método de Tuylor de segundo orden y con un paso h = 0.2.

= Sabemos que para este método

h? [ df(t,
yk+1:yk+hf(tk7yk)+2,<f(dty)> , k=0,1,---,n,
’ (t]myk)
donde
df(t,y) _ 0f(ty)  Of(t.y)dy
dt ot oy dt’
En nuestro caso,
df (t, y)
=1-t
dt +y7

y en consecuencia

h? [ df(t,
=02 =+ bl + 5 (TG
’ (to:%0)

h2
=yo + h(to — yo) + 5(1 —to+ o)

0.22
:2+0.2(0—2)+7(1—0+2) = 1.66.

Del mismo modo

n? [ df(t,
yo = y(04) =y + bty + - (FEY)
2! dt (t1,y1)

h2
=y +h(tt —y1) + 5(1 —t1+y1)

0.22
= 1.66 4+ 0.2(0.2 — 1.66) + 7(1 —0.2+1.66) = 1.4172.

Aplicando de forma reiterativa este proceso obtenemos

ys = y(0.6) = 1254, yy =y(0.8) = 1.15637,, |ys = y(1) = 1.11222

El error absoluto que cometemos es 1.11222 —1.10364 = 0.00858, y un error porcen-
tual del 0.78 %.
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» A continuacién resolveremos este mismo ejercicio con Mathematicag. Las primeras
instrucciones corresponden a la introduccion de los datos.

y'[t] =t —ylt];

a=20;
b=1;
n = b;

datos = {2.};h = (b — a)/n;
nodo = Tablela + ih, {i,0,n}|;

Ahora, tenemos que construir las funciones que nos dan las derivadas primera y
segunda de cualquier solucién de la ecuacion diferencial asociada a nuestro problema.

dy1 = y'[t];

dy2 = D[y'[t], t];
sifu, v ] :=dyl/{y[t]- > v,t— > u}

s2[u,v_] := dy2/.{y[t]— > v,t— > u}

Posteriormente construimos las aproximaciones, programando el método de Taylor

For[i =2,i <=n+1,i+ +,aux = datos|[i — 1]]+
h * si[nodo[[i — 1]],datos[[i — 1]]]+
(h?/2)s2[nodo|[i — 1]],datos|[i — 1]]];
AppendTo[datos, aux][;

El resultado puede visualizarse a través de la instruccion

Print[Table[{nodol[[i]], datos[[i]]}, {i,n + 1}]]

{{0.,2.},{0.2,1.66}, {0.4,1.4172},{0.6,1.2541}, {0.8, 1.15637}, {1., 1.11222} } |

EJERCICIO 102 Aplicar el método de Taylor de 6rdenes dos y cuatro al
problema de valor inicial

d
£=y':y-t2+1, 0<t<2, y(0)=05,

con n = 10.

» Empezamos analizando el caso de orden dos. Para ello necesitamos conocer

dft,y(t)) _ d

= (y-t+1) =y —2t=y—t*+1-2t 5.1
dt gVt =y y—tt+ : (5.1)
con lo cual podemos aplicar
h? [ df(t,
Yr+1 = Yk + hf bk, yk) + o5 it.y) ., k=0,2,-.,n,
2! dt
(thyk)

y obtenemos los valores que aparecen en la Tabla 5.3.



’ tr \ Yk \ ERROR H 17 \ Yk \ FERROR
0.0 | 0.5000000 0 1.2 | 3.1913480 0.011465
0.2 | 0.8300000 | 0.0007014 || 1.4 | 3.7486446 0.0162446
0.4 | 1.2158000 | 0.0017123 || 1.6 | 4.3061464 0.0226626
0.6 | 1.6520760 | 0.0031354 || 1.8 | 4.8462986 0.0311223
0.8 | 2.13233327 | 0.0051032 || 2.0 | 5.3476843 | 0.0422123
1.0 | 2.6486459 | 0.0077868 - -

Tabla 5.3.

Para aplicar el método de Taylor de orden cuatro previamente necesitamos conocer

las siguientes derivadas,

f(ty(t) d
A

Pf(tyt) d
@V

y sustituir en la expresién

Ykt1 = Yk +hf(te, yr) +

Pl -2 =y —2—2=y—t>—2t—1

22 —1)=y —2—-2=y—t>—2—1

2!

4!

s <d3f(t,

dt3

h? (df(t,y)
(45

y))
(tr,yk)

_l’_
><tk,yk> 3!

h3

Un valor aproximado de y(0.2) lo calculamos como

Y1 =

= 0.82930.

Aplicando de forma reiterada la férmula anterior, obtenemos los valores que aparecen
en la Tabla 5.4.

d*f(t,y) >
A/ )

0.5 4 0.1£(0,0.5) + % 1/(0,0.5) + % £7(0,0.5) + %L (0, 0.5)

|t |  w | ERROR | t; | Uk | ERROR |
0.0 [ 0.5000000 0 1.2 | 3.1799640 | 0.0000225
0.2 [ 0.8293000 | 0.0000014 || 1.4 | 3.7324321 | 0 .0000321
0.4 | 1.2140910 | 0.0000034 || 1.6 | 4.2835285 | 0.0000447
0.6 | 1.6489468 | 0.0000062 || 1.8 | 4.8152377 | 0.0000615
0.8 | 2.1272396 | 0.0000101 || 2.0 | 5.3055554 | 0.0000834
1.0 | 2.6408744 | 0.0000153 | - -

Tabla 5.4.
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EJERCICIO 103 Aplicar el método de Taylor de orden dos para calcular el
valor aproximado de y(1) en el problema de valores iniciales

y =-2ty, y(0)=1,

tomando h = 0.1.

» Calculamos la derivada de la funcién 3’ = f(¢, y) = —2ty, respecto de t.

df (t,y)
dt

=y (t) = —2y — 2ty = —2y — 2t(—2ty) = —2y + 4t%y.
En consecuencia,

W df (tx, yr) h?

Uk+1 = Yk + hf (e, uk) + 5 g U 2htryr + 7(—2% + 4thyk)

Los resultados que se obtienen pueden verse en la tabla siguiente.

’ tk ‘ Yk ‘ ERROR H tk ‘ Yk ‘ ERROR

0 |1 0 0.6 | 0.69550 | 2.17608927 x10~3
0.1]0.99 4.98337491x107° || 0.7 | 0.61009 | 2.53358646x10~3
0.2 | 0.96049 | 2.91439152x10~* || 0.8 | 0.52455 | 2.73462797x10~3
0.3 ] 0.91324 | 6.89686871x10~* [ 0.9 | 0.44209 | 2.76075569%10—3
0.4 | 0.85095 | 1.18536075x10~* | 1.0 | 0.36526 | 2.61864321 x10~ 3
0.5 | 0.77709 | 1.70555464 x10—3

EJERCICIO 104 Encontrar un valor aproximado de y(1), por el método de
Runga-Kutta de cuarto orden, del siguiente problema de valores iniciales

y=fty) =t—y, y0)=2,

con h =0.2

= En primer lugar debemos encontrar las constantes

k1 = f(to, yo) = £(0,2) =0~ 2= 2

h hk 0.2 . 0.2(-2)
= Syt ) = fO0+ 5,2 -1
ko f(t0+2,y0+ 2) J(O+ 5 2t — ) 7
h hk 0.2 0.2(—1.7
ks = fto+ 5 yo+ 52) = FO+ =, 2+(2)) — 173

ks = f(to+h, yo+ hks) = F(0+0.2, 2+ 0.2 x (=1.73)) = —1.454
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y a continuacion aplicar la férmula

h
Yk+1 = Yk + 5 (k1 + 2kg + 2ks + ka) ,

para saber un valor aproximado de y(0.2).

h
Yy = y0+8(1€1+2k2+2k3+k4) =

2
2+ 0?(—2 +2(—1.7) + 2(—1.73) — 1.454) = 1.6562

Repitiendo el proceso, obtenemos las aproximaciones

yo = y(0.4) = 141097, y3 = y(0.6) = 1.24645
ys = y(0.8) = 1.14801, y5 = y(1.0) = 1.10366..

El error que se comete es de 0.00001 y un error porcentual del 0.0009 %.

= A continuacién utilizaremos el programa Mathematicag).

fleyl=t -y

a=0;
b=1;
datos = {2.};
n=2>5;
h=(b—a)/n;

nodo = Table[a + ih, {i,0,n}];
For[i=2,i<=n+1,i+ +,

k1 = flnodol[i — 1]],datos[[i — 1]]|;
k2 = f[nodo|[i — 1]] + h/2,datos[[i — 1]] + (h/2)k1];

k3 = f[nodo|[i — 1]] + h/2,datos[[i — 1]] + (h/2)k2];

k4 = f[nodo|[i — 1]] + h,datos[[i — 1]] + hk3];
AppendTo[datos, datos[[i — 1]] + (h/6)(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)]];

e imprimimos los resultados

Print[Table[{nodo[[i]], datos][i]]}, {i,n + 1}]]

{{0.,2.},{0.2,1.6562},{0.4,1.41097}, {0.6,1.24645}, {0.8, 1.148}, {1., 1.10366} } |

EJERCICIO 105 Aplicar el método de Runge-Kutta de orden cuatro con h =
0.1 para obtener un valor aproximado de y(1) en el siguiente problema de
valor inicial,

y =—-2ty, y(0)=1.

= Utilizando el mismo procedimiento del ejercicio anterior se llega a la tabla:
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’ tk ‘ Yk ERROR H tk ‘ Yk ERROR ‘
0.0 | 1.00000 0.00000 0.6 | 0.69767 | 6.11067 x10~8
0.1 | 0.99004 | 4.15834x10~10 [ 0.7 | 0.61262 | 2.15806x10"
0.2 | 0.96078 | 3.91674x10~° || 0.8 | 0.52729 | 5.06502x10~"7
0.3 ] 0.91393 | 1.12525x10~° || 0.9 | 0.44485 | 9.70467x10~"7
0.4 | 0.85214 | 1.64987x10~° || 1.0 | 0.36788 | 1.62525x10°
0.5 0.77880 | 2.52770x1079 || - -

EJERCICIO 106 Aplicar el método de Runge-Kutta de orden cuatro para cal-
cular el valor aproximado de z(1) e y(1) en el problema de valores iniciales

{x’(t):f(t,az,y):—ély—l—cost ; 2(0)=0

<
~
—~
(58
~—

I

tomando h = 0.1.

= Tenemos que utilizar

h
Tpy1l = Tk + g(akl + 209 + 2a3 + Ozk4)

h
Ykt1 = Yk + 6(5141 + 28k + 2Bk3 + Bra)

donde
agr = f(te, Tr, Yr) Br1 = 9(te; T, i)
h hay hBk1 h haug hBk1
— f(t, 4+ = OkL —rkl — a(t, + =
Q2 f(k+2,56k+ 5 Ykt ) B2 g(k+2,$k+ 5 Ykt )
h hov hBs h hov hB
ak‘3:f(t1€+§axk‘+T25yk TQ) ﬁk?):g(tk—'_gvl‘k-'_ 22ayl€+ 22)

aps = f(ty + h, x4+ hogs, yr + hBi3) Bra = gty + h, x + hags, yi + hBks)

La tabla de las soluciones con h = 0.1 es la siguiente

’ 23 \ T Yk H 123 \ Tk Yk

0.0 | 0.00000 | 0.00000 || 0.6 | 0.43314 | 0.15432
0.1 | 0.09917 | 0.00498 | 0.7 | 0.44223 | 0.19829
0.2 | 0.19339 | 0.01967 || 0.8 | 0.42726 | 0.24196
0.3 | 0.27792 | 0.04333 || 0.9 | 0.38813 | 0.28293
0.4 | 0.34843 | 0.07478 || 1.0 | 0.32571 | 0.31881
0.5 | 0.40117 | 0.11242 | — — —
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 107

1.-

Considerar el problema de valor inicial:
y = f(t,y) =23 +12t2 —20t + 85, te[0,4], y0)=1.

l.a.- Encontrar la solucién exacta y(t).

1.b.- Supongamos que h = 0.1. Encontrar la solucién por el método de
Euler en los puntos 1, 2, 3 y 4.

l.c.- Representar en un mismo grafico, la solucion exacta y la solucion
aproximada.

Usar el método de Fuler para aproximar las soluciones para cada uno de
los siguientes problemas:

(a) o =tedt —2y , tel0,1], »0)=0, h=02
(b) y=1+@—-y)? , te2,3, y@2 =1, h=01

Resolver el ejercicio anterior haciendo uso del método de Taylor de orden
dos y de orden cuatro.

Usar el método de Taylor de orden dos para aproximar las solucién de
cada uno de los siguientes problemas de valor inicial:

(a) y’=<%>2+(%) , tel,14], y1)=1
(b) 3y =sent+e! , tel0,1.0], w0)=0, h=0.25

Considerar el problema de valor inicial:
! _ 0.8t _
y =f(t,y)=4e"" - 05y, te[0,4], y(0)=2

5.a.- Encontrar la solucién exacta y(t).

5.b.- Supongamos que h = 0.1. Encontrar la solucién por el método de
Runge-Kutta de orden cuatro, en el punto 4.

5.c.- Representar en un mismo grafico, la soluciéon exacta y la solucién
aproximada.
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