Tema 1

ECUACIONES DIFERENCIALES

EJERCICIO 1 Comprobar que la funcién y(t) = ct>+t+3 es una solucién
del problema de valor inicial

2y — 2ty +2y =6, y(0) =3, y'(0) =1, (1.1)

en —oo < t < oo, para cualquier valor del parametro c.

= Derivando y(t), sustituyendo en (1.1), y simplificando se obtiene
t2(2¢) — 2t(2ct + 1) +2(ct* +t +3) = 6.

Observemos que la solucién de la ecuacién diferencial (1.1) no es tnica (depende del
valor de ¢), aunque sus coeficientes y la funcién g(¢) = 6 son continuas para todo
valor de t. La pérdida de la unicidad se debe a que el coeficiente as(t) = t? se anula
ent=0.

EJERCICIO 2 Comprobar que y(t) = 3¢? + ¢ — 3t es una solucién del
problema de valor inicial

y' —dy=12t, y(0)=4, y(0)=1. (1.2)

» Derivando dos veces la funcién y(t),
y'(t) = 6e2 —2e72 — 3 y(t) = 122 + 4e 2. (1.3)
A continuacién, sustituimos (1.3) en (1.2)

(12e% + 4e™2) — 4(3e*" + 72t — 3t) = 12t.
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Ademas, es inmediato comprobar que y(0) =4, y'(0) = 1.

La ecuacién diferencial (1.2) es lineal, los coeficientes a9 = 1, a; = 0, ay = —4, y
la funcién g(t) = 12t son funciones continuas en cualquier intervalo que contenga al
valor t = 0. Por lo tanto, y(t) = 3¢ + e~2' — 3t es solucién tnica de (1.2).

EJERCICIO 3 Demostrar que la ecuacion diferencial de segundo orden
y' =9y =0

tiene dos soluciones

linealmente independientes.

» En primer lugar, es inmediato comprobar que y;(t) e y2(t) son soluciones de la
ecuacion diferencial. Su Wronskiano vale

6375 , e—3t

3e3t , _36—3t =—6 7é 07 Vt7

W, e ] = '

entonces y1,y2 forman un conjunto fundamental de soluciones en —oo < t < 00.

La solucién general de la ecuacién diferencial en (—o0,00) es

‘y(t) =cre¥ + e, ¢, € ]R‘

EJERCICIO 4 Demostrar que la ecuacién 3" — ¢y — 6y = 0 tiene dos
soluciones distintas de la forma y(t) = e*.

» Siy = e es una solucién para algunos valores de a, tenemos

sustituyendo en la ecuacién diferencial
(a?e™) — (ae™) — 6(e™) = e™(a® —a—6) =0,

que se satisface para a = 3 y a = —2. Luego y(t) = €3, y(t) = e2! son soluciones

de la ecuacién diferencial homogénea.



EJERCICIO 5 Dada la ecuacién diferencial

3" — 6ty + 12y = —4 + 12Int. (1.4)

(a) Comprobar que y,(t) = Int es una solucién particular de la ecuacién
diferencial (1.4).

(b) Comprobar que y,(t) = c;t? + cot® + c3t 2 es la solucién general de la
ecuacion diferencial homogénea asociada a (1.4).

(c) Encontrar la solucién general de (1.4).

(a) Sustituyendo y,(t) y sus derivadas en (1.4) se tiene

1 1 2 2 1
! o " o " - 3 _

(b) Por otro lado, es facil comprobar que yp,(t) = c1t% +cot +c3t =2 es la solucién general
de la ecuacion diferencial homogénea. Derivando

yp,(t) = 2c1t + 3eat? — 205t 73, yn(t) = 2¢1 + 6eat + Gegt ™, yp'(t) = 6co — 24cst ™,
y sustituyendo en t3y" — 6ty’ + 12y se obtiene,

t3(6cy — 24c3t ™) — 6t(2e1t + 3eat? — 2e3t™3) + 12(c1t? + eot® + e3t72) = 0.

(c) Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial (1.4) es

y(t) = c1t? + ot + st 2 +Int, c1,c0,c3€ R

EJERCICIO 6 Resolver el problema de valores iniciales siguiente:

Y +y=y(te” +1), y(0)=1.

= La ecuacion diferencial es del tipo de variables separables. En efecto, se puede escribir
como

d d
Y =yte’ = Loyt = Y oiea, (y+0).
dt Y
Integrando
d 1
/y :/tetht, = Inly| = e +e, ceR,
Y 2
o bien

2

y=ke:* | keR\{0} (k==%e). (1.5)
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La divisién por y al separar las variables nos obliga a considerar la funcién y = 0.
por otra parte, dicha funcién es también solucién de la ecuacién diferencial. Dicha
solucién se obtiene de (1.5) si admitimos el valor & = 0. Por tanto, la solucién general
sera

2
y=ke | keR (1.6)

Para determinar la solucién particular que verifica la condicién inicial y(0) = 1,
sustituimos los valores t =0, y = 1 en (1.6),

y0)=1 = 1=ke? = k=2

Sustituyendo en (1.6) obtenemos la solucién

Y= e% <et271)

EJERCICIO 7 Resolver la ecuacion diferencial
(ty* + 1)dt + 2t°dy = 0,

haciendo uso del cambio de variable ty = z.

= Empezamos calculando dz,

dz —ydt

ty=2z = tdy+ydt=dz = dy = ;

(t #0).
Sustituyendo en la ecuacién inicial y simplificando

(z—1)%dt +2tdz =0,
que es una ecuacion diferencial de variables separables.

dz dt

_7<2_1)2:2—t7 (t#O,z;él)

dz dt 1 1
_ -~ = —  =_Inlt R.
/(z—1)2 /275;5;;—1 gl e ce

Ahora, podemos deshacer el cambio

1 1
—— =_-In|t R 1.7
ty_l 21/1“—’—07 Ce ( )

e integrando

La funcién ¢t = 0 (considerando t como variable dependiente) es también solucién
de la ecuacién diferencial dada. Asimismo, el caso z = 1 nos lleva a considerar la
funcién y = 1/t. Sustituyendo en la ecuacién diferencial se comprueba que también
es solucién. Ninguna de las soluciones anteriores se obtienen de (1.7) para ningin
valor de la constante c. Se trata, por tanto, de dos soluciones singulares.



EJERCICIO 8 Resolver la ecuacién diferencial

(2ty 4 3y*)dt — (2ty +t*)dy =0,

» La ecuacién diferencial es homogénea de grado dos y puede escribirse como,

,7@72ty+3y2
Y= a T oy ez

donde estamos suponiendo que 2ty + t? # 0. Dividiendo por 2,

2
y,:dy_z(gz)_'_:s(i)

e

y haciendo el cambio z = y/t,

z:% = y=tz =y =z+t2.

Sustituyendo en la ecuacién diferencial,

,_2z+3z2

itz ,_2z+322 22+ 2

oty = 2T
22 +1 S RIS B S VL R

se llega a la ecuacién de variables separables

dz  22+=z (2z+1)dz dt 9
az _ N _a 0).
dt  2z+1 224 2 t’ (2" +270)

Integrando, se tiene,

2z41)d dt
/(22—:_)22/15 = In|2? + 2| =Injt|+¢, ceR,
22+ z

que puede expresarse en la forma
Prz=kt, keR\{0} (k=+e).

Deshaciendo el cambio de variable,

2
(%) +%:kt = P +ty=kt’, keR\{0}. (1.8)

Ahora estudiamos el caso 22 + z = 0,

2=0= T =0=y=0
P24z=0=2(2+41)=0=

%H:0$%+1:0$y+t20:y:—t
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Se comprueba que ambas funciones, y = 0 e y = —t, son también soluciones de la
ecuacién diferencial. Ademas, se observa que ambas soluciones se obtienen de (1.8),
si admitimos el valor k = 0. Por tanto, la solucién general vendra dada por

vrty=kt’, keR
Para concluir nos queda por estudiar el caso 2ty + t? = 0,

t=20

1
2y+t=0 = y=—~t

Ay+t2=0 =ty +t)=0 = {
2

La recta t = 0 satisface la ecuacién diferencial original y podria admitirse como
solucién, si consideramos t como variable dependiente. En cambio, se comprueba
sustituyendo en la ecuacion diferencial original que la recta y = —t/2 no es solucién.

EJERCICIO 9 Resolver la ecuacién diferencial lineal

d
d—gz + yctgt = 2t cosect .

= Calculamos el factor integrante

u(t) = exp </p(t) dt> — exp (/ ctgtdt) — exp (/ ;ﬁi dt>

= enbent) —gont,

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante, se tiene,

d
y'sent +ycost =2t = a(ysent) =2t = ysent:/Qtdt:t2+c.

O bien,

t2
y) =< ceR

sent

EJERCICIO 10 Resolver la ecuacién diferencial lineal

v +y=sent, y(0)=0.

s Calculamos el factor integrante,

u(t) = exp (/p(t) dt> = exp (/ dt) =l

Multiplicamos la ecuacién diferencial por el factor integrante,

t

ety/ + ety = e sent.




El primer término de la igualdad anterior se corresponde con la derivada de la funcién

e'y,
6t d t
ely +ey:dt(ey):e sent.

Esta observacion nos permite resolver la ecuacién,
ely = /etsentdt,
integracién por partes
1
iet(sent—cost) +¢, celR.

Despejando la variable y, se obtiene la solucién general

1
y = i(sent—cost)—i—ce_t, c€R. (1.9)

Para calcular la solucién particular que satisface la condicién y(0) = 0, sustituimos
los valores t =0, y = 0 en (1.9),

1 1
y(0)=0 = Ozi(seno—COSO)—i—ceo = =3

La solucién del problema de valores iniciales vendrd dada por

1
y(t) = E(sent —cost+e7f)

EJERCICIO 11 Resolver la ecuacion diferencial

(6ty + 2y* — 5)dt + (3t* + 4ty — 6)dy = 0.

Sean
M(t,y) =6ty +2y> —5, N(t,y) = 3t> + 4ty — 6.

La ecuacion diferencial es exacta puesto que

oM ON
— =6t+4y = —.
oy TR =
Existe, por tanto, una funcién F'(¢,y) tal que
OF oF
5 (t,y), By (t,y)

Las igualdades anteriores nos permiten calcular la expresién de la funcién F(¢,y).

3;; =M(t,y) = F(t,y) = /M(t,y)dt: /(6ty—|—2y2 —5)dt
= 3t%y + 2ty” — 5t + g(y),
OF

oy = Nt = 3t2 + Aty + ¢'(y) = 3> + 4ty — 6 = ¢'(y) = —6
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Luego,
9(y) = /—6dy = —6y.
La funcién F(t,y) serd
F(t,y) = 3t%y + 2ty* — 5t — 6y,

y la solucién general vendra dada en forma implicita por

3t2y+2ty> —5t—6y=c¢, ceR

EJERCICIO 12 Dada la ecuacion diferencial
' —dy =0 (1.10)
(a) Probar que y;(t) = ¢* es una solucién de (1.10).

(b) Aplicar el método de reduccién del orden para poder buscar otra
solucién particular de (1.10).

(c) Encontrar la solucién general de (1.10).

= Es evidente que y;(t) = € es una solucién de (1.10). Si buscamos otra solucién de
la forma y(t) = u(t)e?, debe cumplirse

y(t) = u'e® + 2ue?, o =u"e® + 4u'e? + due® . (1.11)
Sustituyendo (1.11) en (1.10) se obtiene,
Y —dy=0= e +4u)=0

al ser €% #£ 0, Vt € (—o0, o), entonces u” + 4u’ = 0.
Llamando w := /, la ecuacién diferencial anterior se transformaré en

/

Wt dw=0= = = —4=1In|wt)| = -4t +k=w(t)=ce™
w

Al ser w(t) = u/(t) = cie™*, entonces

y finalmente



Si tomamos ¢; = —4, ca = 0, obtenemos la segunda solucién y2(t) = e~2!. Puesto
que
N o2t o2t
Wie*, e ] = ‘ 9e2 _9p-2 | = —4#0 Vte (—o00,00),

entonces, las soluciones son linealmente independientes en (—o0, 00) y en consecuen-
cia

C
y(t) = —Zle_% +ee®, e, €R

es la solucién general de (1.10).

EJERCICIO 13 Resolver por reduccién del orden la siguiente ecuacion
diferencial

> —2tM)y" — (P + 262 —6t)y + (32 —6)y =0, t>2, (1.12)

sabiendo que admite una solucién del tipo y(t) = t*.

= Sustituimos la funcién y = t* y sus derivadas en (1.12)
k(k — 1) (P — 26F) — p(#PT2 4 28+ — 66F) 4 (3t7T2 — 6t%) = 0.
Simplificando, resulta
(3= k)t + (k* = 3k)t + (—2k* + 8k —6) =0,

lo cual es cierto si k = 3.

Tenemos por tanto como solucién de (1.12) la funcién y; (t) = 3.

= Sea y(t) = u(t)y1(t) = u(t)t3. Derivando y sustituyendo en la ecuacién diferencial
inicial (1.12)
(t3 — 2t2)(6tu + 6t%u’ + t3u”) — (2 + 2t* — 61)(3t%u + t3u) + (3t2 — 6)(ut®) = 0,

que una vez simplificada

t(t —2)u” — (> — 4t +6)u’ =0

Reduciendo el orden, w(t) := «/(t) nos proporciona la ecuacién

t(t —2)w' — (t* — 4t +6)w = 0.

A continuacién resolvemos la ecuacién diferencial

w2 —4t+6

w22t
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de variables separadas
—2t+6
1 = 1+ ——)dt
ol = [ (1+557)
_ -3 1
=t+ [ Pdt+ [ F5dt
=t—3Int|+njt—2/=t+n2+k
Podemos expresar la solucién anterior de la siguiente manera

lw| = eteln)t%’?‘M =c (t _ 2) et
t3 '

Finalmente, al ser v’ = w, calculamos el valor de la funcién u(¢)

t—2 L2 — 2t t
u:c/et< 3 )dt:c/e( " )dt:c(l(;)—i-k.

Es decir, y(t) = u(t)yi(t) = cte’ + kt3. Si ¢ = 1, k = 0 obtenemos y(t) = te’.

» Las soluciones t3, te! forman un conjunto fundamental, ya que
Wt te'] = et (t —2) #0, Vt> 2,

y entonces

y(t) = citel +cot3, 1,2 € R

es la solucién general de la ecuacién diferencial (1.12).

EJERCICIO 14 Resolver y” + 6y + 8y = 0.

= El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es

MA46A+8=(\+2)(\+4).

Las raices son A\; = —2 y Ao = —4. En consecuencia, la solucion general de nuestro
problema es de la forma

y(t) =cre ? + e ¢, € R

EJERCICIO 15 Resolver 3" +y" — 2y =0
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El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es
MEAZ 2= A -1)(A+2),

y sus raices caracteristicas son Ay = 0, Ao = 1, A3 = —2. La solucién general de la
ecuacién diferencial es

y(t) =c1 + coel +cze7? . cp,c0,c3 € R

EJERCICIO 16 Resolver (y" — 2y +5)> =0

Las raices del polinomio caracteristico asociado a la ecuacién diferencial son \; =
142, o =1—-2i, \s=14+2i, \y =1 — 24.

La solucién general de la ecuacién diferencial es

y(t) = e'(cy cos 2t + cosen 2t) + tel(cg cos 2t + ¢4 sen 2t)

= e'((c1 4 est) cos2t + (c2 + cat)sen2t),  c1,¢2,c3 € R

EJERCICIO 17 Resolver

y" — 3y =8¢ +4sent. (1.13)

Paso 1. La ecuacién diferencial homogénea tiene cémo raices del polinomio carac-
teristico Ay = 0, A = 3. En consecuencia

yn(t) = c1 + coe’t.

Paso 2. A continuacién intentaremos encontrar a partir de (1.13) otra ecuacién
diferencial lineal con coeficientes constantes pero homogénea. Para ello derivamos
en (1.13)

y" — 3y" = 24e3! + 4 cost

yY) — 3y = 72e3 — 4sent. (1.14)
sumando (1.13) y (1.14)
yY — 3y +y" — 3y = 80e*, (1.15)
derivando en la ecuacién anterior
y5) — 3y4) + " — 3y = 240e* (1.16)

finalmente multiplicamos por —3 la expresion (1.15) y sumamos con (1.16)

y5) — 6y4) +10y" —6y" +9y =0. (1.17)
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El polinomio caracteristico
AP —6AT 1002 — 6A2 + 9N = A(A = 3)2(\2 + 1),
nos permite obtener la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea (1.17)

y(t) = (c1 + c2e®) + (cste® + cycost + cssent) .

Esta expresion anterior nos sugiere que y,(t) es de la forma
yp(t) = Ate® + Beost + C'sent. (1.18)

Si sustituimos (1.18) en (1.13) e identificamos coeficientes, obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones lineales

3A = 8

—B-3C 0 = A=8/3, B=6/5, C=-2/5.
3B-C2C = 4

Por tanto,

2
yp(t) = gte?’t + gcost —% sent.

» Paso 3. La solucién general de (1.13) viene dada por

8 6 2
y(t) = yn(t) + yp(t) = c1 + 23 + gtegt + E cost — R sent, c1ca€R

EJERCICIO 18 Resolver vy’ — 2y +y = (t — 1)e' utilizando el método de
variacién de parametros.

» El polinomio caracteristico A2 — 2\ + 1 tiene por raices A\; = 1, Ay = 1. Por lo tanto,
ot t
yn(t) = cre’ + cate” .

Si y1 = €, yo = te! su Wronskiano vale

tet

ottt | = e*t £ 0, Vt € (—00,00).

_ to, bt el
W =Wle', te'] = ot

» Ahora se trata de encontrar una solucién particular y,(t) de la forma
Yp(t) = c1(t)yr(t) + ca(t)ya(t) = c1(t)e! + co(t)te’ .
Como sabemos, las funciones ¢ (t) y c2(t) se obtienen de las igualdades

= 209 im0
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En nuestro caso,

2
fpy = Teg() _ teft =D __v.z
c(t) = W= T =—t"4+t = )= 3 + 5 "
Y yig(t)  et(t—1)et t2
() — _ — -
co(t) = W= oot =t—1 =  t) = 5 t
» Por consiguiente, y(t) = yp(t) + yp(t) siendo
BN, [t (N,
yp(t)—(—g-FE)C +(E—t>t€— E—E e
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 19

1.-

2.-

Dada la ecuacion diferencial

dy

t— + (1 + )y = 27
dt+( +t%)y

= Calcular su solucion general
= Calcular la solucién particular para y(1) =2

= ;Cuadl es el comportamiento a largo plazo de la solucién anterior?

Suponiendo que la tasa de crecimiento de una poblacién de bacterias y(t)
es de,
dy

Y 4t)y.
i (1+t)y

Encontrar el nimero de bacterias en un tiempo ¢t = 5 minutos, si la po-
blacién inicial es de y(0) = 2.

Las firmas farmacéuticas invierten mucho dinero con el fin de probar un
nuevo medicamento. Sin embargo, lleva tiempo que los médicos acepten
y hagan uso del medicamento. El uso tiende a un valor limite del 100 % o
1, después del tiempo ¢, en meses. Sea P(t) el porcentaje de médicos que
utilizan un nuevo medicamento contra el cancer después de t meses. Es
conocido que la razén de cambio de éste porcentaje es proporcional a la
diferencia entre dicho porcentaje y su valor limite.

3.a.- Si P(0) = 0, encontrar el porcentaje de médicos que aceptan el me-
dicamento después de 3 meses, sabiendo que después de 1 mes el
porcentaje es del 33 %.

3.b.- Trazar una gréfica aproximada de la funcién P(t).




