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PRACTICA 1

MODELOS DISCRETOS

1.1. Objetivo

En esta practica vamos a usar la potencia de la recursién para experimentar con di-
ferentes modelos discretos lineales y no lineales. Observaremos puntos de bifurcacion
y caos para el modelo de Ricker y el modelo logistico de May.

1.2. Introduccidon

Consideremos la siguiente ecuacion x = cos x. Cualquier solucién de esta ecuacion es
la abscisa de la interseccién de la recta y = x con la gréafica de la funcion y = cos .

En general, cualquier solucién de la ecuacién f(x) = z se llama un punto fijo de la
funcion f.

La férmula de iteracién x4 = f(zx) se llama iteracién funcional o iteracién
de punto fijo y en muchos casos, dependiendo de la funciéon f y del punto inicial
xg, la sucesion {z}} converge al punto fijo.

Para poder construir estas sucesiones podemos utilizar las siguientes érdenes del
programa Mathematicag

Nest [f,zg,k]: da el término k-ésimo de la sucesion.
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NestList[f,zg,k] : da una lista con las iteraciones desde zg a k.

Las ordenes FixedPoint [f,x¢] y FixedPointListNest [f,zo] son similares a las
anteriores salvo que paran cuando encuentran dos iteraciones sucesivas iguales.

EJEMPLO 1.1

= Vamos a utilizar las ordenes anteriores para construir la sucesion de iteraciones que
se obtiene para f(z) = cosz comenzando en zp = 0. Con ListPlot[ ] podemos
ahora dibujar los puntos y hacer una interpretacién gréfica de lo que ocurre.

Empezamos definiendo la funcién
f[x_ ]:= Cosl[x]
A continuacion, construimos los veinte primeros términos de su érbita

iters=NestList[f,0.,20]

L. &

Tiemps +
0.5 1 1_5\2 5 1 L5 1] £5 30

Figura 1.1: Diagrama de Cobweb para f(z) = cosx

Dibujamos en primer lugar la funcién f[z] y la bisectriz del primer cuadrante.

fg=Plot[{x,f[x]}, {x,0,1.5}, PlotStyle — {RGBColor[1,0,0],
RGBColor[0,0,1]}, DisplayFunction — Identity]

Trazamos la 6rbita

gi=ListPlot [Partition[Flatten[Transpose[{iters, iters}]],2,1],
PlotJoined — True,DisplayFunction — Identity]

Finalmente, superponemos los dos graficos.

Show([fg,gi,AspectRatio — 1, DisplayFunction — $DisplayFunction]

= La conclusién es que existe un tnico punto de equilibrio xg = 0.74 que es estable.
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El Teorema del Punto Fijo de Brouwer establece que toda funcién continua de un
intervalo cerrado en si mismo f : [a, b] — [a, b], tiene al menos un punto fijo en [a, b].

En la préoxima seccion analizaremos el comportamiento de los términos de la ite-
racion funcional con respecto a los puntos fijos.

Recordemos que si z* es un punto fijo, entonces f(z*) = z*. Si la funcién f es
derivable, y

[f(=7) <1,

entonces el punto z* se llama punto fijo atractor. Cuando una iteracién funcional
comienza suficientemente cerca de él irremediablemente cae dentro de su ambito de
influencia y la sucesiéon converge.

Por el contrario, si
|f'(z)] > 1

se trata de un punto fijo repulsor, y por muy cerca de él que se comience, la
sucesion termina por alejarse.
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1.3.

Modelo logistico de May

Suele utilizarse con mucha frecuencia para hacer ver como un modelo matematico
determinista no lineal que depende de un parametro, puede presentar muiltiples
comportamientos. Recordemos que el modelo discreto logistico viene dado por la
familia de funciones

y(z) =cx(l—z), ceR", z€l0,1],

donde x representa la fraccién de la maxima poblacién posible de una especie, por
lo que soélo consideraremos valores de x comprendidos entre cero y uno.

EJEMPLO 1.2

Consideremos la familia de parabolas

y=cr(l—xz), ceR", =x€l0,1].

Empezamos definiendo una funcién (de ¢ y x) para la familia anterior.

(a)
(b)

fleo,x ] i=c*xx (1 —x)

; Cuales son los puntos fijos en funcion de ¢?

Consideremos el caso 0 < ¢ < 1. jCuéles son los puntos fijos? ;Son los pun-
tos fijos atractores o repulsores? Usar NestList[ ] para ver qué ocurre con
la iteracién funcional para distintas elecciones del punto inicial. Tomar, por
ejemplo, ¢ = 0.5 y comentar los resultados.

Cuando 1 < ¢ < 3, jde qué tipo son los puntos fijos? Comprobar graficamente
que para ¢ = 2 la iteracion funcional converge rapidamente al punto fijo 0.5

Tomar ¢ = 3 y usar NestList[ ]. Comprobar que después de algunas ite-
raciones, los términos sucesivos oscilan entre dos valores diferentes, y quedan
atrapados en un bucle sin fin. Es lo que se llama un ciclo periédico de orden
2. ;Qué ocurre cuando ¢ = 3.57 ;Hay un ciclo periddico? ;De qué orden?.

Comprobar que cuando ¢ = 4 las iteraciones son aleatorias y la situacion se
vuelve completamente cadtica. Hacer un grafico con

ListPlot] |

para esta situacién cadtica.

Gran parte de las preguntas planteadas en el ejemplo han sido contestadas en la
teoria. Algunas otras pueden razonarse de la siguiente manera.

Plot[Evaluate[Table[f[c, x|, {c,0,4}]],{x,0,1},PlotStyle — RGBColor|[1,0, O]
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Figura 1.2: flc,z] = cx(l —z), ¢ =10,1,2,3,4.

Comenzamos con un punto z entre 0 y 1, y calculamos f[c, z]. Como f[ec, x] sigue
estando entre 0 y 1, tiene sentido escribir flc, fle,z]], y asi sucesivamente. Este
proceso, como sabemos, es conocido con el nombre de iteracién y podemos realizarlo
con el programa Mathematicag utilizando la orden NestList. Empezamos fijando
para c el valor de 2 y calculamos las veinte primeras iteraciones del punto 0.25

gl ] = £[2,
NestList[g, 0.25, 20]

{0.25, 0.375, 0.46875, 0.498047, 0.499992, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5,
0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5}

Resultado 1: Como puede observarse, la érbita converge al punto de equilibrio 0.5.

Si cambiamos el valor de la semilla el resultado sigue siendo el mismo.

gl ] = 12,
NestList[g, 0.7, 20]

{0.7, 0.42, 0.4872, 0.499672, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5,
0.5, 0.5, 0.5, 0.5 }

Supongamos que ahora el valor del parametro es ¢ = 3.

gl ] = £[3,x
NestList|g, 0.45, 20]
NestList|g, 0.75, 20]

{0.45, 0.7425, 0.573581, 0.733757, 0.586072, 0.727775, 0.594356, 0.723291, 0.600424,
0.719745, 0.605136, 0.716839, 0.608942, 0.714395, 0.612105, 0.712298, 0.614789, 0.71047,
0.617107, 0.708858, 0.619135}

{ 0.75, 0.5625, 0.738281, 0.579666, 0.73096, 0.589973, 0.725715, 0.597158, 0.721681,
0.602573, 0.718436, 0.606857, 0.715745, 0.610362, 0.71346, 0.61330, 0.71148, 0.6158,
0.709757, 0.618006, 0.708224 }
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Resultado 2: Ahora las 6rbitas tienden a los puntos 0.61 y 0.70. Es decir, presenta
un comportamiento periédico de orden dos.

Si aumentamos el valor del pardametro ¢ = 3.5.

glx_] := £[3.5,%]
NestList|g,0.15, 20]
NestList|g, 0.83, 20]

{0.15, 0.44625, 0.864888, 0.408998, 0.846015, 0.455957, 0.868211, 0.400473, 0.84033,
0.469614, 0.871768, 0.391259, 0.83361, 0.48545, 0.87426, 0.384754, 0.82851, 0.49727,
0.874974, 0.382881, 0.826991 }

{ 0.83, 0.49385, 0.874868, 0.38316, 0.827219, 0.500246, 0.875, 0.382813, 0.826935,
0.500897, 0.874997, 0.38282, 0.826941, 0.50088, 0.87499, 0.38282, 0.82694, 0.50088,
0.874997, 0.38282, 0.826941 }

Resultado 3. Ahora los valores se repiten cada cuatro veces. Si aumentamos el valor
de ¢, podriamos ver que se repiten cada ocho, dieciséis, treinta y dos , ... veces. Este
proceso donde cada periodo duplica al anterior, culmina hasta llegar a un valor de
¢ que se conoce con el nombre de constante de Feigenbaum (aproximadamente
¢ = 3.5699456718...).

A continuacién repetiremos el proceso anterior, pero variando el valor del parametro,
que se inicia con ¢ = 0.223.

logistic[n Integer] := Module[{f,t,x},f = Compile[{x,t},
Evaluate[(3+t/n) *x * (1 — x)|];
FoldList[f, 0.223,Range(n]|]

La celda préxima representa de forma sonora el efecto del barrido del pardametro c.
Puede oirse como el periodo del sonido va dobldndose hasta llegar al caos.

ListPlay[logistic[8000]];

Figura 1.3: Diagrama de bifurcacién de f(z) = cz(1 — z).
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1.4. Modelo de Ricker

Es un modelo discreto frecuentemente utilizado en dindamica de poblaciones para
estudiar su evolucién y viene definido por la ecuacion:

[-5)
r|l—- —
Nt+1:f(Nt):Nte K ) T,k€R+, t:O71727""

Nos proponemos encontrar y analizar los puntos de equilibrio no triviales.

Para este modelo discreto no lineal, la funcién que lo define es f(z) = ze"(17%). Los

puntos de equilibrio se obtienen al resolver la ecuacién f(x) = z, cuyos valores son
x] = 0y 25 = k. Para poder clasificarlos, es necesario encontrar la derivada de la
funcién f(z), es decir

f'(x) = er(1-%) (1 — %) .

Ahora debemos sustituir el punto de equilibrio no trivial en f'(x). Alser f'(k) = 1—r,
entonces el 3 = k serd un punto de equilibrio estable si |1 — r| < 1, y para ello
0<r<2.

La siguiente cuestién importante es saber que le sucede al modelo cuando se pierde la
estabilidad. Lo primero que podemos pensar es que la poblacién se extinguira. Para
ver su comportamiento podriamos simular la dindmica de la poblacién del modelo
para diferentes valores del parametro r.

EEL] -

150 v

100 e

a0

E0 Lon LED zon EEN

Figura 1.4: Modelo de Ricker r=1.9; k=200.

Tomamos como k = 200 y cambiamos el valor del parametro r. La solucién V; tiende
de forma mondétona al punto de equilibrio si » = 0.5, o bien oscilando si r = 1.9.
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Figura 1.5: Modelo de Ricker r=3; k=200

También puede tender a un ciclo limite de periodo dos si r = 2.3 o bien tener un
comportamiento cadtico cuando r = 3. Por supuesto, en este caso podemos dibujar
su diagrama de bifurcacién, que presenta unas caracteristicas muy parecidas al mo-
delo logistico de May.

La dinamica cadtica se comporta de manera parecida al ruido estocastico, sin em-
bargo el modelo es absolutamente determinista. Los modelos caéticos, de hecho, se
utilizan para generar niimeros aleatorios con ordenadores. Una de las cuestiones que
se discuten con frecuencia en la literatura ecolégica es si existe realmente el caos en
la dindmica de poblaciones. El mayor argumento en favor del caos es que cuando
los pardametros del modelo se ajustan a series temporales conocidas de dinamica de
poblaciones, entonces la dindmica de ese modelo con estos pardametros es cadtica.
Otros tipos de argumentos se basan en intentar separar la dindmica cadtica del ruido
estocastico. Sin embargo, detectar el caos es bastante dificil pues:

= No existen evidencias de que el modelo sea el correcto, ya que es normal que el
que diseniemos ignore muchos procesos ecolégicos. Se necesita utilizar multiples
modelos para detectar el caos.

= FEl intervalo de confianza para los valores de los parametros es usualmente
muy grande y esto hace cambiar el comportamiento de la dinamica del modelo
(periodo, caos,...)

= Las series temporales en dindmica de poblaciones son generalmente no lo su-
ficientemente grandes para separar el comportamiento cadtico del ruido es-
tocéstico.

Por todas estas razones, algunos autores sostienen que probablemente el caos es un
fenomeno extrano en dinamica de poblaciones.

Si dibujamos N;,; en funcién de N;, observamos que para valores pequenos de la
poblacién, entonces ésta aumentara en el préximo ano. Por el contrario, para niveles
altos de poblacién los mecanismos dependientes de la densidad (competencia) redu-
cen el tamano de la poblacién en el ano préximo.
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Figura 1.6: Grifica de Ny 1 = f(Vy).

1.4.1. Puntos de equilibrio del modelo de Ricker con » = 0.5

A continuacién incluimos la simulacién para diferentes valores del parametro r
utilizando el programa Mathematicag.

f[x_] := x * Exp[0.5 * (1 — x/200)]
= (Cdlculo de la orbita para el valor inicial xy = 10.
iters = NestList[f, 10, 20]

{10, 16.0801, 25.467, 39.3981, 58.8635, 83.769, 112.016, 139.575, 162.335, 178.36,
188.277, 193.87, 196.867, 198.415, 199.203, 199.6, 199.8, 199.9, 199.95, 199.97,
199.987, 199.994, 199.997, 199.998, 199.999, 200.}

= Para dibujar el diagrama de Cobweb empezamos construyendo la érbita

gi = ListPlot[Partition[Flatten|[Transpose[iters, iters]], 2, 1],
PlotJoined — True,DisplayFunction — Identity,PlotStyle —
RGBColor(1, 0, 0]]

y a continuacion representamos la funciéon f(x) que nos define el modelo y la
bisectriz del primer cuadrante.

fg = Plot[{f[x],x}, {x,0,250},PlotStyle — {{Thickness[0.01],
Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0, 0],RGBColor[0, 0, 1]}},
DisplayFunction — Identity]|

Por tltimo, superponemos los dos gréficos y construimos la funcién N (t).

grafical = Show|[fg, gi, AspectRatio — 1,DisplayFunction — $Display
Function, Background — RGBColor|[1,1,0]|ListPlot[iters,

PlotStyle — PointSize[0.02],Background — RGBColor[1,0.5,0.2],
AspectRatio — 1, AxesLabel — {"Tiempo t”,”N(t)”}]
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Figura 1.7: Diagrama de Cobweb y Evolucién de la poblacién.

= Comentario: La poblacién tiende de manera monoétona creciente al punto de
equilibrio 200 cuando el tiempo tiende hacia infinito.

1.4.2. Puntos de equilibrio del modelo de Ricker con r = 1.9

flx_] := x *Exp[1.9 % (1 — x/200)]
= (Calculo de la 6rbita para el valor inicial xy = 10.
iters = NestList[f, 10, 20|

{ 10, 60.7997, 228.146, 174.617, 222.234, 179.919, 217.735, 183.975, 214.228,
187.144, 211.455, 189.652, 209.243, 191.653, 207.469, 193.258, 206.041, 194.549,
204.889, 195.591, 203.958 }

= Para dibujar el diagrama de Cobweb empezamos construyendo la érbita

gi = ListPlot[Partition[Flatten[Transpose|iters,iters]], 2, 1],
PlotJoined — True,DisplayFunction — Identity,PlotStyle —
RGBColor|1,0,0]]

y a continuacién representamos la funcién f(z) que nos define el modelo y la
bisectriz del primer cuadrante.

fg = Plot[{f[x],x}, {x,0,250},PlotStyle — {{Thickness[0.01],
Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0, 0], RGBColor|0, 0, 1]}},
DisplayFunction — Identity]

Por tltimo, superponemos los dos gréficos y construimos la funcién N ().

grafical = Show([fg, gi, AspectRatio — 1,DisplayFunction — $Display
Function, Background — RGBColor|1,1,0]|ListPlot[iters,

PlotStyle — PointSize[0.02], Background — RGBColor[1,0.5,0.2],
AspectRatio — 1,AxesLabel — {"Tiempo t”,”N(t)”}]
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Figura 1.8: Diagrama de Cobweb y Evolucién de la poblacién.

= Comentario: La poblacion tiende de una forma oscilatoria al punto de equi-
librio 200 cuando el tiempo tiende hacia infinito.

1.4.3. Puntos de equilibrio del modelo de Ricker con r = 2.3

flx_] := x * Exp[2.3 % (1 — x/200)]
= (Calculo de la érbita para el valor inicial xy = 10.
iters = NestList[f, 10, 20]

{ 10, 88.9065, 318.99, 81.1884, 318.335, 81.6342,318.447, 81.5583, 318.428,
81.5708, 318.431, 81.5687, 318.431, 81.5691, 318.431, 81.569, 318.431, 81.569,
318.431, 81.569, 318.431, 81.569, 318.431, 81.569, 318.431}

= Diagrama Cobweb

gi = ListPlot|[Partition[Flatten[Transpose|iters,iters]], 2, 1],
PlotJoined — True,DisplayFunction — Identity,PlotStyle —
RGBColor|1,0,0]]

fg = Plot[{f[x],x}, {x,0,350},PlotStyle — {{Thickness[0.01],
Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0, 0],RGBColor[0, 0, 1]}},
DisplayFunction — Identity]

grafical = Show|[fg, gi, AspectRatio — 1,DisplayFunction — $Display
Function, Background — RGBColor|[1,1,0]|ListPlot[iters,

PlotStyle — PointSize[0.02],Background — RGBColor[1,0.5,0.2],
AspectRatio — 1, AxesLabel — {"Tiempo t”,”N(t)”}]
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Figura 1.9: Diagrama de Cobweb y Evolucién de la poblacién.

= Comentario: La poblacién tiene un comportamiento periédico de orden dos
cuando el tiempo tiende hacia infinito.
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Figura 1.10: Representacién gréfica de la érbita.

Podemos observar mejor el comportamiento peridédico si unimos los puntos
correspondientes a la poblacion en el tiempo t.

grafica2 = ListPlot[iters,PlotJoined — True,
Background — RGBColor[0.8,1,0],PlotStyle — Thickness[0.01]]
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Figura 1.11: Representacién gréfica de la érbita.

1.4.4. Puntos de equilibrio del modelo de Ricker con r =3

f[x_| ;= x * Exp[3 * (1 — x/200)]
= (Calculo de la érbita para el valor inicial xq = 10.

iters = NestList[f, 10, 24|

{10., 172.878, 259.672, 106.096, 433.939, 12.9853, 214.656, 172.293, 261.072,
104.451, 437.885, 12.3504, 206.114, 188.052, 224.964, 154.699, 305.208, 62.9838,
491.824, 6.17657, 113.082, 416.498, 16.1903, 255.075 }

» Diagrama de Cobweb

gi = ListPlot|[Partition[Flatten[Transpose|iters,iters]], 2, 1],
PlotJoined — True,DisplayFunction — Identity,PlotStyle —
RGBColor|1,0,0]]

fg = Plot[{p[x],x}, {x,0,350},PlotStyle — {{Thickness[0.01],
Thickness[0.01]}, {RGBColor|1,0,0],RGBColor[0, 0, 1]}},
DisplayFunction — Identity]

grafical = Show|[fg, gi, AspectRatio — 1,DisplayFunction — $Display
Function, Background — RGBColor|[1,1,0]|ListPlot[iters,

PlotStyle — PointSize[0.02],Background — RGBColor[1,0.5,0.2],
AspectRatio — 1, AxesLabel — {"Tiempo t”,”N(t)”}]



18 PRACTICA 1 Modelos discretos
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Figura 1.12: Diagrama de Cobweb y Evolucién de la poblacién.

= Comentario: La poblacién tiene un comportamiento cadtico, cuando el tiem-
po tiende hacia infinito.

Hit)

500 a

400

300 a

200 ——

100 . - .
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5 10 15 20

Figura 1.13: Representacién gréfica de la érbita.
Podemos observar mejor el comportamiento cadtico si unimos los puntos corres-
pondientes a la poblacién en el tiempo t¢.

grafica2 = ListPlot[iters,PlotJoined — True,
Background — RGBColor[0.8,1,0],PlotStyle — Thickness[0.01]]
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Figura 1.14: Representacién grafica de la 6rbita

1.4.5. Diagrama de bifurcaciéon del modelo de Ricker

Un método muy util para entender el comportamiento cualitativo de las soluciones
de un sistema dinamico discreto como el que estamos analizando, es construir su
diagrama de bifurcacion, ya que pueden sufrir cambios en la estructuras de sus
orbitas cuando variamos los valores de los parametros que intervienen en el modelo.
Esas modificaciones dan lugar al nacimiento o a la muerte de puntos fijos y ciclos
o trasformaciones en el tipo de las érbitas. A estos cambios se le conocen con el
nombre de bifurcaciones.

flx_] := 3% Exp[3 % (1 — x/200)]

Dibujamos la funcién que nos define nuestro modelo (en este caso, hemos tomado
como valor del pardmetro r = 3).

Plot[f[x],{x,0,250},PlotStyle — {Thickness[0.01],
RGBColor|1,0, 0]}, Background — RGBColor[1,0.6,0.3]]

soo

400

=1

=] 1CO 150 20 Z50

Figura 1.15: Representacién de la funcién f(x) que define al modelo.
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El diagrama es una grafica (en el plano Ory) de las lineas de fase cercanas a un
valor de bifurcacion, que nos permite ver los cambios experimentados por las lineas
de fase, cuando el pardmetro pasa por este valor.

logistc|n_Integer| := Module[{f,t,x}, f = Compile[{x,t},
Evaluate[x % Exp[(3 + t/n) * (1 — x/200)]]];
FoldList[f,0.223, Range[n]]]

Null

Ademds podemos escuchar el sonido de este estado cadtico con la siguiente instru-
ccién:
b = ListPlay[logistc[8000]];

Figura 1.16: Diagrama de bifurcacién de f(z).

Nota: Para trazar el diagrama de bifurcacion representamos en el eje de abscisas los
diferentes valores del pardmetro r. Vamos dando a r un nimero elevado de valores
(no necesariamente nimeros enteros) y dibujamos la linea de fase correspondiente
para cada uno de los valores del parametro. De esta manera obtenemos una linea
paralela al eje de ordenadas que corta al eje de abscisas en el valor r. Si miramos el
dibujo de izquierda a derecha, observamos como evoluciona la linea de fase a través
de la bifurcacion.



PRACTICA 2

MODELOS MATRICIALES

2.1. Objetivo

Vamos a usar las operaciones y la diagonalizacion de matrices cuadradas para ana-
lizar el comportamiento a largo plazo de diferentes modelos discretos matriciales. A
continuacion estudiaremos el modelo de Leslie y las tablas de vida.

2.2. Cadenas de Markov

Una de las aplicaciones clasicas de los modelos discretos matriciales son las cadenas
de Markov, como el siguiente ejemplo:

Para £ =0,1,2,--- , llamaremos:

21
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= La fraccién de las plantas del genotipo AA que hay en la generaciéon de orden
k como x1 (k).

= La fraccion de las plantas del genotipo Aa que hay en la generacion de orden
k como xo(k).

= La fraccién de las plantas del genotipo aa que hay en la generacién de orden
k como x3(k).

En consecuencia, x1(0), z2(0) y x3(0) representardn a la distribucion inicial de los
genotipos, y es evidente que z1(k) + zo(k) + x3(k) =1, k =0,1,2,---.

La tabla que determina la distribucién de los genotipos en cada generacion, a partir
de la distribucion en la generacién anterior es:

’ HAAXACL‘ACLXACL‘CLCLXA(Z‘

AA 12 1/4 0
Aa | 12 12 172
aa 0 1/4 1/2

Por ejemplo, el cruce AAxAa da lugar a las siguientes posibilidades AA, Aa, AA, Aa,
es decir AA y Aa con idénticas posibilidades. De la tabla anterior deducimos: para
k=12
1 1
$1(k) = 51’1(]6 — 1) + ZIQ(k’ — 1)

2a(k) = %xl(l{ I %;@(k I %xg(k _ )

25(k) = i;@(k S %xg(k )

Estas ecuaciones podemos escribirlas de manera matricial

donde:
1 (k) r1(k—1) 11l
k)= z2(k) |, FEk-1) =/ z2(k—-1) |; A=|1 11
z3(k) r3(k — 1) 011

Como podemos apreciar, las tres columnas corresponden a las columnas de la tabla
anterior. De la ecuacién (2.1) deducimos,

P(k) = Az(k — 1) = A2F(k —2) =--- = A*Z(0), k=1,2,3,---.
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Realizamos, en primer lugar, la simulacién con Mathematicag,

A :={{0.5,0.25,0},{0.5,0.5,0.5},{0,0.25,0.5} }
20 := {{100}, {200}, {300} }
zl = A.20

{{100},{300},{200} }

x3 = MatrixPowerM, 3].x0
({137.5},{300},{162.5}

x6 = MatrixPower|M, 6].x0
({148.437},{300},{151.562}}

x10 = MatrixPower[M, 10]|.x0
{{149.902},{300},{150.098}}

x100 = MatrixPower|M, 100].x0

{1150},{300},{150}}

Conclusion: A largo plazo tendremos 150 flores rojas, 300 rosas y 150 blancas.

También podemos llegar a la misma conclusiéon encontrando una expresiéon analitica
para A¥. Primero se diagonaliza la matriz A, y para ello hay que buscar una matriz
invertible C' y una matriz diagonal D tales que

A=CDC™.

Multiplicando k veces
Ak =cDFC!

En nuestro caso:
Eigenvalues|A]

{0,1/2, 1}
Los valores propios asociados son,

Eigenvectors|A]

({1,-2,1}, {-1,0, 1}, {1, 2, 1}}

Sustituyendo:
1 -1 1 0 0 0 I —: 3 z1(0)
Zk)y=1 -2 0 2 0 (3)F 0 -5 0 3 72(0)
1 11 0 0 1 i i3 5(0)
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Es decir:
21 (k) LRy /g 122G8 N/ g (0)
k)= | x(k) | = 1/2 1/2 1/2 5(0)
23 (k) o2 gy 12025 |\ (0)

Multiplicando estas matrices obtenemos,
14 (21(0) + 2(1/2)421(0) + 22(0) + 25(0) — 2(1/2)25(0))

(0
(k) = 1/2 (21(0) + 22(0) + 2:3(0))
1/4 (21(0) — 2(1/2)%21(0) + 22(0) + 23(0) + 2(1/2)*z3(0))
2

y como x1(0) + x2(0) + x3(0) = 1, se tiene para k =1,2,3,--
(k) =1/4 (14 2(1/2)kz1(0) — 2(1/2)%:3(0))

ig(k) =1/2
z3(k) = 1/4 (1 — 2(1/2)Fz1(0) + 2(1/2)*25(0))

Estas son las formulas explicitas que proporcionan las fracciones de los genotipos de
la generacién de plantas de orden k, expresadas en funcién de las fracciones de los
genotipos iniciales. Como (1/2)* tiende a cero cuando k tiende a infinito, de estas
ecuaciones se desprende que:

w1(k) = 1/4, wa(k) = 1/2, wa(k) — 1/4.

Es decir, en el limite, existen el mismo nimero de flores rojas y blancas y el doble
de flores rosas.

Respecto a la tltima de las cuestiones, efectivamente existe una distribucién inicial
de colores de tal manera que se mantiene invariante con el tiempo.

Por ejemplo 100 rojas, 200 rosas y 100 blancas.

11 100 100
% 3 200 | = | 200
0 1 3 100 100

Y esto es cierto debido al hecho de que existe un valor propio que vale la unidad.
Su vector propio asociado es del tipo (a,2a, a)T. Cualquier combinacién de flores
cumpliendo que el niimero de flores rojas y blancas sean iguales y el niimero de flores
rosas sea la suma de las anteriores, cumplira con el requisito propuesto.

2.3. Segundo ejemplo

A continuacién vamos a profundizar en el estudio de procesos que requieran el calculo
de potencias de matrices y a determinar en qué medida la evolucion de los mismos
estd o no gobernada por los valores y vectores propios de la matriz en cuestion.
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Es decir, queremos conocer el papel de los valores y vectores propios en problemas
lineales discretos que se puedan escribir en la forma Z(k + 1) = AZ(k).

Las respuestas al ejercicio la obtendremos haciendo uso del ordenador.

A= {{27 _3}7 {1/27 _1/2}}
x0:= {{5/2},{3/2}}

x3 = MatrixPower|[A, 3].x0
x5 = MatrixPower|A, 5].x0
x10 = MatrixPower|[4, 10].x0

{{-1}.{-(1/4)}}
{{-(11/8)} {-(7/16)}}
{{-(383/256)},{-(255/512)} }

Diagonalizacién de la matriz A.

paso := Transpose[Eigenvectors|[A]]
diagonal = Inverse[paso|.A.paso

{{1/2,0},{0,1}}
Potencia de la matriz A.
MatrixPower|A, k]]

{{3—2(1/2)",—6 +6(1/2)*}.{1 - (1/2)*, =2+ 3(1/2)* }}
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O bien
potencia = paso.{{(1/2)%,0},{0,1}}.Inverse[paso]

{{3-2(1/2)"—6 +6(1/2)"}.{1 - (1/2)*, =2+ 3(1/2)" }}

La posicion en la etapa k con £k =1,2,3,---, serd

(k) = (3 9 (%)k) 21(0) + (—6 46 (%)k) 25(0)
2a(k) = <1 _ G)k ) 1(0) + (—2 +3 (%)k> 25(0)

Para saber el comportamiento a largo plazo del comprador, hacemos que k£ — co en
las ecuaciones anteriores,

z1(k) — 3x1(0) — 622(0)
zo(k) = 1(0) — 2x4(0),

y como (x1(0),z2(0)) = (5/2, 3/2) tenemos

w1(k) = —3/2, wa(k) = —1/2.

2.4. Modelo de Leslie

Bernadelli consider6 una especie de escarabajo que sélo vive tres anos y se propaga
en su tercer ano. Dividié a la especie en tres grupos de edades: de 0 a 1 ano, de 1 a 2
anos y de 2 a 3 anos. Observé que la probabilidad de supervivencia de las hembras
del primer grupo era 1/2 y las del segundo 1/3, y que en el tercer grupo el promedio
de hembras que nacen por cada hembra era de 6.

2.4.1. Primer caso

Vamos a plantearnos, en primer lugar, las siguientes cuestiones.

EJEMPLO 2.1

= Si inicialmente hay 3000 hembras en cada grupo de edad,
(a) ;cudntas hembras habra a los dos afos?, jy a los tres?, ;y a los cinco, a los
seis y a los siete?.

(b) calcular la distribucién de las hembras para diferentes anos y comprobar que
su comportamiento es oscilatorio,

(c) jcuél es la causa de tal oscilacién?.
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= Empezamos introduciendo los datos

L := {{0,0,6},{1/2,0,0},{0,1/3,0}}
inicial := {{3000}, {3000}, {3000}}

Calculamos las poblaciones en las sucesivas generaciones

x1 = MatrixPower
x2 = MatrixPower
x3 = MatrixPower
x5 = MatrixPower
x9 = MatrixPower

obteniéndose como respuesta,

[L
[L
L,
[L
[L

9

)

)

9

{{18000}, {1500}, {1000} }
{{6000}, {9000}, {500}}
{{3000}, {3000}, {3000} }
{{6000}, {9000}, {500}}
{{3000}, {3000}, {3000} }

1].inicial
2|.inicial
3|.inicial
5).inicial
9].inicial

» Es decir, la poblacién tiene un comportamiento ciclico. Es facil comprobar que L3

es la matriz identidad I, entonces

#(k) = L*#(0) = L*"L"Z(0),

dando lugar a las siguientes situaciones:

r
si r
r

=0
1
=2

0<r<2,

Observemos que, al existir dos clases de edad no fértiles, no tenemos asegurada la
existencia de un valor propio de L que sea estrictamente dominante.

2.4.2. Segundo caso

En un estudio demografico de una poblacién se obtuvieron los datos representados

en la siguiente tabla,

’ Clases H a; \ b; ‘
[0, 15) 0 0.998937
[15,30) | 0.52952 | 0.999537
[30,45) | 0.403267 | 0.998807
[45,60) 0.29 -
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siendo a; el promedio de hijas nacidas por mujer y b; la tasa de supervivencia dentro
del grupo de edad.

El modelo de Leslie que describe a la situacion planteada es

w1k +1) 0 052952 0.403267 029\ [ x1(k)
o w1 || 0008937 0 0 0 (k)
D=1 kv | = 0 0999537 0 0 z(k) |
24k +1) 0 0 0.998807 0 z4(k)
con k=0,1,2,---.

Para encontrar las poblaciones femeninas en los anos 1982 y 2012 utilizamos el
ordenador

L = {{0,0.52952,0.403267,0.29},{0.998937,0,0,0},{0,0.999537,0,0},
{0,0,0.998807,0}}
x0 = {{267219},{284598}, {233169}, {270308}}

Poblacién de mujeres en el afio 1982 (un periodo de tiempo).
x1 = MatrixPower|L, 1].x0

{{323119},{266935},{284466},{232891}}



2.4 Modelo de Leslie 29

Poblacién de mujeres en el ano 2012 (tres periodos de tiempo).
x3 = MatrixPower|L, 3].x0

{{360909},{323258},{322626},{266493} }

Poblacién de mujeres en el afio 2057 (seis periodos de tiempo).
x6 = MatrixPower|L, 6].x0

{{439152} {414213},{377981},{359929}}

Para estudiar la evolucién de la poblacion a largo plazo, encontramos los valores y
vectores propios de la matriz de Leslie

Eigenvalues|L]
Eigenvectors|L]

{1.07438, -0.724172, -0.175103 + 0.584004 I, -0.175103 - 0.584004 1}

{{-0.553897, -0.515004, -0.479128, -0.445427},{-0.272938, 0.376497, -0.51965, 0.7167},
{0.139396 - 0.116672 I, -0.2487 - 0.163868 I, -0.140232 + 0.467703 I, 0.7999 - 1.93462
10718 T}, {0.139396 + 0.116672 T, -0.2487 4 0.163868 T, -0.140232 - 0.467703 T, 0.7999
+ 1.93462 1078 1}}

Al ser el valor propio estrictamente dominante \; = 1.07438 la poblacion crecerd en
cada periodo de tiempo a un ritmo aproximado del 7.5 %. Los porcentajes de hembras
en cada una de las clases se estabilizaran y coincidiran con las componentes del vector
propio asociado al valor propio \;. Esto es:

0.553897/(0.553897 + 0.515004 + 0.479128 + 0.445427)
0.515004/(0.553897 + 0.515004 + 0.479128 + 0.445427)
0.479128/(0.553897 + 0.515004 + 0.479128 + 0.445427)
0.445427/(0.553897 + 0.515004 + 0.479128 + 0.445427)

La conclusidn es que a largo plazo, el 27.28 % de las hembras se encontraran en
la primera clase, el 25.83% en la segunda, el 24 % en la tercera y el 22.34% en la
cuarta clase.

Podemos comprobarlo con la generacién de orden veinte x20 = MatrixPower|L, 20].x0
{{1.20588 10° }, {1.12126 10° }, {1.04308 10° }, {969815.}}
Basta pasar a porcentajes y se obtiene el resultado deseado. Por ejemplo,

1.205887/(1.20588 + 1.12126 + 1.04308 + 0.969815) = 0.277852.

Si encontramos el niimero de hembras en la generacion 21 podemos comprobar que
Z(21) =~ A\Z(20). En efecto,

x21 = MatrixPower|[L, 21].x0
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{{1.29561 106 }, {1.2046 10° }, {1.12074 10¢ }, {1.04183 10° }}

Dividiendo las componentes

1.29561  1.2046  1.12074  1.04183

~ ~ ~ ~ 1.07438.
1.20588 1.12126 1.04308  0.969815 07438

2.4.3. Tablas de vida y matrices de Leslie

Los datos siguientes fueron recogidos para la planta anual Phlox drummondii, donde
la edad esté expresada en dias.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Edad 0- 63- 124 - '184- 215- 264- 275- 292-  306- 320- 334- 348 - 362
63 124 184 15 264 278 202 306 320 334 348 362

S(x) 996 668 295 190 176 172 167 159 154 147 105 22 0

hi(x) 0 0 0 1] 1] 0 0 033 313 542 926 431

Observemos que la planta no se reproduce hasta la clase de edad que corresponde
a los 292-306 dias. Lo primero que necesitamos encontrar es la probabilidad de que
la planta sobreviva desde el inicio hasta la clase de edad z, es decir [(x).

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Iixy 100 0671 0296 0191 0177 0173 0168 0160 0155 0148 0105 0032 0,00

A continuacién encontramos la mortalidad

para ver en que punto de su historia de vida, la planta es mas vulnerable.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
gix) 0329 0558 0354 0073 0022 0029 0047 0031 0045 0290 0.790 1 ]

Podemos representar graficamente estos datos
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Edad

50 100 150 200 250 =00 330

Figura 2.1

Se aprecia que los mayores niveles de mortalidad se da en la segunda clase de edad
(63-124) y que aumenta de una forma considerable en la clase (320-334).

Necesitamos conocer para analizar la evolucién de la poblacion la tasa neta de
reproduccion

Ry = l(x)b(z) =2.41,

y el tiempo de regeneracién

) ; l(x)b(x)x n k.

“ €

=921 = r=

== = 0.0955,
> kl(x)b()
=0

y en consecuencia
z(t) = 2(0)e" = x(0)e 095"

Interpretacion: Esta planta parece ser mas vulnerable (si no tenemos en cuenta
las viejas) en las primeras tres clases de edad, especialmente en la segunda. Si fuese
necesario la conservacién de esta especie deberiamos ser especialmente cuidadosos en
las primeras fases de su desarrollo para asegurar el éxito de esta poblacion. Al ser la
tasa neta de reproduccion 2.41, esto quiere decir que la poblacién se incrementara.
En consecuencia, en el momento de recogida de estos datos, la poblacién no se
encuentra en peligro de extincion.
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Sean #(0) = (21(0), 22(0), 23(0))T el vector de distribucién inicial y

B(k) = (w1(k), a2(k), z3(k))"

el vector de distribuciéon correspondiente a la generacién de orden k. Del enunciado
del ejercicio se deduce,

z1(1) 0.50 0.3 0.50\ [z:(0)

zo(1) | =025 04 025 [2200) |, #(1)=AZ0), ---, Z(k)=A"Z(0).
z35(1) 0.25 0.3 025/ \z3(0)

Operando

A= {{0.5,0.3,0.5},{0.25,0.4,0.25}, {0.25,0.3,0.25}}
Eigenvalues|A]

{1., 0.15, —1.68812 107!}

Como hay un valor propio igual a 1 entonces, a largo plazo existira estabilidad.

Eigenvectors|A]
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{{0.744438, 0.496292, 0.446663}, {0.784465, 0.496292, 0.446663},
{—0.707107, —3.18473 10~'6, 0.707107}}

La distribucién estable vendra dada por el vector propio asociado al valor propio 1.
Es decir,

(0.744438, 0.496292, 0.446663)"

que una vez pasado a porcentajes:
» el 44 % serdn técnicos superiores,
s el 29 % serdn obreros especializados,

» el 27 % serdn obreros no especializados.

Si llamamos x1, x2, x3 al porcentaje de familias que pertenecen al tramo de renta
baja, media y alta respectivamente, podemos observar que ano tras ano se cumple,

zo(k+1) | =| 02 06 03 zo(k) |, k=0,1,2 -,
z5(k +1) 0.1 0.1 0.6 z3(k)
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(a) Si obtenemos los valores propios de la matriz

0.7 03 0.1
A=1 02 06 0.3
0.1 0.1 0.6

podremos comprobar si la distribucion es estable o no. Para ello resolvemos la ecua-
cién caracteristica

A=A =02—-1IAN+192 - =0 = X\ =1, X=04, N=05.

Cémo existe un autovalor \; = 1, entonces existe estabilidad.

(b) La distribucién estable nos viene dada por el autovector correspondiente al
autovalor A\ = 1.

A continuaciéon calculamos la forma de dicho autovector,

—03z+03y+0.1z = 0
022z —04y+03z = 0

(A-Mﬁ:ﬁ:{
Siz=t=y=1.833t, x=2.16t. De donde:
2.16t 4+ 1.833t + ¢t =100 = ¢t = 20

s Bl 43% de las familias tendran renta alta
» El 37 % renta media
» El 20% renta baja.
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DINAMICA DE POBLACIONES

3.1. Objetivo

En esta practica estudiaremos los modelos mas simples utilizados para analizar la
dindamica de poblaciones, como son el modelo de crecimiento exponencial y el modelo
logistico, en sus versiones discreta y continua.

3.2. Introduccion

Uno de los métodos para disponer de un cultivo de levadura usada en la fabricacion
de cerveza consiste en lo siguiente: En un gran recipiente con una determinada
cantidad de levadura se inyectan nutrientes a un ritmo constante. Bajo condiciones
ideales el monocultivo de levadura crece al principio exponencialmente, hasta que su
concentracion se hace suficientemente grande, punto en el cual se estabiliza. A esta
concentracion sabemos que se la conoce con el nombre de capacidad de carga del
sistema. En este momento, la concentraciéon de levadura permanece constante, ya
que el ritmo con el que se crea, es idéntico al ritmo con el que se extrae la levadura
del recipiente. Esto permite al cervecero un cultivo de levadura uniforme, lo cual
asegura un producto con las caracteristicas deseadas. Sin embargo, es casi imposible
mantener un monocultivo consistente de levadura, ya que a menudo el recipiente se
encuentra infectado con otro tipo de levadura que destruye la uniformidad y hace
que descienda la calidad de la cerveza.

3.3. Modelo de crecimiento exponencial
Nuestra intencion es la de construir un modelo matemético que modele la situa-

cion anterior. Para ello, los datos los extraeremos de los experimentos llevados a
cabo por G.F. Gause en 1930. Uno de los primeros experimentos lo realizé con un

35
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tipo standard de levadura Saccharomyces cerevisiae, y otra que presenta un creci-
miento mucho mas lento, Schizosaccharomyces kephir. En un principio se estudio el
crecimiento por separado, y posteriormente se mezclaron para ver como competian
ambos organismos por la cantidad de nutrientes disponibles.

Tiempo (h.) || 0 1.5 9 10 17 18 23
Volumen 0.37 | 1.63 | 6.2 8.87 | 10.66 | 10.97 | 12.5

Tiempo (h.) || 25.5 | 27 34 38 42 | 455 | 47
Volumen 12.6 | 12.9 | 13.27 | 12.77 | 12.87 | 12.9 | 12.7

Tabla 3.1 Datos para Saccharomyces cerevisiae.

La Tabla 3.2 corresponde al cultivo de Schizosaccharomyces kephir y se llevé a cabo
en un periodo mas largo de tiempo, debido a que presenta un crecimiento mas lento.

Tiempo (h.) 9 10 | 23 | 255 | 42 | 455 | 66 87 | 111 | 135
Volumen 1.27 1.0 | 1.7 ] 2.33 | 2.73 | 4.56 | 4.87 | 5.67 | 5.8 | 5.83

Tabla 3.2 Datos para Schizosaccharomyces. kephir

3.3.1. Caso discreto

La S. cerevisiae, es un organismo simple que se reproduce por un proceso de divi-
sién. En un cultivo de nutrientes ilimitado (lo cual es cierto cuando la poblacién
es pequena), durante un periodo fijo de tiempo, existe una cierta probabilidad de
que cualquier levadura origine una nueva que crecera hasta llegar a ser madura.
Existe también cierta probabilidad de que una que esta creciendo muera. Una uni-
dad razonable de tiempo que podemos tomar es de 0.5 horas, aunque es evidente
que podemos elegir cualquier otra. Es muy importante llamar la atencién sobre el
hecho de que bajo las condiciones que estamos considerando las tasas de creacion y
destruccion se mantienen constantes.

Sea b la tasa de creacién de levadura por unidad de volumen y por unidad de tiem-
po (At = 0.5), y d la tasa de destruccién por unidad de volumen y por unidad de
tiempo (At). Entonces la tasa de aumento en volumen de levadura por unidad de
tiempo, At, y unidad de volumen de levadura viene dada por r = b—d. Si P(t) es el
volumen de levadura en el tiempo ¢, entonces cuando la poblacién es relativamente
baja, podemos escribir

P(t+ At)—P(t)=rP(t) = Plt+Al)=1+7r)P(1).

Si k es el numero de intervalos de medias horas que han transcurrido desde el instante
inicial £ = 0 en el que empezamos a tomar los datos y definimos P, como la poblacion
para la k-ésima media hora después del valor ¢ = 0, podemos escribir la tultima de
las ecuaciones como

Pk+1:(1+T)Pk, k:Oa1727"' (31)
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La ecuacién (3.1) es el modelo discreto de crecimiento exponencial o mal-
thusiano y es un caso particular de un sistema dindmico discreto o de ecuaciones
en diferencia. Para este tipo de modelos, la poblacion en la proxima generacion es
proporcional a la poblacién actual.

Ante esta situacion, lo deseable seria poder encontrar una solucién explicita, lo cual
no es posible hacerlo en la mayoria de las ocasiones, pero en nuestro caso (3.1) es
bastante fécil,

Pk:(l—F?“)kpo, k':O,l,Q,"' (32)

La expresion anterior muestra que la solucion del modelo discreto malthusiano viene
dada por una funcién exponencial de base (1 + r) y exponente k, que representa al
ntmero de iteraciones que se han dado después de la poblacion inicial.

Para aplicar este modelo a nuestras poblaciones de levadura, debemos suponer que
es cierto en una primera fase del crecimiento, por ejemplo para un volumen de le-
vadura menor de la mitad de la capacidad de carga del cultivo. Para la primera
poblacién este valor es aproximadamente 13 y para la segunda aproximadamente 3,
que nos definen el rango donde se espera un crecimiento exponencial.

La pregunta fundamental que debemos hacernos es: ;qué técnica debemos usar
para ajustar los datos al modelo? Esta pregunta corresponde al problema inver-
so de identificacion de los parametros para un sistema dindmico. Podemos utilizar
dos técnicas diferentes para encontrar los dos parametros que desconocemos r y F.

EJEMPLO 3.1 (Ajuste algebraico de los datos)

» Representaremos graficamente los datos y elegiremos dos puntos que sean ma&s re-
presentativos para determinar los parametros Py y .

Saccharomyoces ceraviciae Schizosaccharomyces kephir
14 - 7
L
o . " Wy, A
12 - - [
¥
10 S 3
» >
=g E 4
5 i
o <
L ] =3
=6 £
*
2
4 .
-1 ‘.
A= *
0 X 0 2
il 10 20 30 40 50 u] 20 40 E0 80 100 120 140
Tiempo en horas Tiempo en Moras

Figura 3.1
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A la vista de estos graficos, para la S. cerevisiae elegimos los puntos, (k,P) =
(0,0.37) y (k, P) = (18,6.2). Observemos que al ser At = 0.5 horas, el punto corres-
pondiente al tercero de los datos corresponde a las 9 horas, con k£ = 18. Si sustituimos
en (3.2), Pp =037y

Pig=(147r"%P=0371+7r)® =62 = r=0.1695.

En consecuencia,

P, =0.37(1.1695)%, k=0,1,2,---. (3.3)

EJEMPLO 3.2 (Ajuste por minimos cuadrados)

Utilizando este segundo método, ajustaremos al modelo exponencial el logaritmo
neperianos de los datos.

Si tomamos logaritmos en (3.2),
In(Py) =kln(l +r) + In(F),

debemos buscar la recta que mejor ajusta al logaritmo del volumen de levadura,
In(Py) y la iteracién k.

Para encontrar dicho ajuste utilizamos el programa STATGRAPHICSPlusg. Empeza-
mos introduciendo los datos

EE STATGRAPHICS Plus - Unhitled StatFolio - [malthus. sF3]

ﬂ File Edit Plat Descibe Compare Belate Special Yiew  Window  Help
3= - Y = -~ [ S =3
coll | con2 | col3 | cora | coL
1 3 0,48853
2 18 1,82455
3 20 2,16261
4 36 2,.3665
5 |[38 2,39
[ 16 2,52
T 0 0,37
[}

Finalmente realizamos el ajuste deseado
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?‘/’ﬁ STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio - [Simple Regression - Col_2Z ws. Col_1]
E File Edit Plot Descibe Compae RBelate Special View Window  Help

=
o
iy

S e e e e W e ) o el -~ R )
|I+_§'r|@§|u o E'?IZI LhI:I Huw:l

Correlation Cosfficient = 0,926511
R-scquared = 55,3379 percent
Standard Error of Estc., = 0,375119

The Statldwvisor

The output shows the results of fitting a linear model to describe
the relationship khetween Col 2 and Col 1. The eguation of the ficted

odel i=

Col 2 = 0, 629466 + 0,04580459597Col 1

La recta que mejor se ajusta al logaritmo del volumen de los datos viene dada por
In(P) = 0.6294 + 0.048 k ,

que corresponde al modelo

Py, = 062940048k — 1 8764(1.0491)%, k=0,1,2,---. (3.4)

Por ultimo representamos en un periodo de 25 horas la poblacién de S. cerevisiae y
los dos ajustes realizados

Vo lumen

40
30
zo

10

Pericdos

10 Z0 feu] 40 20

Figura 3.2 Rojo: ajuste algebraico. Azul: ajuste por minimos cuadrados.
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Comentario: Los dos procedimientos de ajuste presentan un comportamiento cua-
litativo muy similar (crecimiento exponencial) con errores pequenos en los primeros
datos, pero que se alejan de ellos a partir de la sexta observacion.

3.3.2. Caso continuo

Hemos visto en el apartado anterior que el modelo de crecimiento discreto expo-
nencial viene dado por Py = (1 + )P, donde Py es el volumen de levadura en
el periodo k (con el tiempo dado en unidades de 0.5 horas). La ecuacién anterior
podemos expresarla como

Peyy — P =Py,

la cual nos indica que el cambio en volumen de la levadura entre el periodo de tiempo
k + 1y k es proporcional al volumen de levadura en el periodo k.

Podemos escribir este modelo considerando la variable tiempo continua. Definimos
P(t) como el volumen de levadura en cualquier tiempo ¢, y suponemos que r es
la tasa de cambio del volumen de levadura por unidad de tiempo y por unidad de
volumen. Si consideramos que el intervalo de tiempo At es suficientemente pequeno,
entonces el cambio en volumen de la poblacién estudiada entre ¢ y ¢ + At cumple la
ecuacion:

P(t+ At) — P(t)

P(t+ At) — P(t) = Atr P(t) = At =rP(t),

y si tomamos limites cuando At tiende a cero obtenemos
P'(t) =rP(t), (3.5)

que se conoce con el nombre de modelo continuo de crecimiento exponencial
o de Malthus. La solucién de esta ecuacién diferencial (3.5) es

P(t) = Pt . (3.6)

EJEMPLO 3.3 (Ajuste algebraico de los datos)
» Usaremos el primer (¢, P) = (0,0.37) y el tercer dato (t, P) = (9,6.2) para ajustar
el modelo de crecimiento continuo exponencial y encontrar los parametros Py y r.

Es inmediato que Py = 0.37 y ademas

_ In16.76 031392

P(9)=62=037¢" = r

El modelo buscado es:
P(t) = 0.37 231328
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EJEMPLO 3.4 (Ajuste por minimos cuadrados)

= Tomaremos los primeros cuatro datos de S. cerevisiae, y encontraremos la recta que
ajusta el logaritmo neperiano de los datos.

Procediendo de forma similar a como lo hicimos en el caso discreto, debemos encon-
trar la recta que mejor aproxime a ln P(t) = In Py + rt. Se obtiene la recta,

In(P(t)) =0.249t — 0.379 = Py~0.7, r~0.25,

y el modelo quedara,
P(t) = 0.7%%1,

3.4. Modelo logistico

En la seccion anterior hemos visto como el modelo exponencial es inicamente valido
en la primera fase del crecimiento de una poblacién. A medida que ésta aumenta
disminuyen los nutrientes disponibles y el crecimiento dependera de la densidad de
la poblacion, por tanto necesitamos mejorar el modelo.

Claramente las dos especies de levadura tienen tasas de crecimiento diferentes y
distintas capacidades de carga, aunque las condiciones en las que se llevaron a cabo
los experimentos eran idénticas.

Durante todo el tiempo la levadura esta continuamente creciendo, por esta razon
las herramientas matematicas que debemos utilizar son las ecuaciones diferenciales.
Para una especie concreta, si llamamos P(t) a la poblacién en el tiempo ¢, podemos
escribir un modelo general de la forma

P'(t) = f(t,P(t))

siendo f una funcién que representa el ritmo de crecimiento de la poblacion. Recor-
demos que para el caso de crecimiento exponencial, (3.5) es una ecuacién diferencial
lineal con coeficientes constantes, cuya solucién viene dada por (3.6).

Los experimentos de Gause se realizaron en un sistema cerrado con condiciones
ideales para la reproduccion. Al introducir en el recipiente un flujo constante de
nutrientes y al tener un medioambiente constante, la tasa de crecimiento (que viene
incluida en f(¢, P)) deberia depender tinicamente del tamano de la poblacién y no
del tiempo. Esto nos indica que nuestro modelo viene representado por una ecua-
cién diferencial auténoma de la forma P’ = f(P).

Si desarrollamos por MacLaurin la funcién f(P), podemos escribir

f(P)= f(0)+ f(0)P + @Jﬂ +O(P%). (3.7)
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Al ser un sistema cerrado, cuando la poblacién es cero, entonces la poblacion per-
manece en cero, (no hay crecimiento), es decir f(0) = 0. El término lineal viene
del crecimiento exponencial, f'(0) = r. De los datos, sabemos que el ritmo de creci-
miento disminuye cuando la poblacién aumenta. En Biologia, este hecho es conocido
como competicién entre las especies. Matematicamente, esto implica que el término
siguiente mas significativo en (3.7) después del término de crecimiento lineal debe
ser negativo. Mas adelante veremos que es conveniente identificar

/"(0) r

2! K

si no tenemos en cuenta el resto de los términos de (3.7), entonces podemos escribir
nuestra ecuacién diferencial como

dP P
= 1— — .
dt rP( K)’ (3:8)

que es el modelo de crecimiento logistico.

3.4.1. Analisis cualitativo del modelo

Estamos ante un modelo que viene definido por una ecuacion diferencial no lineal.
Un gran ntmero de este tipo de ecuaciones no pueden ser resueltas, y por esta
razén sabemos que se introducen las técnicas de analisis cualitativo de ecuaciones
diferenciales.

EJEMPLO 3.5

= Vamos a realizar el estudio cualitativo del modelo de crecimiento logistico. El pri-
mer paso que debemos dar es encontrar los puntos de equilibrio. Recordemos que
los puntos de equilibrio son las soluciones constantes P(t) = cte, es decir P'(t) = 0.
En modelos de poblaciones cerradas, un punto de equilibrio es siempre el trivial
P(t) = 0. En nuestro caso tenemos dos puntos de equilibrio P; = 0 y la capacidad
de carga del modelo P, = K.

La capacidad de carga para la primera de las levaduras S. cerevisiae podemos encon-
trarla calculando la media aritmética de aquellos datos que en cierta manera estan
estabilizados.

12.6 + 1294+ 13.27 + 12.77 + 12.87 + 12.9 + 12.7

K = - =12.86 ~ 12.9.

El siguiente paso es mirar el comportamiento de la solucién cerca del punto de
equilibrio. Para ello, linealizamos el modelo en P; = 0, obteniéndose el modelo de
crecimiento exponencial P'(t) = r P(t). Como sabemos, este modelo siempre crece
desde Py = 0, y en consecuencia el punto de equilibrio P; es inestable.
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Para analizar el segundo punto, volvemos a linealizar f(P) en un entorno del punto
P =K.
f(P) = f(K) + f'(K)(P — K) + O((P - K)?),

al ser K el punto de equilibrio f(K) =0y ademés f'(P) =r — 2rP/K. Entonces
f/(K) =T,

lo cual indica que cerca del punto de equilibrio P, = K las soluciones del modelo de
crecimiento logistico tienden exponencialmente hacia el punto de equilibrio. Enton-
ces, el punto P, = K es estable. Esta informacién sugiere que todas las soluciones
para el monocultivo de S. cerevisiae tienden a la capacidad de carga cerca del 12.9

EJEMPLO 3.6

= A continuacién analizaremos la linea fase del modelo de crecimiento logistico.

En el estudio del modelo de crecimiento continuo exponencial habiamos encontrado
para la primera de las levaduras los valores

Py=0.7, r=0.25,

y sabemos ademas que la capacidad de carga es K = 12.9. Al ser r/K = 0.0194
una aproximacion razonable al modelo de crecimiento logistico viene dada por el
siguiente problema de valores iniciales

P = f(P)=0.25P — 0.0194P%, P(0) =0.7.

| i(P)

08 e

/ ™~
04

0z /
I —(7 \f..

3 n 2 4 R R n 12 14
Poblacton (P)

Figura 3.3 Linea fase.
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El gréfico de f(P) nos da mds informacién sobre el comportamiento del modelo
de crecimiento logistico. Como hemos visto anteriormente, los puntos de equilibrio
son P, =0y P, = K = 12.9. Observemos en la Figura 3.3 que a la izquierda
de P; = 0 la funcién f(P) es negativa, entonces cuando P < 0,P'(t) < 0 y la
poblacién P decrece, (aunque en este caso no tenga significado biolégico). Cuando
0 < P < 12.9, entonces P'(t) > 0 y P(t) aumenta. Ademds, podemos observar que
el aumento mayor se produce cuando P = 6.45 que coincide con el vértice de la
parébola. Si P > 12.9, P'(t) < 0 y de nuevo la poblacién decrece. Este proceso que
hemos realizado y que estd recogido en la Figura 3.3 se conoce con el nombre de
linea fase del comportamiento de la ecuacién diferencial a lo largo del P-eje. El
comportamiento de la ecuacion diferencial se representa por flechas a lo largo del eje
de abscisas, donde su direccién representa si f(P) es positiva o negativa. El circulo
abierto en P; = 0 representa un equilibrio inestable (fuente), mientras que el punto
cerrado en P» = 12.9 simboliza a un punto de equilibrio estable (sumidero).

Podemos utilizar la informacion de la linea fase para dibujar de forma aproximada
las soluciones de la ecuacion diferencial. Para ello representamos en el eje de abscisas
el tiempo ¢ y en el de ordenadas la poblacién P(t). Como los puntos de equilibrio son
las soluciones que no cambian con el tiempo, es decir las soluciones constantes, su
gréfica serd una recta paralela al eje de abscisas. Cuando el valor inicial Py = P(0)
se encuentra a la izquierda de P; = 0, entonces la solucién es decreciente, mientras
que si la poblacién inicial se encuentra entre 0 < Py < 12.9 la solucién es creciente.
Observemos ademéas que por los teoremas de existencia y unicidad de soluciones,
sabemos que por cada uno de los puntos pasa una tnica solucién, y en consecuencia
ninguna de las curvas soluciéon puede cortarse. En la Figura 3.4 se recoge toda la
informacién que poseemos sobre las soluciones.
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Figura 3.4 Modelo de crecimiento logistico.
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» La Figura 3.4 se ha realizado con el programa Mapleg utilizando las siguientes
instrucciones:

> with(DEtools) :

> de := diff(P(t),t) = 0.25 % P(t) — 0.0194 % P(t)?;

> DEplot(de,P(t),t = 0..30, [[P(0) = 0], [P(0) = 0.2], [P(0) = 0.7], [P(0) = 2],
[P(0) = 6], [P(0) = 10],[P(0) = 16],[P(0) = 12.9]],stepsize = 0.2,

color = [0.3 xy(t) * (x(t) — 1),x(t) * (1 —y(t)),0.1],

linecolor = t/2, arrows = MEDIUM, color = blue,method = rkf45);

» También podemos usar el programa Mathematicag.

<< Graphics‘PlotField’

PlotVectorField[{1,0.25y — 0.0194y?},

{t,0,30},{y,0,16},PlotStyle — RGBColor|[1,0,0]]

Plot[13/(1 + 7.527E( — 0.21827  t)), {t, 0, 30}, PlotStyle — RGBColor|[1,0,0]]

EJEMPLO 3.7 (Ajuste algebraico de los datos)

» Se ha demostrado en teoria que la solucién de (3.8) viene dada por

KPy

PO = 5= (K — Pyt

Nos proponemos encontrar su valor para la levadura S. cerevisiae.

Para el caso que estamos estudiando sabemos que
Py=0.7, r=025 K=1209,

y podemos sustituir en (3.9) para obtener

12.9 x 0.7 12.9
= P(t) = .
®) 0.7+ 12.2 ¢=0-25¢ ®) 1+ 17.43¢70:25¢

Esta soluciéon podemos compararla con el modelo propuesto por Gause

13
P(t) = 1+ 7.527 ¢—0-21827¢ °

EJEMPLO 3.8 (Ajuste por minimos cuadrados.)
= Utilizando el método de los minimos cuadrados, ajustaremos los datos de la levadura
S. cerevisiae a la curva dada en (3.9).

Para ello, tenemos que encontrar los valores de Py, K, y r que minimizan a la funcién

14

B KP, 2
w(P()?K? 7") - J:Zl <Pd(t2) - PO + (K _ P0>e—7‘ti> ’
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siendo Py(t;) = 0.37, 1.63, 6.2, -+ ,12.7y ¢, =0, 1.5, 9, 10, -- - , 47.

Utilizando el ordenador encontramos los valores de los parametros
Py=1.234, K =12.74, r =0.2586,

dando lugar al modelo

12.74
P(t) = :
) = 179 3216¢ 02507

En la Figura 3.5 aparecen los datos experimentales, el ajuste algebraico, el modelo
encontrado por Gause y el modelo obtenido por el método de los minimos cuadra-
dos, para la levadura S. cerevisiae.

14
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t(h)

Figura 3.5 Comparacién entre los diferentes ajustes.

Como podemos ver, los tres modelos presentan aproximaciones relativamente buenas
de los datos experimentales, aunque el modelo inicial se encuentra algo mas escorado
a la derecha. En todos ellos se obtienen valores de la capacidad de carga muy cercanos
y ademads estos valores estan de acuerdo con el anélisis cualitativo realizado. Existen
discrepancias en las tasas de crecimiento, lo cual nos muestra la necesidad de contar
con mas datos en la primera fase de crecimiento.




MODELOS DE COMPETICION
ENTRE DOS ESPECIES

4.1. Objetivo

En esta practica estudiaremos un modelo ecoldgico que describe el comportamiento
de dos especies que compiten en un mismo habitat por los recursos disponibles. El
analisis se centra fundamentalmente en el estudio cualitativo del sistema que modela
las distintas situaciones.

4.2. Introduccion

El estudio lo realizaremos con los datos experimentales obtenidos por G.F. Gause
presentados en la Practica 3, para las poblaciones de levadura de la cerveza, Sa-
ccharomyces cerevisiae y Schizosaccharomyces Kephir.

Tiempo (h.) | 0 1.5 9 10 17 18 23
Volumen 037 1.63| 6.2 | 887 |10.66 | 10.97 | 12.5

Tiempo (h.) || 25.5 | 27 34 38 42 | 455 | 47
Volumen 12.6 | 12.9 | 13.27 | 12.77 | 12.87 | 12.9 | 12.7

Tabla 4.1 Datos para Saccharomyces cerevisiae

En la Figura 4.1 puede verse el grafico que muestra el ajuste de estos datos al modelo
logistico.

47
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Volumen

[u] 3 10 15 20 25 30 33 40 43 a0
Tiempo (horas)

Figura 4.1 Saccharomyces cerevisiae

Si llamamos x(t) a la poblacién de Saccharomyces cerevisiae, vimos en la Préactica
3 que para esta levadura el modelo logistico que mejor se ajusta viene dado por

dx T 9
= 0.2586 (1 - m) —0.2586 — 0.02032%, 2(0)=12,  (4.1)

que tiene por solucion,

12.74
1) = {9 30400zt

La Tabla 4.2 corresponde al segundo tipo de levadura

(4.2)

Tiempo (h.) 9 10 | 23 | 255 | 42 | 455 | 66 87 | 111 | 135
Volumen 127110 | 1.7 ] 233 | 2.73 | 4.56 | 4.87 | 5.67 | 5.8 | 5.83

Tabla 4.2 Datos para Schizosaccharomyces Kephir

EJEMPLO 4.1

= En primer lugar, ajustaremos los datos de la Tabla 4.2 al modelo logistico continuo
de crecimiento, y encontraremos la solucion del problema de valores iniciales.

Si representamos por y(t) la poblacién para la S. Kephir, entonces procediendo de
forma similar a la practica anterior, estos datos pueden ajustarse al siguiente modelo.

dy Yy 2
WY _ . 44(1_ ):, Ady — 0. 7 o0, L
— = 0.057 —sgg) = 0-05744y — 0.009763°,  y(0) =0 (4.3)
cuya solucion es:
5.880
y(t) = 1+ 7.67¢—005744¢t * (4.4)
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Figura 4.2 Schizosaccharomyces kephir

En la Tabla 4.3 se muestra la competicién entre los dos tipos de levaduras.

Tiempo (h) 0 1.5 9 10 18 19 23
C. cerevisiae || 0.375 ] 0.92 | 3.08 | 3.99 | 4.69 | 5.78 | 6.15
C. Kephir 0.29 | 037 ] 0.63 | 0.98 | 1.47 | 1.22 | 1.46
Tiempo (h) | 25.5 | 27 38 42 | 45.5 | 47 -
C. cerevisiae | 9.91 | 947 | 10.57 | 7.27 | 9.88 | 8.3 -
C. Kephir 1.11 | 122 1.1 |1.71]1096 | 1.84 | -

Tabla 4.3

Nuestro objetivo sera encontrar un modelo que estudie la evolucion de las poblacio-
nes de estas dos especies que compiten por una cantidad de recursos limitados.

Sea x(t) la poblacién de la primera levadura e y(t) la correspondiente a la segunda.
En ausencia de S. Kephir es de suponer que z(t) sigue un modelo logistico; es decir
dx(t)

dt

=a;2(t) — ayz(t)?.

Al incorporar la segunda especie se producira una competencia entre ellas, y sera ne-
cesario anadir el término —as x(t) y(t). La ecuacién que describe su comportamiento
dinamico sera:
dx(t)
dt

=ayx(t) —ayx(t)* —asx(t) y(t).

Del mismo modo,

d?il_gf) — by y(t) — by y(t)? — by x(t) y(t) .
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Recordemos que de experimentos anteriores conocemos los valores de los parametros
ai, as, by, by y sélo necesitamos calcular as, y bs. Las dos ecuaciones diferenciales
dan lugar a un sistema que describe la dindmica de las dos especies de levaduras.
Este sistema no puede resolverse exactamente, de manera que es necesario utilizar
técnicas cualitativas junto con técnicas numéricas para encontrar los pardmetros
desconocidos.

4.3. Analisis cualitativo del modelo

El sistema de ecuaciones diferenciales anterior es no lineal y muy dificil de re-
solver. No obstante, podemos conocer el comportamiento a “largo plazo”de ambas
poblaciones de levaduras mediante su estudio cualitativo.

EJEMPLO 4.2

= En primer lugar encontramos los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones
diferenciales. Como sabemos, los puntos de equilibrio son las soluciones constantes
x(t) = k1 e y(t) = ko, y para su localizacién debemos resolver el sistema,

{ (a1 — agz* —azy™) =0
y*(bl — b2 y* - bg JI*) =0

que tiene por solucién

b
Pl:(070)7 P2:<071>7 P3:<ala0>7
bg a9

lo que supone la desapariciéon de al menos una de las dos especies. Existe ademas,
el punto de corte de las rectas vy = a1 — asx™ — azy™ y ro = by — boy* — bg 2™, que
tiene de coordenadas

P, — albg — a;;bl a2b1 — albg
1T a2b2 — agbg ’ a2b2 — agbg ’

lo cual implica la coexistencia de ambas especies.

Existen diferentes casos a estudiar en funcién de los valores de los parametros. Una
bifurcacién, que como sabemos, es un cambio del comportamiento del sistema de
ecuaciones diferenciales que se produce al variar algunos de los parametros.

Los valores de la Tabla 4.3 sugieren que las dos especies coexisten, aunque los niveles
de poblaciones son bastante bajos.
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EJEMPLO 4.3

» Ahora, procederemos a realizar un estudio cualitativo del modelo ajustado:

do — 0.2586 2 — 0.020302% — 0.05711zy,  (0) = 0.4184
%W — 0.0574y — 0.00976 4> — 0.00480 2y,  y(0) = 0.6315

En este caso, los puntos de equilibrio son,
P, =(0,0), P,=(0,588), P3y=(12.74,0), P;=(10.37,0.8469).

En la Figura 4.3 se han representado los datos de la Tabla 4.3 y las dos curvas
solucién que ajustan a estos datos.

Volumen
12
.
10 — >
< S. cerevisiae
8 /—_F -
-
[ = .
L]
4
.
2
s + O hd
?.__4_,__.-«——— S, Té'pmr ¥ .
0
0 5 0 15 20 25 0 S 0 45 50
Tiempe (h.)
.
Figura 4.3

De forma aproximada, z(50) = 8.9 e y(50) = 0.35, lo cual nos dice que estan
préximos al punto de equilibrio correspondiente al estado de coexistencia, Py. Pero
esta hipodtesis no es cierta, de hecho si simulamos nuestro modelo para valores de
tiempo mayores puede comprobarse que z(500) = 0.01 e y(500) = 5.83. Es decir,
la poblacién méxima de S. cerevisiae se alcanza en x(44) = 8.98 y a partir de
este momento empieza a decrecer. En resumen, cuando el tiempo es suficientemente
grande la levadura S. Kephir eliminard a la S. cerevisiae. Este proceso se conoce con
el nombre de exclusion competitiva y es bastante frecuente entre dos especies en
competencia.

= Veamos que a esta misma conclusién podemos llegar por un razonamiento geométri-
co.

En primer lugar, dibujamos las isoclinas nulas, es decir aquellos valores que anulan
las derivadas. En la Figura 4.4 hemos dibujado las isoclinas nulas (rectas rojas y
azules) y la solucién en el plano fase. En cada una de las cuatro regiones A, B, C y
D las soluciones deben tener un comportamiento monétono.

En la regiéon A, tanto x(t) como y(t) deben de ser crecientes, ya que para valores
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(z(t),y(t)) pertenecientes a la regiéon A sus derivadas 2'(t) e y'(t) son positivas.
La soluciéon continta hasta tocar a la linea azul o roja, por encima de esta region
(excepto la solucién que une el origen con el punto de equilibrio Py que se llama se-
paratriz). Dentro de la regién B el signo de 2/(¢) se hace negativo y la solucién gira
a la izquierda (la poblacién z(t) decrece) y tiende al punto de equilibrio (0,5.88),
con lo cudl se produce la extincién de la levadura S. cerevisiae. Del mismo modo, si
atravesamos la isoclina roja y pasamos a la region D, entonces el signo de la derivada
de y(t) es negativa y la poblacién y(t) decrece, por lo que la solucién tiende hacia
abajo.

N :

@

Schizosaccharomyces kephir
w

=

/

] A ~
: L {1037, 0.847)

[0,0) 12.74,0;

0 2 4 B 8 10 12 D 14
Saccharomyces cerevisiae

Figura 4.4 Isoclinas nulas del modelo

Si pudiésemos ver el movimiento en esta direccion, la solucién tenderia al punto de
equilibrio (12.74,0) y en este caso S. cerevisiae eliminaria a S. Kephir. Si la solucién
empieza en la region C, entonces tanto z(¢) como y(t) decrecen y la solucién se
mueve hacia abajo y hacia la izquierda hasta cruzar unas de las isoclinas. All{ es
atrapada y tiende hacia uno de los puntos de equilibrio, dando lugar a la extincion
de una de las especies, mientras que la otra tiende a su capacidad de carga. Sélo hay
una solucién que dé lugar a la coexistencia de las dos especies, que es aquella que se
dirige a través de la separatriz.

BY o o w e e e e A e e e e A
,/ o e T A e T e e
T T e e e e e s
B
P e S g i St e e e

Figura 4.5 Campo de direcciones
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4.4. Analisis numérico del modelo

Como hemos tenido ocasiéon de comentar anteriormente, el sistema de ecuaciones
diferenciales no lineal que define al modelo no es resoluble. Por la secciéon anterior,
sabemos como se comportan las soluciones, pero también podemos obtener solucio-
nes aproximadas de las soluciones por medio de técnicas numéricas.

EJEMPLO 4.4

= Por ejemplo, aplicaremos el método de Runge-Kutta de cuarto orden para obtener
la solucién numérica del modelo en competencia

e — 0.2586 2 — 0.020302% — 0.05711zy,  (0) = 0.4184
% — 0.0574y — 0.00976y> — 0.00480zy,  y(0) = 0.6315

El método lo programamos con Mathematicag. Empezamos introduciendo los datos
del problema,

f[x_,y_,z] := 0.2586y — 0.02030y? — 0.05711y * z;
glx_,y_,z] = 0.05744z — 0.009768z2 — 0.004803y * z;a = 0; b = 500;

valor = {0.4184};
cola = {0.6315};
n = 100;

A continuacién implantamos el método de aproximacién numérica de este sistema
de ecuaciones diferenciales con valores iniciales z(0) = 0.4184 e y(0) = 0.6315.

h=(b—a)/n;
nodo = Table[a + ih, {i,0,n}];
For[i=2,i<=n+1,i+ +,

nodo[[i — 1]] + h, valor[[i — 1]] + hk3, cola[[i — 1]] + hL3];
L4 = g[nodo|[i — 1]] + h,valor[[i — 1]] + hk3, cola[[i — 1]] + hL3];
AppendTo|valor,valor[[i — 1]] + (h/6)(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)];
AppendTo[cola, cola[[i — 1]] + (h/6)(L1 4 2L2 + 2L3 + L4)]; |;

k1l = f[nodo[[l —1]],valor|[i — 1]], colal[i — 1]]];

L1 = g[nodo[[i — 1]], valor[[i — 1]], colal[i — 1]]];

k2 = f[nodo|[i — 1]] + h/2, valor[[i — 1]] + (h/2)k1, cola[[i — 1]] + (h/2)L1];

L2 = g[nodo[[i — 1]] + h/2, valor[[i — 1]] + (h/2)k1, cola[[i — 1]] + (h/2)L1];

k3 = f[nodo|[i — 1]] + h/2, valor[[i — 1]] + (h/2)k2, cola[[i — 1]] + (h/2)L2];

L3—gthH1—1H+&M2vﬂpﬂh—iﬂ+(m@ﬁZcMaHi—1H+GM@Lﬂ7
]

La primera de las graficas de la Figura 4.6, corresponde a la evolucién en el tiempo
de la primera levadura S. cerevisiae y la segunda a S. Kephir

grafRK4 = ListPlot[Table[{nodo][i]], valor[[i]]}, {i,n + 1}],
PlotStyle — RGBColor[1,0,0]]
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N
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Figura 4.6

gragRK4 = ListPlot[Table[{nodo][i]], cola[[i]]}, {i,n+ 1}],
PlotStyle— > RGBColor|0,0, 1]];

i /
Tiempo

100 200 300 400 S00

Figura 4.7

La Figura 4.8 muestra las dos graficas superpuestas, y permite observar el triunfo
de la levadura S. Kephir sobre la S. Cerevisiae.

Show|[grafRK4, gragRK4]
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Figura 4.8 Superposicién de las poblaciones de levaduras.

ListPlot[Table[{valor[[i]], cola[[i]]},{i,n + 1}],PlotStyle —
RGBColor|0, 1, 0], AxesLabel — {”S.cerevisiae”,”S.Kephir” }];

Figura 4.9 Abscisas: S. cerevisiae. Ordenadas: S. Kephir
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PRACTICA 5

MODELO LOTKA-VOLTERRA

5.1. Objetivo

En la Practica 4 estudiamos algunas técnicas para hacer el andlisis cualitativo de
una ecuacién diferencial no lineal. En esta practica analizaremos el modelo presa-
depredador, donde también el sistema de ecuaciones diferenciales que aparece no
puede resolverse exactamente. Por tanto, necesitaremos emplear métodos numéricos
y cualitativos. En concreto, encontraremos los puntos de equilibrio, linealizaremos
el sistema alrededor de los puntos de equilibrio para hacer el anélisis de estabilidad,
demostraremos que las soluciones son peridédicas, y por tltimo lo aplicaremos a un
caso concreto.

5.2. Introduccion

Un ejemplo clasico del modelo presa depredador es el que representa a la poblacion
de linces y conejos de un bosque al norte de Canada. La razon de la frecuencia con
que aparece dicho ejemplo, es debido a que la compania Hudson Bay anoté cuida-
dosamente las capturas de estas dos especies en el periodo 1800-1900, y se asume
que estas capturas son representativas del tamano de las poblaciones. La Figura 5.1
representa a las capturas de linces y conejos entre los anos 1895 y 1925, apreciando-
se un comportamiento oscilatorio con un periodo aproximado de 12 anos. Nuestro
objetivo sera construir un modelo que explique de forma matematica el comporta-
miento periédico de este sistema. Como sabemos, dicho modelo ha sido estudiado
en teoria y basicamente consiste en lo siguiente.

Sean z(t) , y(t) las poblaciones de conejos (presas) y linces (depredadores) respecti-
vamente. La razén de cambio de las presas 2/(t) es proporcional en cada momento
al namero de ellas, a;x(t), menos la probabilidad de contacto entre los conejos y los

o7
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linces, asz(t)y(t). Es decir,

dzx(t)
dt

= ayz(t) — asx(t)y(t) .

De manera similar, en ausencia de presas la poblacion de linces disminuye a una
tasa proporcional al nimero de ellos, —byy(t), y al incluir los conejos su poblacién
aumenta proporcional a la posibilidad de contacto entre las presas y los depredadores
box(t)y(t). Combinando estos factores

2 = —byy(t) 4 baz(t)y(t) .

0

1900 1904 1908 1912

Figura 5.1 Capturas de linces y conejos en 1895-1925.

Es evidente que para la realizaciéon de dicho modelo se han efectuado un elevado
nimero de simplificaciones de la realidad. Por ejemplo, no se ha tenido en cuenta la
variacién del clima, las relaciones con otras especies, la presencia del ser humano, y
otros factores muy importantes como son la edad de los animales y su distribuciéon
espacial. Sin embargo, comprobaremos que este modelo tiene un comportamiento
muy parecido al de la Figura 5.1.

5.3. Analisis cualitativo del modelo

Empezaremos encontrando los puntos de equilibrio del sistema.
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EJEMPLO 5.1

Para encontrar los puntos de equilibrio del modelo

dfz(f) = ay2(t) — az(t)y(t)
dl;;tﬂ = —byy(t) + bax(t)y(t) .

tenemos que igualar sus derivadas 2/(t) e y/(t) a cero. Por tanto,

{ 2'(t) = z(a1 — agy) =0
Y () = y(—b1 +bax) =0

cuyas soluciones son

P=Gel0)0(0) = (0.0, Po= (2.

bg’ a9

Ahora bien, de los puntos de equilibrio encontrados no podemos deducir el compor-
tamiento oscilatorio del sistema observado en la Figura 5.1.

EJEMPLO 5.2

Vamos a linealizar el sistema de ecuaciones diferenciales en un entorno de los puntos
de equilibrio, para estudiar la estabilidad del sistema.

Para encontrar el jacobiano definimos las funciones

f(@,y) = a1z —aszy, g(z,y):=—-biy+bzy,

y calculamos las siguientes derivadas parciales,

O i —wy
gx— 1 2y 3 gy— 2

g . 9 _ _
—ax—bgy ; —ay b1 + bz

posteriormente, evaluamos en el primero de los puntos P,

J(0,0) = ( ‘g _(;)1 ) .

Si calculamos los valores y vectores propios de esta matriz

Ji= {{al’ 0}7 {Oa _bl}}
Eigenvalues|J]
Eigenvectors[J]
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{al, -b1}

{{1, 0}, {0, 1}}

Conclusién: Los resultados muestran que el punto de equilibrio P; = (0,0) es nodo
del tipo punto de silla, con soluciones que crecen exponencialmente a lo largo del eje
z(t) y que disminuye a lo largo del eje y(t). Las soluciones lineales son de la forma:

() =a(b)mea(d) o

bit

O bien,
z(t) =cre™t, yt)=coe”

Para el segundo de los puntos Py = (b1/ba, a1/az), la matriz jacobiana es

0 _a2b1
J(bl/bQ/vaa]./aQ) = ai1bs (;)2 :

Sus valores propios son,

J:={{0,—(a2b1)/b2},{(a1lb2)/a2,0}}
Eigenvalues[J]

{-I Sqrt[al] Sqrt[bl], I Sqrt[al] Sqrt[bl]}

Conclusién: Ahora, A = ++v/a1b;1 = iw, lo que muestra que P> es un centro y
sugiere que las soluciones giraran en torno a ¢él, dando lugar, en este caso, a soluciones
periddicas de las poblaciones.

La soluciones son ahora
xz(t) \ . cos wt Le sen wt
y@) )~ 7\ Asenwt 2\ —Acoswt |’

b2 al

con

A

b1 ag '

EJEMPLO 5.3

Las orbitas del sistema para x,y # 0, son las curvas soluciones de la ecuacion
diferencial de primer orden

dy — —biy+bxy  y(=b1 + box)

dx arx —asry  w(ag — azy)
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Esta ecuacion es de variables separables ya que puede expresarse de la forma,

a1 — asy dy = —by + box g

Por consiguiente, a; In y — asy + b1 In x — box = k1 para una constante k1. Tomando
exponenciales en ambos lados de esta ecuacion se obtiene

yal xbl

ea2y ebg:c

para una constante K. Asi pues, las 6rbitas del sistema son la familia de curvas
definidas por la ecuacién
zb1eb2® — Cema2yyar (5.1)

= Para probar que las soluciones son periddicas separamos la funcion implicita anterior
en las funciones
—b1 bax —a a
F(z) =277, G(y) =Ce ¥y",

y las representamos graficamente.

(a) F(z) tiene una asintota vertical en x = 0.
(b) F(x) tiende a infinito cuando z tiende a infinito.
(¢c) La derivada de F(x) es

Fl'(z) = —byp e 4 g hehem — x_bl_lebﬂ(bgac —b1),

que se anula en = by /be, donde presenta un minimo.
(d) G(0)=0
(e) G(y) tiende a cero cuando y tiende hacia infinito.
(f) La derivada de G(y) es

G'(y) = Cary™ e ™Y — Cy™age™ ™Y = Cy™ e Y (ar — agy),

que vale cero en y = aj/ay donde tiene un maximo.

" \ / -
\ /’ A
012 \ g 012

\A.;/ / A \

0.0s 0.0a

0.04 0.04

o 0
0 20 40 &0 a0 100 a 20 40 60 80

Figura 5.2 Representacién grafica de las funciones F'(z) y G(y).
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Por (5.1) sabemos que las funciones F'(z) y G(y) deben ser iguales, y si observamos
la Figura 5.2, esto sdlo es posible si el rango se encuentra entre el valor minimo de
F(z) y el maximo de G(y). Cuando F'(x) alcanza el minimo, entonces G(y) puede
tomar dos posibles valores, que corresponden al valor mas alto y méas bajo de la
poblacién de linces (puntos A y B). En el valor méximo de G(y), la funcién F(z)
toma también dos posibles valores, que son los niveles de poblacién més bajo y mas
alto de conejos (puntos C y D). La Figura 5.3 representa a la situacién anterior.

Linces
g0 B

o0 /-’-.—\_\

40

30

/
/
20 [
{
=

/D

e

—--—.__A.___.—-—-—'—"'_’

0 20 40 g0 Conejos o

Figura 5.3 Representacién grafica del plano fase.

EJEMPLO 54

Ahora, vamos a encontrar los niveles medios de las presas y de los depredadores.
Como ocurre que (Inz(t)) = 2/(t)/x(t) = a1 — azy(t) se tiene que

y(t) = —(ar — (nx(t))).

a2

El valor promedio de y(t) sobre el intervalo [0, 7] se define como:

1 T
d t)dt
TAyU,

11 [T aj
— = — (Inz(#)))dt = — .
T@g(m (Inx(t))") ”

si sustituimos

Razonando de manera similar se prueba que el valor promedio de y(t) es by /bs.
En consecuencia, no importa como de grandes sean las poblaciones iniciales de las
dos especies ni importa como sean las variaciones, el promedio en las poblaciones es
siempre el mismo. Esta propiedad se puede considerar como la ley de conservacién
de la naturaleza.
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5.4. Analisis numérico del modelo

La siguiente tabla muestra el indice de capturas de linces y conejos elaborada
por la compainia Hudson Bay entre los anos 1900 y 1920.

’ Ano H Conejos \ Linces H Ano H Conejos \ Linces ‘
1900 30 4 1911 40.3 8

1901 47.2 6.1 1912 57 12.3
1902 70.2 9.8 1913 76.6 19.5
1903 774 35.2 || 1914 52.3 45.7
1904 36.3 59.4 1915 19.5 51.1
1905 20.6 41.7 | 1916 11.2 29.7

1906 18.1 19 1917 7.6 15.8
1907 214 13 1918 14.6 9.7
1908 22 8.3 1920 16.2 10.1

1909 254 9.1 1921 24.7 8.6
1910 27.1 7.4 1922 - -

Tabla 5.1 Capturas de linces y conejos en miles.

Para poder aplicar el modelo Lotka- Volterra a los datos de la Tabla 5.1, es necesario
conocer ay, as, by, ba, x(0), y(0). Empezamos tomando como valores iniciales z(0) =
30 e y(0) = 4. Para encontrar el resto de los pardmetros debemos tener en cuenta

los valores medios

_ _ ai
z(t) = —, t)=—.

0= o) =2

Si elegimos los datos comprendidos entre dos valores maximos (o minimos) y hace-

mos su media, podemos estimar Z(t) e g(t). Por ejemplo, en el caso de los conejos

consideraremos la poblacién comprendida entre los anos 1903 y 1913

7744 36.3420.6 4+ 18.1 4+ 21.4 4 22 4 25.4 4 27.1 4 40.3 4 57

= 34.6
10 ’
y para los linces los comprendidos entre 1904 y 1915
59.4+41.7+19+13+83+9.1+74+8+ 123+ 1954457 99 19
11 ST
De esta manera.
_ bl _ aq
z(t) = — =346, y(t)=— =22.12. (5.2)
bg (05}

Todavia necesitamos otras dos ecuaciones para poder estimar todos los coeficientes.
Para ello razonamos de la siguiente manera: cuando la poblacion de depredadores
sea muy baja, es de esperar que las presas estén creciendo de manera exponencial.
A partir de esta hipdtesis calcularemos a;. En efecto, en la Tabla 5.1 observamos
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que una poblacién baja de linces, y al mismo tiempo un crecimiento réapido de los
conejos, corresponde al afio 1910. Para estos anos los datos son z(t) = 27.1 en 1910
y x(t + 1) = 40.3 en 1911. Si sustituimos en la férmula del crecimiento exponencial
z(t) = z(0)e™?, se obtiene

40.3
403 =271e¢" = a = (ﬁ) = 0.397. (5.3)

En el otro caso, una poblacién muy baja de conejos que implica un ritmo elevado en el
descenso de la poblacién de linces, se da en el ano 1905. Sean y(0) = 41.7,y(1) = 19,
si sustituimos en y(t) = y(0)e "¢,

19
19 =41.7e™ by =—In|——) =0.786. 5.4
c T e (41.7) (5.4)

De las expresiones (5.2, 5.3, 5.4) deducimos
x(0) =30, y(0)=4, a =04, ay;=0.018, b =0.8, b =0.023, (5.5)
que nos permiten escribir nuestro modelo presa-depredador
2'(t) = 0.4x(t) — 0.018z(t)y(t) ; «(0)=30

y'(t) = —0.8y(t) + 0.023x(t)y(t) ; y(0) =4

EJEMPLO 5.5

s Usaremos el método de Runge-Kutta de cuarto orden para la resoluciéon numérica
del sistema de ecuaciones diferenciales (5.6).

Empezamos introduciendo los datos

f[x_,y_,z] := 0.4y — 0.018yz;

glx-,y-,z] := —0.8z + 0.023yz;
a=0;

b = 22;

valor = {30};

cola = {4};

n = 200;

h=(b—a)/n;

construimos los nodos

nodo = Table[a + ih.{i,0,n}];
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y encontramos los valores de L1, Lo, L3, Ly, K1, Ko, K3, Ky4.

For[i =2,1i <=n+1,i+ +,K1 = f[nodo[[i — 1], valor[[i — 1], cola[[i — 1]]];

L1 = g[nodo[[i — 1]], valor[[i — 1]], colal[i — 1]]];

K2 = f[nodo|[i — 1]] + h/2,valor|[i — 1]] + (h *K1)/2, cola[[i — 1]] + (R*L1)/2];
L2 = g[nodo[[i — 1]] + h/2,valor[[i — 1]] + (h*K1)/2, cola[[i — 1]] + (R*L1)/2][;
K3 = f[nodo|[i — 1]] + h/2,valor|[i — 1]] + (h*K2)/2, cola[[i — 1]] + (h* L2)/2];
L3 = g{nodoHi - 1H +h/2,valor[[i — 1]] + (h % K2)/2, cola[[i — 1]] + (h * L2)/2];

i —1]] +h,valor[[i — 1]] + hK3, cola[[i — 1]] + hL3];
L4 = g[nodo[[i — 1]] +h, valor[[i — 1]] + hK3, cola[[i — 1]] + hL3];
AppendTo[valor, valor([i — 1]] +1/6 * h * (K1 4 2K2 + 2K3 + K4)];
AppendTo[cola, cola[[i — 1]] + 1/6 xh * (L1 4 2L2 + 2L3 + L4)]; |;

Construimos la grafica que nos muestra la evolucion de las presas

grafical = ListPlot[Table[{nodo][[i]], valor[[i]]}, {i,n+ 1},PlotStyle —
RGBColor|[1,0,0],PlotJoined — Truel;

y la grafica que nos muestra la evolucién de los depredadores

grafica2 = ListPlot[Table[{nodo][i]], cola[[i]]},{i,n+ 1},PlotStyle —
RGBColor|0,0, 1],PlotJoined — Truel;

Finalmente, introducimos los datos de la Tabla 5.1

conejos = ListPlot[{{1,30},{2,47.2},{3,70.2},{4,77.4}, {5,36.3}, {6,20.6},
{7.18.1}, {8,21.4}, {9, 22}, {10,25.4}, {11,27.1}, {12, 40.3}

,{13,57}, {14,76.6}, {15,52.3}, {16, 19.5}, {17, 11.2}, {18, 7.6},

{19,14.6}, {20, 16.2}, {21,24.7}},PlotStyle — RGBColor|[1,0,0]]

linces = ListPlot[{{1,4},{2,6.1},{3,9.8},{4,35.2}, {5,59.4},
{6,41.7},{7,19}, {8, 13}, {9,8.3},{10,9.1}, {11, 7.4}, {12,8},
{13,12.3},{14,19.5},{15,45.7},{16,51.1}, {17,29.7}, {18, 15.8}, {19,9.7},
{20,10.1},{21,8.6}},PlotStyle — RGBColor[0,0, 1]]
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Figura 5.4 Ajuste de los datos.
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A continuacién dibujamos las 6rbitas

grafica3 = ListPlot[Table[{valor[[i]], cola[[i]]},{i,n+ 1},PlotStyle —
RGBColor|0,1,0],PlotJoined — True];

y representamos la nube de puntos correspondientes a las poblaciones de conejos y
zorros de la Tabla 5.1

grafica4 = ListPlot[{{30,4},{47.2,6.1},{70.2,9.8},{77.4,35.2}, {36.3,59.4},
{20.6,41.7},{18.1,19}, {21.4,13},{22,8.3},{25.4,9.1}, {27.1, 7.4},
{40.3,8},{57,12.3},{76.6,19.5},{52.3,45.7}, {19.5,51.1}, {11.2,29.7},
{7.6,15.8},{14.6,9.7},{16.2,10.1},{24.7,8.6} }]
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Figura 5.5 Ajuste de las drbitas.




PRACTICA 6

CONSTRUCCION DE
MODELOS DINAMICOS CON
VENSIM PLE

6.1. Objetivo

El propdsito de esta practica es dar unas breves ideas que nos ayuden a fami-
liarizarnos con la construcciéon y simulacién de modelos de sistemas dinamicos usan-
do el programa Vensim PLEg. Gran parte de esta préctica estd extraida de los Traba-
jos Fin de Grado de las alumnas Mengyu Xu' y Runjie Wu?, que han sido tutorizados
por el profesor Juan Navas Urena.

6.2. Introduccion

Una manera interesante de poder resolver un problema cientifico, es como sabemos,
hacer uso de un modelo mateméatico. La modelizacién es un tema que en los ultimos
anos ha adquirido una gran importancia, por la naturaleza y la complejidad de los
problemas a los que se aplica. Las razones que justifican esta gran expansién, hay que
buscarlas en el importante desarrollo que ha tenido el uso del ordenador, la aparicion
de nuevas teorias matemaéticas y el andlisis de sistemas. Uno de los programas méas
faciles de utilizar para construir y posteriormente simular un sistema dinamico es
Vensim PLEg).

' Modelos de gestion de existencias de una empresa a través de Dindmica de Sistemas
2El modelo presa-depredador y sus aplicaciones a la Economia

67
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6.3. La Dinamica de Sistemas

Después de la Segunda Guerra Mundial, con el desarrollo de la industrializacion, en
algunos paises los problemas sociales se volvieron cada vez mas complejos y preocu-
pantes, por ejemplo: el crecimiento de la poblacién, el desempleo, la contaminacién
ambiental, el agotamiento de los recursos naturales, etc.

En sintesis estos problemas tienen en comun las siguientes caracteristicas:

» FExisten relaciones muy estrechas y contradictorias entre ellos, como por ejem-
plo entre la dindmica del crecimiento de la poblacién y la proteccion del medio
ambiente.

» FExiste un retraso en muchos de ellos como resultado de la inversion, la con-
taminacion ambiental y la transferencia de informacion. Por tanto, se deben
resolver estos problemas desde un punto de vista dindmico y no de manera
estatica

» FExisten factores cuantitativos y cualitativos interconectados y es por ello que
su resolucion es mucho mas dificil.

Estas complicaciones necesitaban de una nueva metodologia para solventarlos; por lo
que se crean metodologias diferentes, donde la tecnologia, debido fundamentalmente
al gran avance de la técnica computacional, adquiere un gran protagonismo.

6.3.1. Historia de la Dinamica de Sistemas

La Dindmica de Sistemas (DS) es una nueva metodologia utilizada en el estudio de los
sistemas complejos. Su fundador, el profesor e ingeniero electronico Jay Wright Fo-
rrester del Massachusetts Institute of Tecnology (MIT), propuso en 1956 un método,
basado en la simulacion, para el analisis global de problemas empresariales relacio-
nados con la gestion de la produccion y el inventario, que en un principio recibié el
nombre de “dindmica industrial.” Sus resultados quedaron reflejados en el famoso
libro Dindmica Industrial (Forrester, 1961).

La DS es una disciplina emergente que en sus inicios, se desarroll6 a partir una com-
binacion de diversas teorias, como la cibernética (Cybernetics), la teorfa de sistemas
(SystemTheory), la mecanica de servo-mecanismo (Servo-mechanism), la teoria de
la informacién (InformationTheory), la teoria de la decisién (DecisionTheory) y la
simulacién por ordenador (ComputerSimulation).

Los origenes de la DS estan muy relacionados con la aparicion de un comporta-
miento oscilatorio de los pedidos de una empresa de material electrénico, el cual
era bastante ilogico debido al pequeno numero de clientes de esta empresa. El es-
tudio detallado de este comportamiento se comprobd que era debido a los retrasos
producidos entre el pedido y el tiempo de respuesta a estos encargos, asi como a la
existencia de bucles de realimentacién. Su descubrimiento fue realizado no por las
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técnicas de investigacién operativas tradicionales, como el método de Montecarlo,
sino por una nueva metodologia que recibiria el nombre de DS.

En un principio, entre 1920-1930, la DS se relacion6 con el estudio de los sistemas
mecanicos de regulacion, conocidos también como realimentacion, retroalimentacion
o feedback. Sin embargo, el también profesor del MIT, gran matematico Norbert
Wiener, y creador de la cibernética, defini6 el feedback como “aquel método que
proporciona control a los sistemas mediante la técnica de introducir en ellos los re-
sultados obtenidos”.

Después de 1950, la gente se dio cuenta de que no sélo en la ingenieria estaba presen-
te la realimentacion, sino que otros sistemas, como los bioldgicos, el medioambiental,
los sociales, estaban regulados por este mecanismo. Esto hacia que los modelos ma-
tematicos simples estudiados inicialmente, que eran lineales, pasaran a ser modelos
no lineales, con un gran mayor nivel de dificultad.

Como se ha comentado, en 1961, Forrester publicé “Industrial Dynamics” un clasi-
co y punto de partida de la DS. En este estudio observo y explico las causas de las
oscilaciones que se producian en algunos fenémenos relacionados con las empresas,
empleando modelos cibernéticos aplicados a los procesos industriales. Para ello se
elaboraba el llamado Diagrama de Forrester, posteriormente se implementaba y si-
mulaba con la ayuda de un programa de ordenador y se analizaba la evolucién del
modelo a lo largo del tiempo.

En 1968, y por un hecho casual, Forrester empezé a interesarse por la organizacion
de las grandes ciudades. El motivo fue la presencia de John Collins, un antiguo
alcalde de Boston, en un despacho contiguo al suyo en el MIT. De esta manera
surgi6 entre ambos una amistad y la posibilidad de colaboracin en el estudio de los
problemas que afectan a las grandes ciudades, utilizando como metodologia la DS.
Todos estos resultados fueron recopilados en un libro (Forrester, 1969) y a partir
de entonces este método de estudio ha sido ampliamente utilizado en el estudio de
cualquier otro sistema dindmico continuo.

Durante esta época, un colaborador, Richard Bennett, cred el primer software llama-
do SIMPLE (Simulation of Industrial Management Problems with Lots of Equations)
para la implementacin de la DS en un ordenador. Posteriormente Alexander Pugh
vy Phyllis For, mejoraron la version anterior, que se conoce con el nombre DYNAMO
(DYNAmicMOdels), y ha llegado a ser el programa mas utilizado en DS.

El momento clave, en la popularizacién de esta metodologia, se encuentra en los
anos setenta, cuando el Club de Roma encargd a Forrester y a su equipo un estudio
para conocer las relaciones existentes entre el crecimiento de la poblacion y las acti-
vidades humanas en un mundo donde los recursos son limitados. Las conclusiones,
presentadas en el modelo WORD1, fueron muy llamativas y preocupantes, puesto
que en ellas se afirmaba que, en ese momento, el crecimiento de la poblacion no era
sostenible a mas de 100 anos vista y que el sistema colapsaria.
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Casi al mismo tiempo, Forrester lider6 un equipo del MIT, que puso en marcha un
estudio local del WORD1, a un “Modelo Nacional”. El proyecto conté con la ayuda
financiera de empresas de los Estados Unidos y del gobierno, y consistié en un mo-
delo matematico con mas de 4000 ecuaciones. Los resultados obtenidos explicaron
de manera muy acertada la mayoria de los comportamientos econémicos que venian
siendo observados: el crecimiento de la tasa de desempleo, la tasa de interés real, los
procesos de recesion y recuperacion, etc.

Estos estudios hicieron que la DS captara la atencién de todo el mundo, promovié su
difusion y se desarroll6 en casi todos los paises, imponiéndose su metodologia inter-
disciplinar en la mayoria de las investigaciones de los problemas socio-econémicos.

A principios de la década de 1970, el modelo anterior se perfeccioné. Concretamente
en 1971 Forrester dirigi6 los trabajos de elaboracién de una segunda version para
el estudio global del mundo que recibié el nombre de “World Dynamics” (Dindamica
Mundial), y ademds en 1973, coordind, junto con D.L. Meadows, el informe final de
titulo “The Limits to Growth” (Los limites del crecimiento). Existié una tercera ver-
sion, realizada en 1974, y encargada por Mesarovic y Pestel, que se llamé “Mankind
at the Turning Point” (Los seres humanos en el punto de inflexién).

En los anos 80, la DS salié del ambito de la direccién y administracién de empre-
sas y empezd a aplicarse en estudios de medioambiente y gestion de los recursos
naturales. En la actualidad, el rango de aplicaciones ha crecido y hoy pueden verse
estudios relacionados con la psicologia y la sociologia del comportamiento humano,
y en muchas otras ramas del conocimiento.

6.3.2. Introduccion a la Dinamica de Sistemas
Concepto y definicion de sistema.

La primera cuestion importante es conocer lo que se entiende por un sistema. Exis-
ten diferentes definiciones, desde la idea mas intuitiva como: el método para llevar
a cabo una tarea. Pero es en un sentido muy diferente el que esta presente en DS.

De esta manera Aracil define: “Un sistema como de un objeto dotado de alguna
complejidad, formado por partes coordinadas, de modo que el conjunto posea una
cierta unidad, que es precisamente el sistema” (Aracil, 1995), o bien de una forma
mas precisa: “Una unidad cuyos elementos interaccionan juntos, de modo que operan
hacia una meta comun. Es algo que se percibe como una identidad que lo distingue
de que lo rodea, y que es capaz de mantener esa identidad a lo largo del tiempo y
bajo entornos cambiantes” (Aracil y Gordillo, 1997).

Otros autores, como por ejemplo Peter Senge piensan que “Un sistema es una to-
talidad percibida cuyos elementos se aglomeran porque se afectan reciprocamente a
lo largo del tiempo y operan con un propdsito comun” (Senge (1998).

De todas las definiciones, tal vez la de Forrester se la mas precisa: “Conjunto de
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partes que trabajan para lograr un objetivo comun” (Forrester, 1982).

El enfoque cientifico utilizado en la DS es el holistico, también llamado enfoque
sistémico. Es decir, se basa en el estudio de todo el sistema completo y las inter-
relaciones entre sus partes. Al contrario del enfoque reduccionista que consiste en
analizar por separado cada una de las partes que constituyen el sistema.

A la vista de los comentarios anteriores, es evidente que los sistemas estan en todas
partes, en el universo, desde las particulas elementales hasta las galaxias, desde la
sociedad humana hasta el pensamiento de las personas, desde el sector inorganico
al sector orgénico, desde las ciencias naturales a las ciencias sociales.

Por tanto, segin Forrester, cualquier cosa de este mundo puede ser un sistema. Para
ello se necesita una variedad de elementos con la condicién de que se encuentren in-
terrelacionados. Es importante darse cuenta que el sistema siempre sera considerado
como una unidad, en lugar de como la suma de sus componentes.

{Qué es un sistema dinamico?

La Teoria de Sistemas Dinamicos es una rama del conocimiento que se ocupa del
estudio del movimiento y proporciona un lenguaje comun para el estudio de las Ma-
tematicas, la Biologia, la Fisica, la Economia, e incluso en los tultimos afios se ha
extendido a otros campos como por ejemplo la Historia y la Literatura.

Como se ha comentado, un sistema es un grupo de elementos que estan relacionando-
se continuamente para formar un conjunto unificado. A estas relaciones internas y
externas se las conoce con el nombre de estructura del sistema. Por ejemplo, en un
sistema econdémico su estructura esta definida por las relaciones entre la poblacién,
los nacimientos, las muertes, las migraciones, el trabajo, y cualquier otra variable
presente que modifique a un determinado ecosistema.

Los sistemas dinamicos es un concepto matematico que tiene su origen en el andlisis
matematico. Una regla de los sistemas dindmicos es que, elegido un punto en un
espacio geométrico, éste cambia con el tiempo. Ejemplos muy intuitivos pueden ser
la descripcién del movimiento de un péndulo, el flujo del agua en una tuberia, o el
precio de una accion de una empresa en cada uno de los dias del ano.

A través de los sistemas dinamicos puede analizarse como el cambio de una pequena
parte del sistema puede afectar al comportamiento del sistema completo. De esta
manera, puede estudiarse como influye una sequia temporal en el ecosistema, o bien
como la subida del IVA en determinado producto afecta a la economia de este sector.

Un concepto importante a tener en cuenta en un sistema es el de estado. Un sistema
dinamico discreto es una ecuacion en diferencias de la forma:

Tpp1 = f(zg) ;3 k=0,1,2,---

donde la funcion f esta definida de X en X, siendo X el espacio de fases o de los
estados. La funcion, que puede ser explicita o implicita, que relaciona a estas varia-
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bles de estado se conoce con el nombre de ecuaciéon de estado. Por tanto, el estado
del sistema viene determinado por un conjunto de nimeros reales que lo describen,
de tal manera que una ligera variacién en el estado se corresponde con pequenos
cambios en el conjunto de esos numeros reales.

Los sistemas complejos estaran representados por un ntmero elevado de variables
de estado. Por ejemplo el sistema atmosférico quedard determinado (entre otras
variables) por la presién, la temperatura, la humedad, la presion atmosférica, etc.
La evolucion de los sistemas dinamicos describe como el estado futuro depende del
estado actual, por tanto, es un proceso paulatino que depende del tiempo t. Si su-
ponemos que inicialmente, para t=0, el estado del sistema se encuentra en el origen
de coordenadas, al pasar el tiempo el punto se desplaza de tal manera que describe
una curva conocida con el nombre de diagrama de fase.

{Qué es la Dinamica de Sistemas?

La DS es una metodologia utilizada para analizar, comprender, y resolver los siste-
mas dinamicos. Se basa en la Teoria General de Sistemas, y en su esencia, tiene en
cuenta conceptos de la Cibernética, y de la Teoria de la Informaciéon. En un principio
se aplic a las Ciencias Sociales y a las Ciencias Naturales, pero en la actualidad el
rango de aplicaciones se ha extendido a otros muchos campos cientificos.

Es necesario tener en cuenta que la DS no sélo se aplica a modelos lineales, sino
que también es especialmente interesante en el estudio de modelos no lineales. Esta
cuestién es muy interesante, porque como es conocido, detras de los modelos no
lineales se encuentra la aparicion del caos matematico.

El caos en los modelos no lineales hace referencia a un estado de movimiento determi-
nado pero impredecible cuya apariencia externa es parecida al movimiento aleatorio.
Sin embargo, es importante recalcar que es diferente de un movimiento al azar. Los
sistemas cadticos son sensibles a los cambios infinitesimales inicialesde perturbacion,
no importa cémo de pequenos sean estos cambios, después de un largo tiempo, el
sistema se desviara completamentedela direccion original. Las pequenas diferencias
en el valor inicial se amplificardan de forma exponencial, lo que conlleva a que el
sistema no resulte predecible a largo plazo. Este efecto, puesto de manifiesto por
primera vez por el meteordlogo Edwart Lorenz, se conoce como efecto mariposa: “el
aleteo de una mariposa en New Yorkpuede provocar un huracan en Madrid.”

Por ultimo, y méas importante, debemos tener en cuenta que detras de un sistema
dindmico continuo siempre se encuentra un sistema de ecuaciones diferenciales, que
al ser simulados por un ordenador su resolucion se realiza por medio de técnicas de
aproximacién del cdlculo numérico. Al ser valores aproximados el resultado puede
verse afectado por lo que se ha comentado relativo a los modelos no lineales y el caos.
Por tanto, se hace necesario un estudio mas detallado de las ecuaciones que definen
el modelo y realizar, si es posible, un analisis de sensibilidad de los parametros mas
destacados del modelo.
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Etapas en la resolucion de problemas mediante la Dinamica de sistemas

La primera y mas importante de las fases para la resolucién de un problema mediante
DS es “identificar el problema con claridad, y describir los objetivos del estudio con
precision” (Martin, 2011). Necesitamos, por tanto, hacer las preguntas adecuadas
con la intencién de localizar los problemas que necesitamos estudiar y resolver.
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Figura 6.1: Estructura bésica en Dindmica de Sistemas.

A continuacién, una vez localizado el problema, es necesario estudiar las posibles
soluciones, el comportamiento histérico y la conceptualizacion del sistema. A partir
de ello se construye el modelo y se analiza mentalmente su futuro comportamiento.

La fase siguiente es técnica y consiste en la elaboracién del modelo a través del Dia-
grama Causal y el Diagrama de Forrester, e introducir las ecuaciones, lo que permite
convertir el sistema en una expresion matematica que viene dada por una ecuacién
o un sistema de ecuaciones diferenciales.

Posteriormente se procede a la ejecucion de diferentes simulaciones y a la compara-
cion de los resultados obtenidos con los datos histéricos disponibles, lo que permite
un posterior refinamiento del modelo mediante un nuevo ajuste de los parametros
introducidos.

Estructura del sistema.

Desde el punto de vista metodoldgico, la estructura béasica de un SD esta compuesta
por niveles, flujos, variables auxiliares y las relaciones internas existentes entre estas
variables, tal y como puede apreciarse en la figura 6.1.

El Diagrama Causal también se conoce con el nombre de diagrama de influencia. Se
utiliza, generalmente, en la primera fase de la elaboracién de un modelo a través de
DS, puesto que puede simplificar la ilustracion del mismo. En la Figura 6.2 aparece el
Diagrama Causal correspondiente a un modelo elemental de gestion de un inventario.
La variacion del inventario estd afectada por los cambios debidos a la produccion
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(con una tasa de produccién) y al nimero de pedidos. Es evidente que un aumento
de la produccién implica un aumento de inventarios, por otro lado, un aumento en
el nimero de pedidos se corresponde con una disminucién del inventario.

S T

Produccién Pedidos

Ritme de +
Produccién -

Inventario
Figura 6.2: Ejemplo de Diagrama Causal.

El concepto méas importante a tener en cuenta en DS es el de realimentacién, o
retroalimentacion. Béasicamente es un concepto por el cual una determinada accion
de un elemento sobre otro del sistema, origina una reaccién del segundo sobre el
primero.

Forrester investigd este aspecto analizando el comportamiento oscilatorio que se
producia en la gestiéon de existencias en el suministro de una empresa de componentes
electronicos. Descubrié que esta conducta tan extrana de los productos almacenados
era debida a dos factores, primero al retraso existente entre el momento del pedido
y el tiempo de respuesta a estos pedidos y segundo a los bucles de realimentacion
existentes en el sistema.

TEAEATD
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Figura 6.3: Ejemplos de bucles de realimentacion.

El sistema de realimentacion es un conjunto de bucles interconectado e interaccio-
nado; cuando el bucle es nico es un sistema sencillo y si el sistema tiene tres o mas
bucles es un sistema complejo.

En el ejemplo anterior (figura 6.3) puede observarse dos bucles. El primero, en rojo,
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actia del modo siguiente: al aumentar el trabajo aumenta el nimero de personas
de una ciudad (realimentacién positiva); al mismo tiempo, si aumenta el niimero de
personas el trabajo disminuird (realimentacién negativa). Al ser impar el niimero de
realimentaciones negativas, entonces el bucle es impar. Haciendo un analisis similar
puede comprobarse que el bucle en azul esta compuesto de tres realimentaciones y
también es impar.

Los bucles de realimentacion positivos fortalecen la tendencia y tienden a deses-
tabilizar el sistema, incrementando el valor de las variables. Por el contrario, los
negativos aportan estabilidad o equilibrio al sistema. Un ejemplo inmediato de estos
comportamientos puede verse en un sistema dinamico exponencial independiente de
la densidad de poblacion. En este caso el bucle dominante es positivo. Mientras que
en un modelo logistico, donde se produce el tipico crecimiento en S, este crecimiento
depende de la densidad de la poblacion y el sistema estard dominado por un bucle
negativo.

Es muy importante hacer notar que un bucle de realimentacion positivo hace, por
medio de la reaccién en cadena, que se refuerce la variacion del nivel, reforzando su
desviacién. Es decir, los sistemas donde prevalecen este tipo de bucles son inestables
y suelen representarse por una circunferencia donde en su interior hay dibujada una
bola de nieve. Por el contrario, si dominan los ciclos negativos, se debilita la varia-
cién de ese elemento con el fin de volver el sistema a su estado inicial y estabilizarlo.
Se representan por una circunferencia con una balanza en equilibrio en su interior.

Segun comenta J. Martin en “Dinamica de Sistemas. Conceptos” (Martin, 2001),
“La estructura basica de los sistema estables esta formada por un Estado Deseado
y por un Estado Real del sistema, estos dos estados se comparan (Diferencia), y en
base a este valor el sistema toma una Accion para iqualar el Estado Real al Desea-
do.” De esta manera se consigue un numero de relaciones impares negativas, con lo
que el bucle sera impar, y el sistema se estabilizara en el tiempo.

Los sistemas bioldgicos, ambientales, ecoldgicos, industriales, agricolas, econémicos
y sociales son ejemplos de sistemas de realimentacién. Por 1ltimo, es importante
senalar que también puede existir en el sistema un bucle de realimentacién que
no sea cerrado, al haber sido desconectado, en este caso se llama sistema de bucle
abierto.

Aplicaciones.

Como se ha comentado, la DS se aplica en muchos aspectos diferentes de la actividad
econdmica, por ejemplo en la gestion de proyectos de una empresa: la planificacién
estratégica y de negocios,mediante la constitucion de un modelo matematico que
permite realizar diferentes simulaciones de la administracién de la empresa. El es-
tudio detallado de estos resultados permite explicar comportamientos importantes
como pueden ser los retrasos o las oscilaciones producidas en los niveles a lo lar-
go del tiempo, o bien, detectar mediante un analisis de sensibilidad, cudles son los
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parametros mas vulnerables del modelo.

Pensemos también en la gran ventaja econémica que supone esta metodologia frente
a la construccién de modelos de experimentacion en laboratorio, mucho méas costo-
sos. Es por este motivo por lo que algunos autores (Martin, 2013) recomiendan que
el estudio a través de la DS del modelo sea un paso previo a la experimentacién en
el laboratorio.

Otro ejemplo de aplicacion de la DS es en ecologia donde estd siendo ampliamente
utilizada. Por ejemplo, en el estudio del uso del agua a nivel mundial y su relacion
con el desarrollo industrial, poniendo de manifiesto que su contaminacién es un te-
ma de capital importancia para la evolucién de nuestro planeta. El uso de la DS
permite verificar y analizar la viabilidad de las diferentes teorias y asi mismo es una
herramienta ideal en la toma de decisiones.

Por 1ltimo, citaremos una serie de actividades donde actualmente la DS esté pre-
sente:

» Planificacion Estratégica y Negocios.

= Diseno de procesos de negocio.

= Desarrollo de la Gestion y Politicas Publicas.

= Los modelos biolégicos y médicos.

» Energia y Medio Ambiente.

= El desarrollo tedrico de las Ciencias Naturales y las Ciencias Sociales.

= Dindmica de sistemas complejos no lineales.

6.3.3. Diagrama de Forrester

El Diagrama de Forrester, también conocido como diagrama de flujos, se genera a
partir del Diagrama Causal, y permite que el modelo pueda ser implementado en
un ordenador para su posterior simulaciéon. Cada uno de los elementos que aparecen
en el Diagrama Causal pueden ser representados por medio de variables que pueden
ser: niveles, flujos y variables auxiliares.

= Las variables de nivel, o de estados, indican en todo momento la situacion o
el estado del sistema,lo que aporta informacién basica para la toma de decisio-
nes posteriores. Se representa por medio de un rectangulo con un nombre en
su interior. Por ejemplo, el niimero de empresas de una ciudad en un momento
determinado.

» FEsevidente que los niveles no son constantes y que evolucionan con el tiempo, el
cambio se debe a la variable conocida como flujo, que refleja las modificaciones
de estos niveles. En el ejemplo que nos ocupa el nivel de empresas se modifica
debido a un flujo de entrada (creacién) y a un flujo de salida (destruccion).
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= El resto de variables son auxiliares, y suelen describir a los procesos inter-
medios necesarios para la toma de decisiones. En la figura 6.4 puede verse un
ejemplo de Diagrama de Forrester para un modelo genérico.

a

= » -3
FLUIO DE FLUJO DE

ENTRADA ULEDAD

VARIABLE
AUXILIAR

Figura 6.4: Ejemplo de diagrama de Forrester.

En el diagrama de Forrester de la Figura 6.5 podemos ver: una variable de nivel
Inventario, el flujo de entrada Produccion, el flujo de salida Pedidos, y la variable
auxiliar Tasa de produccion. Si las ecuaciones del modelo fuesen, por ejemplo:

Valor inicial Inventario = 12000

Produccién = Inventario * Tasa de produccién
Pedidos = 200

Tasa de produccién = 0.05

entonces, estariamos representando al modelo matematico, del tipo exponencial mo-
dificado, correspondiente al problema de valores iniciales (PVI):

y'(t) = 0.05y(t) —200 :  y(0) = 12000

/\\

Produccion Pedidos

Tasa de
produccid

Figura 6.5: Diagrama de Forrester y'(t) = 0.05y(t) — 200.

6.3.4. Simulacion de modelos con Vensim.

Existen en el mercado diferentes programas graficos que permiten la creacion de
modelos de simulaciéon. Entre los mas populares se encuentran:
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Ithink: muy utilizado en modelos dindmicos relacionados con el mundo econé-
mico y empresarial. Su uso es relativamente sencillo, por lo que es muy reco-
mendable a los pocos iniciados en DS, y adema&s posee una gran potencia en
las representaciones graficas.

Stella: es la versin mejorada del primer software desarrollado por Forrester
y su equipo que recibié el nombre de Dynamo. Su uso ha quedado muy cen-
tralizado en la ensenanza, especialmente en los niveles de secundaria, y en la
investigacion.

Powersim: Se utiliza casi con exclusividad en el mundo empresarial, en modelos
relacionados con la gestion de clientes, los recursos humanos y los analisis
financieros.

Vensim: es sin duda el programa mas utilizado puesto que es capaz de cubrir
todas las areas relacionadas con la creacion y simulacién de modelos complejos.
Permite la construcciéon de modelos basados en los diagramas causal y de
Forrester.

De todos ellos, por la sencillez de su manejo y la gratuidad del mismo, utilizare-
mos para el desarrollo del presente trabajo el programa Vensim PLEg, acréstico de
Ventana de Simulation Enviroment Personal Learing Edition. El programa fue desa-
rrollado en 1985 por la compania Ventana Systems de Harvard MS, con el objetivo
de ayudar a las empresas en la toma de decisiones ante problemas complicados por
medio de las distintas simulaciones que el programa aporta. Puede ser descargado,
en su versiéon de prueba, de su pagina web:https://vensim.com/

De una forma resumida, las principales caracteristicas del programa son:

» El uso de graficos para la construccion del modelo. Al ejecutarse el

programa bajo el sistema operativo Windows, entonces su uso es idéntico al
resto de los programas que utilizan este entorno. Existen diferentes barras de
herramientas que utilizadas de forma adecuada simplifican la construccién del
modelo. Se procede en primer lugar a la construccion del Diagrama de Forrester
haciendo uso de los niveles, flujos y variables auxiliares. A continuacién se
introducen las ecuaciones y los valores de los pardmetros, y por tultimo se
procede a la simulacion.

Proporciona diferentes métodos de analisis. Las herramientas que per-
miten analizar el modelo son de dos tipos. La primera de ellas es de tipo
estructural, como por ejemplo “cause tree” con la que permite visualizar las
diferentes relaciones causales existentes entre variables, o bien el icono “loops”
con el que es posible ver todos los bucles de realimentacin que tiene el modelo.
El otro tipo de herramientas se corresponde con la visualizacién de los datos
obtenidos en la simulacion, cuya presentacién puede hacerse en forma de salida
de graficos o en bien en forma de tablas.
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» Posibilidad de correccion del modelo. A la vista de los datos histéricos de
los que disponemos y los resultados ofrecidos por la simulacién se puede llevar
a cabo, de una manera muy sencilla, distintas correcciones de las variables del
modelo para que después de nuevas simulaciones los resultados conseguidos
sean muy parecidos a los datos reales obtenidos.

Comenzaremos con la construcciéon de un modelo econémico muy simple que nos
analice la evolucion del déficit, y posteriormente construiremos y simularemos los
modelos mas sencillos que estudian el crecimiento de poblaciones.

Para comenzar necesitamos cargar el programa. Al abrir por primera vez Vensim PLEg
nos aparecera la siguiente pantalla.
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Figura 6.6: Pantalla principal del Vensim PLEg .

Para empezar a trabajar en un nuevo modelo seleccionamos New Model en el ment file,
y el programa nos mostrara el siguiente cuadro de didlogo (Figura 6.7)

Figura 6.7: Horizonte temporal del modelo.
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En primer lugar debemos elegir el horizonte temporal del modelo (cuando debe
comenzar y acabar la simulacién), el paso temporal apropiado (como deseamos e-
xactamente que simule nuestro modelo), y la unidad de tiempo. En nuestro ejemplo,
el déficit se iniciard en 1988 y deseamos acabar la simulacién en el ano 2010. Como
paso temporal seleccionamos 0.25 anos. Finalmente, cambiamos la unidad del tiempo
de mes a ano. Para finalizar hacemos clik en 0K con el raton.

Para darle un nombre al modelo, elegimos Save as del menu file e introducimos
el nombre deseado. El programa asignard automaticamente la extension .mdl al
nombre del archivo, y ya estaremos en condiciones para construir nuestro modelo.

Niveles (stock), Flujos (flow) y estructuras de retroalimentacién (feed-
back)

El area grande vacia en la mitad de la pantalla es el area de trabajo. Los diferentes
botones en el borde superior del area de trabajo representan las distintas “herra-
mientas”disponibles para trabajar con el modelo. La barra superior contiene a la
barra del titulo, la barra de herramientas principal y las herramientas del escritorio.
La barra de herramientas principal consiste en dos conjuntos: operacién con archi-
vos, que controla las funciones standard con archivos (abrir, cerrar, grabar,
imprimir, cortar, copiar y pegar)

Ademds estan las herramientas de simulaciéon y graficos que nos permiten reali-
zar distintas simulaciones y diferentes representaciones gréaficas. Las herramientas
de escritorio nos permiten construir los distintos componentes de un modelo. Las
herramientas de la barra de estado nos permiten cambiar la forma del diagrama.
Las herramientas de anélisis a la izquierda de la ventana se utilizan para analizar el
modelo y entender su comportamiento.

Comenzamos dibujando un nivel que representara a la Deuda federal pendiente de
pago de nuestro modelo (Figura 6.8). Hacemos clic en el boton correspondiente de
la barra de herramientas del escritorio (tercero por la izquierda) y a continuacién
volvemos a pulsar el botén correspondiente. Tecleamos la palabra Deuda y pulsa-
mos la tecla Enter.

Ya hemos creado la primera variable en nuestro modelo, el nivel de dinero que cons-
tituye la Deuda federal. Ahora anadimos un flujo de entrada a la Deuda . Pulsamos
en el quinto de los iconos de la barra de herramientas y nos situamos a la izquierda
de la variable Deuda, pulsamos el ratén y posteriormente nos desplazamos hasta
situarnos dentro del rectangulo del nivel flujo, en este momento volvemos de nuevo
a pulsar el botén izquierdo del ratén. El programa nos dard una caja de texto vacia
y el cursor parpadeante. Tecleamos déficit federal neto y pulsamos la tecla Enter.
Nuestra pantalla tiene ahora el aspecto que aparece en la Figura 6.8 Observemos
que el dibujo de la nube representa la frontera del modelo. En este caso la nube nos
indica que no debemos preocuparnos, por el momento, de donde viene el déficit. Pero
debemos ser cuidadosos hacia donde va dicho flujo, ya que lo estamos acumulando
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en el nivel Deuda.

q Yenzim:C:\proyect. . \simulal_mdl ¥ar:FINAL TIME
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Figura 6.8: Construccién diagrama de Forrester inicial.

Si deseamos borrar algo del escritorio, elegimos el undécimo de los iconos de la
barra de herramientas (comecoco) nos situamos encima de lo que deseemos borrar y
pulsamos el botéon del raton. También podemos cambiar el nombre del nivel Deuda.
Elegimos el tercer boton de la barra de herramientas, pulsamos encima del nivel
Deuda y escribimos el nuevo nombre.

Ahora necesitamos crear las variables necesarias para determinar el flujo déficit
federal neto. Asumamos que estd determinada por dos variables, Ingresos netos
y Gasto total. Seleccionamos el segundo de los iconos (VAR) y anadimos estas dos
variables al modelo. Estas variables no estan conectadas a la valvula o a la caja y
reciben el nombre de variables auxiliares. Para mostrar graficamente que el déficit
federal neto estd determinado por las variables auxiliares, tenemos que conectarlo a
través de flechas. En primer lugar, elegimos de la barra de herramientas el cuarto de
los botones, pulsamos encima de la variable auxiliar Ingresos netos y arrastramos
el raton hasta colocarnos encima del flujo déficit federal neto, finalmente volvemos
a pulsar el botén del ratén.

Si pulsamos en el primer botén de la barra de herramientas (aquella que tiene
dibujada una flecha), entonces podemos seleccionar la variable que hemos creado y
moverla por la pantalla. También podemos pulsar en el pequeno circulo que tienen
las flechas y cambiar su curvatura. En este momento nuestro modelo tiene el aspecto
que muestra la Figura 6.9.
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File Edit “iew Model Toolz Windows Help

EECIEERNEE

+

B

sfcurem | &= |0

G L o) W sl S ST i 3|

iE

kel

E

B 23 - wa t—=  Deuda

Deficit federal neto : l +

=

; ;

= Ingresos netos Gasto total Pago intereses

k;//)

Otros gastos .
g Tasa de interes

Figura 6.9: Construccién diagrama de Forrester final.

Ahora, deseamos simbolizar en el diagrama la manera como afectan las variables
auxiliares al flujo que hemos construido. Un incremento de los Ingresos netos
hace disminuir la Deuda, mientras que un incremento del Gasto total ocasiona un
aumento del déficit. Seleccionamos el primer boton de la barra de las herramientas
(el que tiene dibujada una flecha), elegimos el circulo de la flecha que deseamos
etiquetar con (+) o (-). Ahora, pulsamos con el ratén la tecla +-S0 que estd situada
en la barra inferior del escritorio (segunda por la derecha) y aparecera un ment del
que elegimos el valor que nos interese. Repitiendo los pasos anteriores debemos
completar el modelo hasta que tenga el aspecto de la Figura 6.9.
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Figura 6.10: Ventanas emergentes para introducir las ecuaciones.

Finalmente, si deseamos etiquetar de forma positiva el ciclo de retroalimentacion
que hemos creado, procedemos de la siguiente manera: Elegimos el noveno de los
botones de la barra de herramientas del escritorio y pulsamos en el centro del ciclo de
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retroalimentacién. Después de pulsar en el centro del ciclo, nos aparecera el cuadro
de didlogo situado a la izquierda de la Figura 6.10.

Especificacién de las ecuaciones

Una vez que hemos construido nuestro modelo, necesitamos escribir las ecuaciones
para cada una de las variables. La formulaciéon de las ecuaciones es un paso funda-
mental en el proceso de construccién de un modelo dinamico.

Para comenzar a escribir las ecuaciones, pulsamos el ultimo de los botones ( y = x?)
de la barra de herramientas del escritorio. Entonces se iluminaran las variables de
nuestro diagrama en el escritorio. Una variable iluminada nos indica que la ecua-
cion para esa variable estd incompleta. Las variables se clasifican en exdgenas o
endogenas. Las variables exdgenas son aquellas que no forman parte del ciclo de
retroalimentacién. La Deuda de nuestro modelo tiene tres variables exégenas (In-
gresos netos, Otros gastos, Tasa de interés) y cuatro variables enddgenas.

Comenzamos escribiendo las ecuaciones para las variables exdgenas. Pulsamos en
la variable iluminada Ingresos netos. Entonces veremos el cuadro de didlogo que
aparece a la derecha de la Figura 6.10.

Una buena practica en la construccion de modelos requiere que cada ecuacién en
un modelo tenga tres elementos: la ecuacién, la unidad de medida y un comentario
completo. Para escribir una ecuacion para los Ingresos netos asumimos que éstos
son constantes, y necesitamos introducir el nimero apropiado. En 1988 los Ingre-
sos netos fueron aproximadamente de 9 x 102 délares anuales. Ahora, necesitamos
rellenar las unidades. Los ingresos son una variable del flujo, por lo tanto una uni-
dad apropiada para esta ecuacién es délares/year. Finalmente, necesitamos dar una
descripcion de esta ecuacion. Podemos por ejemplo escribir el siguiente texto: He-
mos asumido como constante el Ingreso neto, con un valor de 9 billones de dolares
anuales, basado en el valor actual de 1988.

Cuando pulsamos 0K volvemos al escritorio y apareceran iluminadas todas las varia-
bles del diagrama excepto aquellas que hemos completado sus ecuaciones (Ingresos
netos). A continuacién proseguimos con el proceso de escribir las ecuaciones para
el resto de las variables exdgenas. Para ello utilizaremos la siguiente informacion:

= Los gastos, excluidos los intereses de la deuda, fueron aproxrimadamente de 900
billones de dolares en 1988.

» El porcentaje de interés de la deuda nacional en 1988 fue alrededor del 7%
anual.

Ahora nos debemos centrar en las variables enddgeneas. Escribir las ecuaciones
para los niveles y los flujos es ligeramente diferente. Empecemos por el nivel
Deuda, para ello pulsamos de la barra de herramientas del escritorio el botén
de las ecuaciones (y = x?) y posteriormente pulsamos dentro del nivel Deuda.
Nos aparecerd la siguiente ventana de didlogo.



84 PRACTICA 6 Construccién de modelos dindmicos con Vensim PLE

Editing equation for - Ingrezos netos I

Ilngrems rigtog | vl Dell

ae1] =

=

T}'DB“ Undglllil 9| +| “arables |Funu:tiu:un$| More |
I-;tu#lhaf.'ﬂ JEI {[[]]}l ilil Bl - Choose Variable... | IInputS j
Marmal =z _Iil N
[ Supplementary llil
Help | _|_| _|

Units: IdélaresNear J
Fari I-_Iemu:us azumido como conzstante el Ingreso neto, con un walar de 3 =
e billones de dalares anuales, bazado en el valor actual de 1338

=
Group: |. vI Minbd au: INA IN.-'i‘« GoTo Prev | Mext | Hilite: | Choose | MHew |
Emors: [Equation Modified =

]S I Check Syntax | Check Model | Delete Variable I Cancel I

Figura 6.11: Introduccién de comentarios.

Al contrario que los flujos y las constantes, los niveles requieren especificar un ele-
mento adicional en su formulacién. Después de escribir la ecuacion, en primer lugar
necesitamos un valor inicial. Escribimos la ecuacion para el nivel en la caja corres-
pondiente a la palabra Integ, que son las iniciales de Integrate. Significa que el
nivel en cualquier momento en el tiempo es igual a la suma de todos los flujos de
entrada, menos los flujos de salida, més el valor inicial.
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Figura 6.12: Introduccién de comentarios.
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Cuando creamos el diagrama con el nivel, los flujos, y la retroalimentacién, habiamos
conectado el déficit federal neto al nivel Deuda. El programa captura esta de-
pendencia entre el flujo y el nivel, proporcionando una lista de las variables que se
requieren y aparecen a la derecha de la caja de didlogo de la ecuacién . (La varia-
ble que estamos formulando Deuda, también aparece por si misma en la caja de
las variables, pero nosotros solo necesitamos la entrada correspondiente al Déficit
federal neto.) Debajo de la caja Integ estd la correspondiente al valor inicial. En
este lugar colocamos nuestro punto de partida para el correspondiente nivel. En
1988 la deuda federal era aproximadamente 2.5¢12 de délares. Escribimos por tanto
2.5e12, con lo cual completamos todas las especificaciones para la Deuda. Es decir,
la Deuda es simplemente la acumulacion del déficit federal neto desde 1988 anadida
al valor inicial.

A continuacién necesitamos especificar las ecuaciones para las variables auxiliares y
el flujo. Usando la herramienta de las ecuaciones (y = x?), y pulsando sobre el Pago
de intereses, nos aparecera la ventana de dialogo correspondiente a esta variable.
Esta caja es idéntica a la anterior, y nos aparecen dos variables en su correspondiente
caja. Estamos obligados a usar estas dos variables en nuestra ecuacién. Cuando di-
bujamos el diagrama del modelo, habiamos conectado con flechas la variable Deuda
y la constante Tasa de interés a la variable Pago de intereses. Si intentamos
escribir la ecuacién sin hacer uso de estas dos variables, Vensim PLEg nos dard un
mensaje de error.

La cantidad de interés pagado es igual a la deuda actual que tenemos en el ni-
vel multiplicada por la tasa de interés. Para introducir esta ecuacion, pulsamos la
variable Deuda de la caja de las variables, a continuacién introducimos el signo
* de multiplicar y a continuacién volvemos a pulsar Tasa de interés de la caja
de las variables. Para completar la ecuacion, necesitamos especificar las unidades,
Délares/year, e introducir un comentario adecuado para esta variable. Seguimos un
proceso similar para completar el modelo.

Usando las herramientas de analisis de la estructura del modelo

El programa tiene cinco herramientas para analizar y entender la estructura de nues-
tro modelo, pero la mas interesante es la herramienta de revisar (unit-checking).
Lo mas importante en las ecuaciones de cualquier sistema dindmico es su consis-
tencia dimensional, que es tanto como decir que las unidades de medida deben ser
las mismas a la izquierda y a la derecha de una ecuacion. Por ejemplo, supongamos
que hemos elegido como unidades en la Deuda los dolares y en la Tasa de interés
délares/year. Si pulsamos en Units Check nos aparecerd el siguiente mensaje de
la Figura 6.13 (izquierda), el problema es que, en este ejemplo, la ecuacién Pago
de intereses no esta consistentemente dimensionada: el lado izquierdo y el derecho
de la ecuacion tienen unidades diferentes. Los Intereses pagados estan medidos
en dolares/year. La Deuda, al ser un nivel, estd medida en ddlares. Si multiplica-
mos Deuda por algo con unidades en ddlares/year el resultado estard medido en
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ddlares® /year y aqui aparece el error. La unidad apropiada para la Tasa de interés
es 1/year. Si la introducimos en el lugar apropiado y pulsamos Units Check nos
aparecerd el mensaje de la Figura 6.13 (derecha).

Stop from Yenszim Meszzage from Yenzim B

0 There were 2 unit ermorz discovered. @ nitz are &, 0. K.

Figura 6.13: Ventanas de analisis del modelo.

Simulando el modelo

El programa que estamos utilizando también tiene herramientas para analizar el
comportamiento de nuestro modelo. Para ejecutar una simulacién debemos pulsar
el icono del hombre corriendo en la barra de herramientas superior, Vensim PLEg
nos mostraré la ventana de didlogo de la Figura 6.14

Si deseamos crear otra base de datos, pulsamos No, en caso contrario si queremos
sobreescribir pulsamos Si, y empezara la simulacién de nuestro modelo. Si hemos
pulsado No debemos guardar los datos con un nombre (por ejemplo simulal), y a
continuaciéon pulsamos Save.

Question from Yensim E3

@ Dataset Current already existz. Do pou want to ovensrite it?

Hao | Cancelar |

Figura 6.14: Ventana de didlogo.

Una vez que la simulacién se ha completado, podemos mirar los resultados. Tene-
mos muchas opciones diferentes, pero la mas 1util es la herramienta grafica. Para
crear un grafico de la Deuda debemos seleccionarla en primer lugar. Para visuali-
zar el grafico, pulsamos el sexto de los botones en la barra de herramientas vertical
(barra de herramienta de andlisis). Para el afio 2010, bajo los supuestos realizados,
la deuda federal sera de mas de 10 trillones de délares, cuatro veces la deuda de 1988.
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M= B =] Graph for Deuda m] 3
Graph for Deuda

1.15072e+013
9.25538e+012
7.0035%e+012
4.7518e+012
2.5e+012

15988 1592 1996 2000 2004 2008
Time (Teat)

o
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2]
T
w

Deuda : Current ‘.

Figura 6.15: Resultado gréfico para la variable Deuda.

El programa tiene otras maneras diferentes de presentar el resultado de la simu-
lacion. Pulsando el quinto de los botones de la barra de herramientas de analisis,
nos aparecera un grafico de la variable seleccionada, con todas las variables que la
determinan. También podemos presentar las salidas en forma de tablas, eligiendo el
pentltimo de los botones de la barra de herramientas de analisis.

Una vez que hemos realizado una simulacién, podemos ejecutar diferentes simula-
ciones modificando por ejemplo la tasa de interés anual. Supongamos que ésta fuera
un 5.5 % en lugar de un 7 %. Para ello pulsamos el botén correspondiente a las ecua-
ciones (y = x?) y cambiamos el valor en la variable adecuada. Volvemos a realizar
la simulacién y obtenemos el siguiente resultado (Figura 6.16).

EEERE GraphforDeuda ———— [=H|
Graph for Deuda
1.150726+013

9.25538e+012

7.0035%e+012

4.7518et012
2.5e+012
1988 1992 1996 2000 2004 2008
Timne (Year)
Deuda : Current 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ddélares

) ) ) ) ) ) ) ) ) )

Deuda : segunda ddélares

Figura 6.16: Resultado gréfico para distintas simulaciones.
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PRACTICA 7

SIMULACION DE MODELOS
CON VENSIM PLE

7.1. Objetivo

En esta préctica construiremos, simularemos y analizaremos diversos modelos dindmi-
cos elementales, a través del programa Vensim PLEg, que nos permitiran entender
mejor los modelos objetos del presente trabajo. Esta practica esté extraida de los
Trabajo Fin de Grado de las alumnas Mengyu Xu', y Runjie Wu?, y han sido
tutorizados por el profesor Juan Navas Urena.

7.2. Modelo lineal

El primer modelo que estudiaremos es el que tiene por hipotesis de partida la mas
elemental, y es la de admitir que la tasa de crecimiento de una determinada funcion
es constante.

Para ello, supongamos la siguiente situacién relacionada con el control de inventarios
de un almacén.

Si llamamos y(t) al inventario en el dia ¢, entonces es evidente que el PVI:

y()=15-10 ;  y(0) =100

! Modelos de gestion de existencias de una empresa a través de Dindmica de Sistemas
2El modelo presa-depredador y sus aplicaciones a la economia

89



90 PRACTICA 7 Simulacién de modelos con Vensim PLE

modeliza a la situacién planteada. Su solucion es trivial y vale y(t) = 5t + 100, es
decir la evolucién, a lo largo del tiempo, del inventario es una recta y por ello recibe
el nombre de modelo lineal.

Para analizar el modelo con Vensim PLEg procedemos como sigue. En primer lugar
hacemos clic en el botén para crear un nuevo modelo y nos mostraré el cuadro de la
figura 7.1 correspondiente al horizonte temporal con datos que tenemos que comple-
tar, como son el tiempo inicial y final de la simulacién, el método de aproximacion
numérica utilizado, el tiempo de paso, asi como la unidad para el tiempo.

e
Tise Binwti | InfoPrwd | Shetch | Urits Equ | L5 Fikes | Rl blodes |
Times Bourdases b tha Model
Mt TMES O
ATMES [B
westErs 01E 1

F Swon s ey TME STEF

it SAVEFER =
Uk Tiee: [ -
Inegraion Troe (G =]

Tochange Lates, exit the equalions o he sbove paramelen.

ROTE:

[oe] _Carcd |

Figura 7.1: Horizonte temporal modelo lineal.

Abordamos ahora la construccién del diagrama de Forrester del modelo (Figura 7.2)
constituido por el nivel Inventario, el flujo de entrada Produccion y el flujo de
salida Pedidos.

Es el momento, una vez grabado el modelo con la extensiéon mdl, de introducir las
ecuaciones. Para ello, pulsamos sobre el botén donde aparece el icono de f(x) y
se iluminaran cada una de las variables. Seleccionamos una de ellas, por ejemplo
Inventario y el programa nos mostrara la ventana de la figura 7.3, que se corres-
ponde con su editor de ecuaciones.

—— Lopont—Hod - Optons-—Wiadoms~ Help

0 am i Sarnulation resulls e name -_—
:r. E E ? ‘:’ ; !:: g 'TFG Modelo Linea 3 b= 3_5 g
JHERE A LML

(?'i" . =y -

A

lﬁ | Nivel

| \

B e T g

=

—

b

Figura 7.2: Editor de ecuaciones para la variable de nivel.
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De manera similar introducimos el resto de las ecuaciones:
» Inventario = Produccion - Pedidos
e Valor inicial =100 unidades
s Pedidos = 10 unidades/dia

= Produccion = 15 unidades/dia

Bock o Pries Edin |
to Hiliue

Figura 7.3: Editor de ecuaciones para la variable de nivel.

El paso siguiente serd guardar el archivo de datos correspondiente a la simulacion
y posteriormente pulsar el botén, que se muestra en la figura 7.4, para realizar la
simulacion.

Botdn para ejec star la simulacidn

‘Simulaticn result file name - b
|TFG Modelo Limea 3 o

Mombre ded e datos de

Figura 7.4: Simulacién del modelo lineal.

El resultado obtenido puede verse en forma de tabla (horizontal o vertical), pulsando
en el icono Table que aparece en la barra de herramientas vertical de la izquierda del
escritorio, o bien en forma de gréfico pulsando sobre el icono Graph. A la izquierda
del dibujo de la figura 7.5 se puede ver la tabla con el resultado de la simulacion,
y a su derecha su represion gréfica, que se corresponde con la recta de ecuacion
y = 100 + 5¢.
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Figura 7.5: Resultado de la simulacién.

Si se han realizado varias simulaciones distintas del mismo modelo, cambiando, por
ejemplo, los valores de las variables, entonces pueden compararse los resultados
obtenidos, tal como se muestra la grafica de la derecha de la figura 7.6. Ademas, se
pueden manipular los tres archivos de salida accediendo al panel de control pulsando
en el botén y seleccionando la pestana Datasets

i =F o b Gphlentadsoa]
Cortrol Panel )
Inventano
Vasisble | Time duis | Scalng Dabasets | Grogh | "
Aovaleble - Inf.  Loaded -Infa. | T
wxcamen) 006 jrec b a TFG Modsdo Lirea 3 " e T
ewamen 203 septmpee 23 TFG Modelo Lreal 2 e
ecatmen) 209 ephinmpee 2 2311 TG Modeks el 1 o = ]
excamen 211 23 L E I
examen 111 2b1 = -
exsimen 2011 262 -
- 5
¥ B T 1 =
Delste Load From Tiese (Diy)
Q eventaric - TFG Moo Lines §
iy loventari | THG Moo Linead 1
[~ Keepon top | Gl . vt TFG Mok lnead |

Figura 7.6: Panel de control.

7.3. Modelo exponencial

Podemos darnos cuenta de que las hipdtesis del modelo lineal son poco realistas,
la produccién no sera siempre constante, es mucho més coherente suponer que esta
produccién depende de la cantidad de unidades disponibles en cada momento. Su-
pongamos ahora que la produccion es directamente proporcional a la cantidad de
unidades disponibles. Ahora el modelo vendra dado por el siguiente PVI:

Y (t)=ay(t) ;5 y(0) =1y

cuya solucién es inmediata y(t) = yoe®’; que se conoce con el nombre de modelo
exponencial. Una ligera variaciéon de este modelo es suponer ademas que al mismo
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tiempo de incrementarse el inventario con la produccion, se reduce debido a los
pedidos tramitados. Sea m el nimero de unidades por unidad de tiempo de pedidos
facturados. Entonces el modelo vendra dado por

y(t)=ay(t)—m ;5  y(0) =1y

Esta ecuacién diferencial puede ser resuelta haciendo uso del método de variables
separadas. Es facil demostrar que la solucién es:

- m A+ (ay — m)e?
N a

y(t)

Este problema puede ser estudiado desde el punto de vista de la Dinamica de Siste-
mas.

Modificamos el Diagrama de Forrester de modelo lineal (figura 7.1) para adaptarlo
a esta nueva situacion.

A= LD e B R R Y L

ﬂ

Figura 7.7: Diagrama de Forrester del modelo exponencial.

Introducimos como variable auxiliar Tasa de produccion y con el botén arrow co-
nectamos la tasa de produccion con el flujo de entrada Produccion y la variable
de nivel Inventario con ese mismo flujo de entrada. Observemos que hemos gene-
rado un ciclo de realimentaciéon. Posteriormente debemos introducir las ecuaciones
para cada una de las variables del modelo, teniendo en cuenta que:

Produccion = Tasa de produccion*Inventario
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Si ejecutamos la simulacion con los datos anteriores, se obtiene como resultado la
grafica de la figura 7.8; es decir, la cantidad de unidades depositadas en la fabrica
crecerd de una manera exponencial.

=i "|/B Graph for Inventario ol x|

Inventario

2,000

1,500

1,000 /

0

i
=
O
(=]
o
[}
L

Time (Day)

Inventario : TFG Modelo exponecial

Figura 7.8: Resultado simulacién modelo exponencial.

Es evidente que el inventario no puede crecer, a largo plazo, al infinito y por ese mo-
tivo es necesario introducir algunas modificaciones en el modelo que pongan limite
al crecimiento. Existen modelos elementales cuyo crecimiento dependen de la densi-
dad, como veremos en modelos préximos, pero se puede obtener un resultado similar
mediante la introduccién en el Diagrama de Forrester de un bucle de realimenta-
cion negativo. Recordemos que los bucles positivos tienden a aumentar el valor de
las variables mientras que los negativos estabilizan el sistema.

En el diagrama de la figura 7.9 se han introducido las variables auxiliares:

m Valor deseado de existencias = 150
» Factor de adaptacion = 0.5

m Diferencia = Inventario - Valor deseado de existencias

hw s
: ve Ll
, =, > Inventario Fa 0
Produccién Pedidos
Valor deseado de

existencias

Factor de

Diferencia adaptacidén

Figura 7.9: Diagrama de Forrester del modelo exponencial modificado.

Si simulamos el modelo con los valores iniciales y(0) = 100; y(0) = 250 se puede ver
en la Figura 7.10 que el modelo tiene un punto de equilibrio asintéticamente estable
en y* = 180.
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Inventario

400
300
200 \‘\E._,____
100 |

0

0 5 10 15 20 25
Tme (Month)

Inventario : Similasxpolimite2
Inventario : Similaexpolimite 1

Figura 7.10: Simulaciones del modelo para y(0) = 100; y(0) = 250.

El problema de valores iniciales que se encuentra detras del modelo es
y'(t) = 15— 0.5(y(t) — 150) ; y(0) = 100,

cuya ecuacion diferencial es de variables separadas. Es facil encontrar su solucién,
y(t) = 180—80e%% y comprobar que en efecto, cuando el tiempo ¢ tiende a infinito,
la funcién y(t) tiende al valor del punto de equilibrio 180; y esto es cierto sea cual
sea el valor inicial.

7.4. Modelo Logistico

Los modelos estudiados hasta ahora son aquellos que no dependen de la densidad,
sin embargo esta hipdtesis que en un primer momento puede ser cierta, deja de serlo
a medida que pasa el tiempo. En efecto, supongamos que tenemos una empresa y
deseamos vender nuestro producto, es evidente que al principio por la ausencia del
producto en el mercado el crecimiento de las ventas sera exponencial hasta que mu-
chas personas ya dispongan del articulo y el ritmo de ventas disminuira. Es decir,
el crecimiento dependera de la densidad, y el nimero de ventas no podra superar al
de personas existentes (que serd su capacidad de carga).

Para poner de manifiesto esta situacion es necesario introducir en la ecuacién diferen-
cial que define al modelo exponencial una funcién G(y(t)) que refleje el hecho de que
los individuos compiten entre si por los recursos limitados, y'(t) = ay(t)G(y(t)), o >
0; lo cual hace que el nuevo modelo sea nolineal.

Las posibilidades de elecciéon de la funcién G son infinitas y dependiendo de su e-
leccién se obtendra un modelo u otro. Se ha observado, al analizar una campana
de ventas, que los datos obtenidos adoptan una tipica funcién en S, y para poder
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modelizar esta situacion lo ideal es tomar la funcién lineal G(y) =1 —y/K , donde
K > 0 es la capacidad de carga o valor de saturacion del modelo.

En consecuencia, el modelo adopta la forma:

los pardmetros a y /K reciben el nombre de coeficientes vitales de la poblacion y
fueron introducidos por el biélogo-matematico Verhust en 1837 al analizar los censos
de estados Unidos entre los anos 1790 y 1840.

La constante o/ K suele ser mucho menor que la «, de tal manera que cuando la
funcién y(t) es pequeiia, entonces el término (a/K)y?, es muy pequeio comparado
con ay, y por tanto la funcién y(t) crecerd de forma exponencial. Al aumentar el
valor de la funcién y(t), el término negativo de la ecuacién diferencial debe tenerse
en cuenta puesto que disminuye la tasa de crecimiento de la funcién y(t).

La ecuacion diferencial del modelo es de variables separadas y puede ser resuelta,
siendo su solucién:

K

T 1+ Aeot i 4>0

y(t)

que cumple con el requisito de tender hacia la capacidad de carga K cuando el
tiempo t tiende a infinito.

A continuacién vamos a simular este modelo haciendo uso de la Dindmica de Siste-
mas.

El Diagrama de Forrester del modelo anterior (figura 7.11), consta de un nivel, dos
flujos y dos variables auxiliares.
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Inventario
Produccion /PC&dUS
Inventario deseado alpha

Figura 7.11: Diagrama de Forrester del modelo logistico.
Las ecuaciones del modelo son:
» Inventario deseado = 500
= Alpha = 0.15
» Produccion = alpha*Inventario
= Pedidos = alpha*Inventario~2/Inventario deseado

» Inventario = INT(Produccion-Pedidos,100)

La figura 7.12 muestra el resultado de la simulacién entre los valores t = 0, y ¢ = 100,
utilizando el método de Euler y con un paso h = 0.125, con o = 0.15 (en rojo) y
a = 0.35 (azul).

dinero disponible

500

375

250

125

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time (Month)

dinero disponible : logistico2
dinero disponible : logistico 1

Figura 7.12: Resultados simulacién modelo logistico.
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Obtenemos la grafica en forma de S, y puede apreciarse que el ritmo de crecimiento
desciende hasta que se ha alcanzado el limite maximo, por lo tanto, podemos decir
que el inventario tiende a estabilizar debido, entre otras cosas, al espacio disponible
en el almacén. Es importante observar también en la grafica 7.12, que cuando el
valor del « se incrementa, entonces la curva tiende mas rapidamente a su capacidad
de carga.

7.4.1. Estructura genérica

Un sistema que responde al modelo logistico, comienza con ciclo de retroalimentacion
positivo. Un gran incremento en este ciclo despierta a un dormido ciclo negativo.
El ciclo negativo no aparece espontaneamente, esta presente en cualquier momento,
pero su tamano depende de la fuerza de una variable que estd en el ciclo positivo.
Cuando el ciclo positivo comienza a incrementar todas las variables que aparecen
involucradas en él, el ciclo negativo se ve también amplificado hasta que cambia la
dominacién y el ciclo negativo se hace dueno de la situacion.

n g > NIVEL x ol
entrada vﬂ da ‘\
fraccion depérdida
efecto del nivel
fraccion de ganancia
fraccion de pérdida normal
nivel normal

Figura 7.13: Diagrama de Forrester de la estructura genérica.

Supongamos una poblacién de conejos situados en un medioambiente con recursos
limitados. La variable critica es el nimero de conejos que comen por el prado. La
poblacién de conejos aumenta debido a la tasa de nacimientos. Esta tasa de na-
cimientos refuerza el ciclo de retroalimentacion positivo. Sin embargo, un ciclo de
retroalimentacion negativo esta latente. Al aumentar el niimero de conejos y al ser
fija la cantidad de agua, esto hace que el agua que corresponde a cada conejo des-
cienda. Cuando la cantidad de agua no es suficiente algunos conejos empiezan a
morir. El ciclo negativo reduce la velocidad de crecimiento hasta que la cantidad de
agua es suficiente para soportar a la poblacién de conejos.

Los sistemas que siguen un comportamiento logistico estan caracterizados por con-
tenciones o limites del crecimiento. En el caso de los conejos, la contencion es la
cantidad fija de agua. Esta contencion indica el nimero maximo de conejos que el
sistema puede soportar. En el ejemplo de una epidemia, la contencion podria ser la
poblacién total expuesta a la enfermedad.
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Varios niveles y flujos producen un comportamiento del tipo logistico. La figura 7.13
representa a una estructura genérica que muestra de forma intuitiva ciclos de retro-
alimentacion y la contencion de un sistema.

El modelo estd compuesto por tres ciclos de retroalimentacion. El ciclo positivo
estd asociado con la entrada NIVEL. El flujo entrada es el producto del NIVEL
y la variable constante fraccion de ganancia, el cual lleva al sistema a un creci-
miento del tipo exponencial.

Dos ciclos de retroalimentacién regulan el flujo salida del NIVEL. Un conector
enlaza el valor actual del NIVEL al flujo de salida y origina un ciclo negativo. El
segundo de los ciclos negativos pasa a través de la variable fraccion de pérdida,
la cual es la responsable de que cambie la dominacion del ciclo.

El NIVEL inicialmente crece solamente si la fraccién de ganancia es més grande
que la fraccién de pérdida. Cuando la fraccién de ganancia es mas grande que
la fraccion de pérdida, el flujo de entrada es mayor que el flujo de salida y el
sistema crece exponencialmente. E1 NIVEL, sin embargo, no puede crecer siempre.
Cuando el NIVEL aumenta, hace que la variable efecto del nivel se multiplique.
Esta variable determina el efecto del NIVEL en la variable fraccion de pérdida.
Cuando el efecto del nivel toma valores mayores de 1, la variable fraccién de
pérdida aumenta. Cuando efecto del nivel aumenta hasta que las variables frac-
cion de pérdida y fraccion de ganancia sean iguales, entonces el flujo de salida
coincide con el flujo de entrada y cesa el crecimiento. El sistema se encuentra en
equilibrio.

El tamano del flujo positivo es constante. Por el contrario, el ciclo negativo va au-
mentando a medida que lo hace el NIVEL. El flujo de salida es el producto del
NIVEL y la variable fraccion de pérdida. Aqui estd la clave para entender cual
es el ciclo que domina: la fraccion de pérdida aumenta cuando lo hace el NIVEL.
Cuando éste es pequeno el ciclo de retroalimentacion negativa es muy pequeno, pero
cuando el nivel aumenta, el ciclo negativo se va haciendo cada vez mayor. Finalmen-
te la retroalimentacion negativa conduce al sistema al equilibrio.

. Qué tipo de curva origina la variable efecto del nivel?. Esta curva estd determinada
por las caracteristicas de la accion de la contencion sobre el sistema. En nuestro dia-
grama la contencién estd modelada por el nivel normal, el cual determina cuanto
puede crecer el NIVEL. Cuando el valor del NIVEL llega a ser mas grande con
respecto al nivel normal, la fraccion de pérdida aumenta debido al aumento de
la presién de la contencion.

A continuacion escribimos las ecuaciones del modelo.
» NIVEL(t) = NIVEL(t - dt) + (entrada - salida) * dt

e Valor inicial =10

e Unidades = conejos
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e ENTRADA:

e FEntrada = fraccién de ganancia * NIVEL
e Unidades = conejos /time

e SALIDA:

e Salida = fraccién de pérdida * NIVEL

e Unidades = conejos /time.
= fraccién de ganancia = una constante

e Unidades: 1/time.

e Comentario: La fraccion de ganancia debe ser mayor que la fraccion de pérdida
normal para que inicialmente el NIVEL crezca.

= fraccién de pérdida = fraccién de pérdida normal * efecto del nivel

e Unidades: 1/time.

e Comentario: La fraccion de pérdida es un mailtiplo de la fraccion de pérdida
normal, la cual depende del tamano relativo del NIVEL. La fraccion de pérdida
cuando aumenta determina cual de los ciclos es el que domina.

= nivel normal = una constante
e Unidades: conejos.
= fraccién de pérdida normal = una constante

e Unidad = 1/Time.

e Comentario:La fraccion de pérdida normal debe ser menor que la fraccion
de ganancia para que inicialmente crezca el NIVEL. La fraccion de pérdida
normal representa la fraccion de pérdida inicial. Si no actuaran contenciones
sobre el sistema la fraccion de pérdida seria igual a la fraccion de pérdida
normal.

» Efecto del nivel = grafico (NIVEL / nivel normal)

e Por ejemplo = (0,1), (0.2,1.4), (0.4,1.80), (0.6, 2.20), (1,3), (1.2,3.40), (1.4,3.8),
(1.6,4.2), (1.8,4.6), (2,5).

e Unidades = dimensionless

e Comentario: La curva mds simple que genera un crecimiento logistico, es una
linea recta que aumenta linealmente. Cuando el nivel es 0, el factor de multi-
plicacion es 1.
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La figura 7.14, representa al diagrama causal para un modelo que analiza el cre-
cimiento de una poblacién de conejos en un medioambiente que cuenta con recursos
limitados.

-] ¥ensim:C:\biologi._. \conejos. md| Var:CONEJOS
File Edit View Model Tooks Windows Help

EEEE N ERREE e N B
pel[™ ol 2] el ] 32|@] wl
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@
Doc
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fluyjo neto

03 CONEJOS
Muertes

R \_ﬂ/

fraccion de muertes

. oo efecto de hacinamiento
fraccion de nacimientos

fraccion normal de muertes

poblacion normal de conejos

3
%] [ Yigw 1 [ Times Hew Roman 1261 [l IS =22

Figura 7.14: Diagrama de Forrester del modelo del ejercicio 4.

Las ecuaciones del modelo son las siguientes:
» CONEJOS(t) = CONEJOS(t - dt) + (Nacimientos - Muertes) * dt

e Valor inicial =10

e Unidades = conejos

e ENTRADA:

e Nacimientos = fraccién de nacimientos * CONEJOS

e Unidades = conejos /mes

e SALIDA:
e Muertes = fraccion de muertes * CONEJOS

e Unidades = conejos /mes
» fraccién de nacimientos = 0.5

e Unidades: 1/mes

e Comentario: La fraccion de nacimientos es la velocidad con que los conejos
pueden reproducirse.

» fraccién de muertes = fraccién normal de muertes * efecto de hacinamiento

e Unidades: 1/mes
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e Comentario: La fraccion de muertes es la velocidad actual con la que los co-
nejos mueren.

= Poblacién normal de conejos = 500

e Unidades: conejos.

e Comentario: La poblacion normal de conejos representa a la capacidad de carga
del sistema.

» fraccién normal de muertes = 0.5/3

e Unidad = 1/mes

e Comentario:La fraccion normal de muertes es la velocidad con la que cada
conejo moriria si la fuente de alimentos fuese ilimitada. Es la tercera parte de
la fraccion de nacimientos.

» efecto del hacinamiento = grafico (CONEJOS /poblacién normal de conejos)

e Por ejemplo = (0,1), (0.2,1.1), (0.4,1.20), (0.6, 1.3), (0.8,2), (1,3), (1.2,4.2),
(1.4,5.6), (1.6,7.8), (1.8,11.1), (2,15)

e FEn nuestro ejemplo hemos utilizado la funcién:
efecto de hacinamiento = FUNCION(CONEJOS /poblacién normal de cone-
jos) = 5*CONEJOS / poblacién normal de conejos -3 * CONEJOS / poblacién
normal de conejos + 1

e Unidades = dimensionless
e Comentario: El hacinamiento no tiene efecto en la fraccion de muertes cuan-
do el nimero de conejos no alcanza la mitad de la capacidad de carga (apro-

zimadamente). Cuando el nimero de conejos llega a ser el mdzimo de la po-
blacion, el factor de multiplicacion aumenta de 1 a 3.

A continuacién simulamos el modelo, y obtenemos para la poblacién de conejos, la
siguiente grafica:

= ol =E =] _Graph for CONEJOS
Graph for CONEJOS
599.06
451.80
304.53
157.26
10
0 5 10 15 20 25
Timne (hlonth)
COWEIOS : correr 1 1 1 1 + 1 1 1 1 Conejos

Figura 7.15: Simulacién del modelo del ejercicio 4.



7.4 Modelo Logistico 103

En la grafica podemos observar un crecimiento del tipo exponencial en los primeros
meses, como consecuencia del ciclo de retroalimentacién positivo. Aproximadamente
a los 12 meses, la curva cambia la concavidad. Los conejos estan empezando a sentir
la contencién debido a un medio ambiente con recursos limitados. El crecimiento
exponencial se convierte en un crecimiento asintético.
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29527
5999
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152.13
30.28
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0.5792

conejosihlonth
conejos

conejosMlonth
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conejos
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20 25

Time (Mlonth)
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conejos/ifonth

fluje neto : correr? 3 3 3 3 3 3 3 3 3 conejos

Iluertes : correr2 t 1 1 1 } t t

Nacitmientos : cotrer2

Figura 7.16 Flujos.

El punto de la curva en el cual cambia la concavidad es el punto de inflexiéon y
esta situado en aquel valor donde la poblacion llega a ser la mitad de la capacidad
de carga (300 conejos).

En el modelo podemos observar que también hemos creado una variable llamada
flujo neto que es la diferencia entre los Nacimientos y las Muertes. Existen dos
posibles puntos de equilibrio en todo modelo logistico. El primero de ellos correspon-
de al valor cero del tiempo. No habran nacidos los conejos y ninguno habra muerto.
Los nacimientos y las muertes son cero, y el sistema estd en equilibrio. Sin embargo,
se necesitan solo dos conejos para que el equilibrio se rompa, pero 25 meses después
el sistema volvera a estar de nuevo en equilibrio. La diferencia entre los nacimientos
y las muertes es cero. El primer punto de equilibrio es inestable y el segundo es
estable.

El comportamiento obtenido de la poblaciéon de conejos nos sirve para ilustrar las
caracteristicas que determinan el crecimiento. Los cambios en el flujo neto del nivel
hace cambiar la forma del crecimiento. Cuando el flujo neto tiene pendiente positi-
va (derivada) el ciclo de retroalimentacién positivo es el que domina y entonces el
crecimiento es del tipo exponencial. Cuando el ciclo que domina es el negativo, la
pendiente a la curva del flujo neto es negativa y entonces el nivel tiene un crecimien-
to del tipo asintético. El cambio de uno al otro ocurre cuando la pendiente del flujo
neto es cero. Esto significa que el flujo neto alcanza el valor maximo. El nivel cesa
de crecer cuando el flujo neto es cero.
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7.4.2. Modelos Logisticos modificados

A pesar de las bondades del modelo logistico, existen situaciones donde si la funcion
y(t) es grande entonces su ritmo de crecimiento disminuye y lo mismo si y(t) es
demasiado pequena. Supongamos que M sea la capacidad de carga del sistema y
N la constante necesaria para tener en cuenta el nivel minimo, en este caso, si
y'(t) = g(y), entonces la funcién g deberia ser del tipo representada en la figura
siguiente.

&)

Figura 7.17: Forma de la funcién g(y).

Esta funcién ¢(y) es negativa cuando y(t) > M o bien cuando 0 < y(t) < N,y es
positiva en el caso en que N < y(t) < M. Ademés g(0) = g(N) = g(M) = 0. Una
de las posibilidades de eleccion viene dada por el siguiente modelo:

Yt =ay(1-2L)(5-1) © M.N>05 y(0)=y

que tiene por soluciones constantes (puntos de equilibrio) y(t) = 0;y(t) = M;y(t) =
N.

El Diagrama de Forrester del modelo (figura 7.18) consta de un nivel, dos flujos de
entrada, dos flujos de salida, y tres variables auxiliares.
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Figura 7.18: Diagrama de Forrester del modelo logfstico modificado.

Las ecuaciones que debemos introducir en el modelo son:

» Alpha = 0.15; Inventario deseado = 120; Inventario minimo = 50

= Entradal = Alpha*Inventarios”2/Inventario minimo

= Entrada2 = Alpha*Inventario”2/Inventario deseado

= Salida 1 = Alphax*Inventario

= Salida 2 = Alpha*Inventario~3/(Inventario deseado*Inventario minimo)

» Inventarios = INT(Entrada 1+Entrada 2-Salida 1-Salida 2,100)

En la figura 7.19 se encuentran los resultados de tres simulaciones para valores
iniciales diferentes y(0) = 100; 50; 20, y es interesante destacar como ahora el
comportamiento a largo plazo de la funcién y(t) dependera del valor inicial.

Inventarios

Time (Day)

Inventarios : Modelo logistico Allen 1
Inventarios : Modelo logistico Allen 2
Inventarios : Modelo logistico Allen 3

Figura 7.19: Simulaciones del modelo logistico modificado.
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Si este valor se encuentra por debajo del valor minimo (N = 50) entonces a largo
plazo y(t) tiende a cero (curva en verde), mientras que si el valor inicial supera
este valor minimo (curva en azul) entonces y(t) tenderd siempre al valor deseado
(M = 120). Evidentemente si y(t) coincide con el valor minimo (curva roja) entonces
su grafica serd una recta, ya que la solucion seria constante al tratarse de un punto
de equilibrio.

Otra posible modificacién del modelo logistico es la siguiente. En ocasiones la capa-
cidad de carga K del modelo logistico no es constante, sino que debido a cuestiones
de temporalidad cambia de forma periddica.

Por ejemplo K = b+ csen(wt), donde b, ¢, y w son constantes positivas con b > c.
Ahora la nueva ecuacién diferencial:

00 =av (1= %) =av (1= )

no es auténoma (el segundo miembro depende del tiempo) y es muy dificil de re-
solver de forma exacta, pero podemos abordar la resolucién del problema a través
de técnicas numéricas por medio de la Dindmica de Sistemas. En la figura 7.20 se
presenta el diagrama de Forrester correspondiente al modelo:

Figura 7.20: Diagrama de Forrester del modelo logistico modificado II.

Una vez realizada la simulacién (figura 7.21) se comprueba cémo una vez que una
curva solucién entre en la regiéon 60 < y(t) < 75, entonces queda atrapada ahi y
empieza a oscilar.
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Figura 7.21: Similacién del modelo logistico modificado II.

7.5. Modelo de Gompertz

El modelo logistico, a pesar de su sencillez, es utilizado ampliamente puesto que
se ha observado que los sistemas tienden a estabilizarse en su capacidad de carga,
tal y como hemos comprobado en el apartado anterior. Sin embargo, la forma en
S de la curva solucién en ocasiones no se adapta fielmente a los datos histéricos
disponibles, puesto que el momento de mayor crecimiento de la funcién no coincide,
exactamente, con aquél instante donde se obtiene la mitad de la capacidad de carga.

En 1825 el demégrafo B. Gompertz propuso una modificacién del modelo logistico,
suponiendo que la funcién g(y) = —In(y(t)/K), con lo que ahora el modelo es de la
forma,

y(t) = —ay(®)in(y(t)/K) ;  a>0; y(0)=uy

Observemos que los puntos de equilibrio se corresponden con las soluciones cons-
tantes, aquellas donde su derivada vale cero, y(t) = 0,y(t) = K. Ademads, si el valor
inicial es tal que 0 < y(0) < K, la derivada y/'(t) serd positiva, y por lo tanto la
funcién solucién y(t) serd creciente, mientras que si y(0) > K, entonces usando el
mismo argumento, la funcién solucién es decreciente. El punto de equilibrio y(t) = 0,
es localmente inestable y el y(t) = K serd asintéticamente estable.

Para encontrar el punto de inflexién de la funcién y(t) bastarfa resolver la ecuacién
y"(t) = 0. Es inmediato comprobar que el resultado obtenido es y(t) = K/e. Es
decir, a diferencia del modelo logistico, la curva sigmoide (en forma de S) obtenida
no sera simétrica.

Todos estos resultados, logrados matematicamente, se pueden observar si utilizamos
la Dindmica de Sistemas como metodologia.

y'(t) = —ay(t)in(y(t)/K) = —ayln(y) +ayin(K) ;  a>0; y(0)=wo
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En la figura 7.22 se encuentra el Diagrama de Forrester del modelo de Gompertz,

capacidad de carga,

L

] . dis pomble gasto

mgfﬁsoo //
\\alpha
dleI’Bnl:la

Figura 7.22: Diagrama de Forrester del modelo de Gompertz.

que es idéntico al modelo logistico, siendo sus ecuaciones:

ingreso = alpha*dinero disponiblex*LN(capacidad de carga)

gasto = alpha*dinero disponible*LN( dinero disponible )

valor inicial dinero disponible = 100

capacidad de carga = 500

alpha = 0.5

diferencia = ingreso-gasto

Si simulamos el modelo obtenemos como curva solucién la que se encuentra en la
figura 7.23, y ademés puede comprobarse como ahora el valor méximo de la variable
diferencia no se alcanza para y(t) = K/2 = 250, sino que estd en y(t) = K/e ~

184.
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300
100

250
50

0 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20
Time (Month)

dmero dispomble | Current
diferencia - Current

Figura 7.23: Méximo crecimiento en el modelo de Gompertz.

Para poner de manifiesto el caracter de estabilidad del punto de equilibrio K=500, se
han realizado tres simulaciones diferentes tomando como valores iniciales 100/500/700.
En la figura 7.24 se prueba que, independientemente del valor inicial, a largo plazo
el dinero disponible tiende al valor 500 (su capacidad de carga).

dinero disponible

700 |,

525 B

330

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tame (Day)

dinero dispomble : gompertz 3
dinero disponible © gompertz 2
dinero disponible : gompertz 1

Figura 7.24: Distintas simulaciones del modelo de Gompertz.

Por supuesto que seria necesario realizar un nimero mas elevado de simulaciones
para confirmar el resultado anterior, y esto puede lograrse realizando un analisis de
sensibilidad del modelo. Por ejemplo, modifiquemos el valor de la variable auxiliar
alpha cuyo valor es de 0.5 realizando 200 simulaciones para valores elegidos al azar
entre 0.45 y 0.55.
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Star Sensitivity Simulation

4= W B2 Db

Figura 7.25: Herramienta para el andlisis de sensibilidad.

Para ello se utiliza el icono que se muestra en la figura 7.26 correspondiente a
Star Sensitivity Simulation. Pulsando sobre ella aparece la ventana de la fi-
gura 7.24, donde se debe de seleccionar en primer lugar el valor del parametro a
estudiar (alpha), a continuacién se introduce el intervalo para los diferentes valores
del pardmetro, (desde 0.45 a 0.55), y por ultimo se debe pulsar sobre los botones
Add Editing y Next. Por defecto, el programa ajusta a 200 el nimero de simula-
ciones siendo la eleccién de los nuevos valores del parametro aleatoria segiin una
distribucién uniforme.

Numero de Seraisrly Corirol. Ed the Herame lo save change: bo a dieserk coniscl ble
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Intervalo de Ve Valow Valoy
vanacion s 045 [os5 T I I [ Distribucion uniforme
[ ez | | Cancel |

Figura 7.26: Célculo del andlisis de sensibilidad.

En la nueva ventana elegimos el nombre de la variable donde queremos ver el resul-

tado y una vez realizadas las simulaciones el resultado obtenido se corresponde con
la figura 7.27.

Nl -]
Cuarrent
ClArchevos de programa\Vensimimodelssample\WENAPPuemplate\Current
S0%% 75%-95%-100%-
dmero disponible

600

o) x|

430

0 5 10 15 20
Tane (Month)

Figura 7.27: Resultado del andlisis de sensibilidad.
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Se puede ver como, independientemente, de los valores de alpha, a largo plazo, las
soluciones tienden a la capacidad de carga (500).

7.6. Modelos de disolucion

Dentro del estudio de los modelos elementales, tienen especial relevancia los rela-
cionados con problemas de disolucién. Para introducir el modelo en un contexto
determinado.

Si y(t) representa a la cantidad (en gramos) de cloro existente en el minuto ¢, en-
tonces y'(t) que representa la rapidez de cambio del cloro en el minuto ¢, viene dado
por:

200 2.5

5 ogel(t) =375 — 5qu(®) ¢ y(0) = 50000

y'(t) = 500 % 0.225 — 75 —

Este modelo es muy sencillo y basicamente coincide con el exponencial modificado
tratado en secciones anteriores.

Por este motivo, modificaremos el enunciado inical suponiendo que los ritmos de
entrada y salida del agua clorada son diferentes (por ejemplo, 450 litros/minuto la
velocidad de salida), entonces el modelo anterior adoptara la forma:

500 2.5

"(t) = 225 =75 — g———————y(t) =375 — —————
y'(t) = 5000225 =75 = oy (t) = 375 = fom =y

(t) ; y(0) = 50000

Esta nueva ecuacién diferencial ya no es de variables separadas, sino que estamos
ante una ecuacion diferencial lineal de primer orden que puede ser simulada por
medio de la Dindmica de Sistemas.

El Diagrama de Forrester de la figura 7.28 consta de un nivel, un flujo de entrada,
dos de salida, cinco variables auxiliares, y la variable predefinida <time>.
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Figura 7.28: Diagrama de Forrester del modelo de disolucién.

En este modelo las ecuaciones son:

concentracion entrada=0.225

velocidad entrada agua clorada=500

cantidad inicial de agua clorada=2e+006

velocidad salida agua clorada=400

evaporacion=75

entrada cloro piscina=velocidad entrada agua clorada*concentracion entrada
salida cloro piscina=tasa de salida*Cloro

cloro=INT(entrada cloro piscina-evaporacion-salida cloro piscina,50000)

tasa de salida=velocidad salida agua clorada/(cantidad inicial de agua clorada+
(velocidad entrada agua clorada-velocidad salida agua clorada)*Time)

Cloro
S0, 000
—
..u-r"f
7500 #r'_‘_/_,-/"—r
o
J‘_,_-"'
Sjlj{nj /
40, D00
1] 144 288 432 576 T0 E64 1008 1152 1204 1440
Tene (inwte)
Cloro : clorol

Figura 7.29: Simulacién versién 1 del modelo disolucién.

Una vez realizada la simulacién, la evolucién durante un dia de la cantidad (en



7.6 Modelos de disolucién 113

gramos) de cloro en la piscina (figura 7.29) es de 85078 gramos. Se puede comprobar
que, el cloro en el agua, en un principio va a disminuir y luego aumentar a partir
del minuto 70.

La gran potencia de este método de andlisis de modelo que estamos utilizando es
la posibilidad de cambiar las hipdtesis establecidas para su construccién asi como
modificar los valores de los parametros y ver cémo afecta al comportamiento final
del modelo. Vensim PLEg dispone de una herramienta que permite realizar estos
cambios de manera dinamica. Para ello se debe pulsar sobre el icono SynteSym y a
continuacion aparecera la pantalla de la figura 7.30.

oy
concentracion Evaporacion
— \ T
NI Y
© a > % »)
entrada cloro r"ggp': ﬂ_s_ahdndmpﬁmz
/ piscma = ] i
1]
/ 421,984 L~ <
I
[
||
. |I /l /
velocidad entrada cantidad inicial de 0 ] i
agua clorada agua clorada 1 1440 N~ welicided
dE— P 1T agua clorada
L m

Figura 7.30: Simulacién del modelo con SyntheSim.

Se debe observar como debajo de cada una de las variables numéricas aparece un
cursor que al desplazarlo genera una nueva simulacién y puede verse de forma ins-
tantdnea el efecto (grafico) que produce en el resto de las variables. Esta opcién del
programa es muy interesante puesto que antes de redefinir el modelo se pueden ver
previamente las distintas modificaciones de las hipétesis de partida.

Se puede suponer que la incorporacién del cloro a la piscina no es constante en el
tiempo sino que se realizan aportaciones que cambian de forma periddica. Por ejem-
plo, imaginemos que la concentracion de entrada sea de 0.225+sen(27¢/1000)| gra-
mos/minuto. Lo tinico que tenemos que hacer en el Diagrama de Forrester de la figu-
ra 7.28 es conectar la variable <Time> con la variable concentracion de entrada y
modificar su ecuacion,

Concentracion de entrada = ABS(0.225 + SIN (2 * 3.14 « Time/1000))

La figura 7.31 muestra las dos simulaciones, en rojo cuando la concentracién es
constante y en azul cuando es periddica. En la grafica de la izquierda nos apare-
ce la concentracién del cloro introducido, mientras que la grafica de la derecha se
corresponde con la evolucién de la cantidad de cloro en la piscina.
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Figura 7.31: Simulacién de la segunda versién del modelo de disolucién.

De manera similar podriamos suponer que la aportacion de cloro constante en can-
tidad de 0.225 gramos/minuto solo se realiza entre los minutos 100 y 900. En este
caso, el Diagrama de Forrester coincidiria con la tltima versién realizada siendo la
nueva ecuacion,

Concentraciondeentrada = IF THEN ELSE(Time >= 100 :
AND : Time <= 900,0.225,0)

Los resultados obtenidos una vez realizada la simulaciéon aparecen en figura 7.32.
A la izquierda se puede comprobar que la concentracién de entrada es una funciéon
tipica en escalon, mientras que la grafica de la derecha nos indica el comportamiento
de la cantidad de cloro en cada minuto del dia y se comprueba cémo esta cantidad
solo es creciente en los momentos en que hay aporte desde el exterior.

concentracion entrada Cloro
0.3 T0000
_-~"'\
e
-
0.225 T T T T 1711 52,500 ,;-*""-——
\\!__f,_f
012 | 35,000
0TS | 17,500
i] L]
0 144 IBE 432 576 TI0 B84 1008 1151 1286 1440 a 144 B8 432 576 TI0 B84 1008 1152 12 1440
Tame (vlEmse) Teme lust=}
concentracion eabrads © cloral Cloro : clorod

Figura 7.32: Simulacién de la tercera versién del modelo de disolucién.

En ocasiones, aunque es conocida la forma de la funcién, sin embargo no se dispone
de una expresién explicita de la misma. En este caso, Vensim PLEg dispone de una
herramienta que hace posible la incorporacién de esta funciéon en el modelo. En el
editor de ecuaciones para la variable Concentracion de entrada que aparece en la
figura 7.33, seleccionamos el subtipo with Lookup, introducimos como ecuacién el
tiempo Time, y a continuacién se pulsa sobre As Graph.
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Edit: cancentracidn entrada

Variable Information Ec
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Figura 7.33: Introduccién ecuaciones con with Lookup.

Aparecera la ventana de la figura 7.34 que nos permite dibujar la forma de la funcién
correspondiente a la concentracion de entrada en funcién del tiempo.

Graph Lookup - concentracidn entrada

122 (08T | E : E\"“—“'"'* ey
Hew | : 1 ; | |Il -|
I
Wm0 el y=0) Womac| 1440 w| Rest Seang

OK | OlooPonts | ClearAlPorts | CusoRef| oo Reference | RefoCu|  Cancel |

Figura 7.34: Introduccién del grafico en with Lookup.

Lo tnico que quedaria seria realizar la simulacion para esta nueva situaciéon y su
posterior comparacién con el resto de las simulaciones realizadas.
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PRACTICA 8

EL MODELO PRESA
DEPREDADOR Y LA
DINAMICA DE SISTEMAS

8.1. Objetivo

En esta préactica utilizaremos la Dinamica de Sistemas para simular y analizar di-
versos modelos del tipo Lotka-Volterra, a través del programa Vensim PLEg, y ha
sido extraida del Trabajo Fin de Grado de la alumna Runjie Wu', tutorizado por
el profesor Juan Navas Urena.

8.2. Antecedentes

Uno de los modelos matematicos més clasico, y mas utilizado, es el sistema dinamico
constituido por dos elementos (en general dos especies de animales) que interactian
de tal manera que una de la especie (depredadora) se alimenta de la otra (presa).
Ejemplo tipico es el sistema formado por zorros y conejos, pero que puede ser tras-
ladado, sin pérdida de generalidad, a cualquier otro contexto, como por ejemplo, el
formado por vendedores (depredadores) y compradores (presas).

Los zorros se alimentan de conejos y los conejos de hierba que supondremos que nun-
ca se agota. Cuando hay muchos conejos, la poblacién de zorros aumentara puesto
que el alimento es abundante, pero llegara un momento en el que la poblacion de
conejos disminuird al ser los zorros demasiados. Al no tener, los zorros, comida sufi-
ciente su poblacion disminuird, lo que favorecera de nuevo a la poblacién de conejos.
Es decir, se producen ciclos de crecimiento y decrecimiento de ambas poblaciones.
JExiste algin modelo matematico que explique este comportamiento peridédico?

LEl modelo presa-depredador y sus aplicaciones a la economia

117
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Por otro lado, en la segunda década del siglo XX el bidlogo italiano Umberto D’Ancona
estudio y recopilé datos de capturas de dos tipos de peces en algunos puertos del
Mediterréaneo, por un lado selacios (tiburones, pez raya, etc.), y por otro peces que
eran comidos por los anteriores (sardinas, boquerones, etc.). Es decir, unas presas
(los peces comestibles) y otros depredadores (selacios). En la tabla 8.1 aparece el
porcentaje de tiburones capturados, en el puerto de Fiume, en el periodo 1914-1923
respecto a la cantidad total de peces.

Ano 1914 | 1915 | 1916 | 1917 | 1918
Porcentaje || 11.9 | 21.4 | 22.1 | 21.1 | 36.4
Ano 1919 | 1920 | 1921 | 1922 | 1923
Porcentaje || 27.3 | 16 | 15.9 | 14.8 | 10.7

Tabla 8.1 Porcentaje de capturas 1914-1923.

El porcentaje aumenta de manera significativa entre los anos 1915 y 1919 y D’Ancona
se pregunto cudl era el motivo de este incremento.

Figura 8.1: Porcentajes de capturas de selacios.

Una de las primeras razones en que penso estaba relacionada con la Primera Gue-
rra Mundial. En efecto, en estas fechas se desarrollé la primera gran guerra y esto
obligaba a que menos barcos salieran a pescar, y por lo tanto, al disminuir la inten-
sidad de la pesca, esto provocaba el aumento en el nimero de peces depredadores
(selacios). Sin embargo, este argumento tenfa un problema y era que también habian
aumentado el nimero de peces comestibles. De hecho, si la intensidad de pesca es
pequena, entonces este hecho beneficia mas a los depredadores que a las presas. La
pregunta pertinente era, jpor qué?

De manera resumida, se planteaban dos cuestiones:

s Cémo explicar el comportamiento ciclico de la evolucién de dos poblaciones,
donde una especie se alimenta de la otra?
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= ;Por qué una intensidad baja de captura favorece mas a los depredadores que
a las presas?

8.3. La construccion del modelo

Para encontrar las respuestas a estas preguntas D’Ancona pidié ayuda al matemati-
co Vito Volterra, quien elaboré el siguiente modelo. Llamaremos x(t), y(t) al nimero
de presas y depredadores, respectivamente, existentes en el tiempo t. En ausencia
de los depredadores las presas aumentardn de manera exponencial (puesto que su
alimento es inagotable y no hay depredadores). Por otro lado, sin presas los depre-
dadores morirdan de forma exponencial (por falta de comida). Es decir, el modelo
que describiria esta situacién seria:

x’(t)zg—f:ax(t) ; a>0
y(t) =" =—cylt) ;  c>0

En el momento en el que entran en contacto los depredadores con las presas, el ritmo
de crecimiento de las presas disminuye a una tasa proporcional al encuentro de una
presa con un depredador (bx(t)y(t)); mientras que los depredadores aumentaran de
la misma manera (dz(t)y(t)). En consecuencia, ahora el modelo serfa:

2'(t) = ax(t) —bx(t)y(t) ; a>0,b>0
{ y'(t) = —cy(t) +dx(t)y(t) ; c>0,d>0

Sistema que puede ser reescrito como:

a

2 (1) = ba(t) <3_ (t)) - a(ty) = @0

v =dyt) ()= 5) 5 ylta) =0

El modelo fue descubierto de forma independiente por Lotka y por Volterra, y por
este motivo se le conoce como modelo presa-depredador o bien modelo Lotka- Volterra
y describe bastante bien la evolucién de presas y depredadores cuando se encuentran
en un ecosistema aislado.

No obstante, tenemos que aclarar que dos poblaciones distintas en un mismo medio
ambiente tienen varias maneras de sobrevivir, por ejemplo:

= La competencia mutua, es decir compiten por la misma fuente alimentaria,
tienden a provocar la extincién de una poblacién de ellos, y la otra tiende a
aprovechar la maxima capacidad de los recursos ambientales.

= La interdependencia, es decir las dos poblaciones proporcionan algunos re-
cursos alimenticios, viven pacificamente entre ellos, y tienden a un estado de
equilibrio.
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= La ley de la selva, es decir una poblacién sobrevive dependiendo de la abun-
dancia de recursos naturales, llamada la presa; mientras que la otra poblacion
vive dependiendo de las poblaciones de presas, llamada el depredador. Los dos
elementos estan compuestos por el modelo presa-depredador. Por ejemplo, Los
peces comestibles y los peces selacios, los conejos y los linces, las cochinillas y
los pulgones, son tipicos ejemplos de esta forma de convivencia.

8.4. Simulacién del modelo con Vensim

Para situar el modelo a estudiar en un contexto econémico apropiado consideraremos
que las presas z(t) representan al nimero de compradores de un articulo en el dia ¢,
mientras que los depredadores y(t) coinciden con el nimero de vendedores de este
articulo en el dia ¢. En esta situacién la evolucion del nimero de compradores y
el de vendedores esta modelada por el sistema presa-depredador cuyo Diagrama de
Forrester es el del tipo que aparece en la figura 8.2.

Vesdedor creado Fractsin wpinivia
por comprador vendedoges

Fracesia desapancibn
compeadores Coaprador dhiminads

N

Figura 8.2: Diagrama de Forrester del modelo presa-depredador.

Las ecuaciones de este modelo junto con los valores de los pardmetros son:

Fraccion aparicion compradores
Fraccion aparicion vendedores

Fraccion desaparicion compradores
Fraccion desaparicion vendedores

Comprador eliminado por vendedor
Vendedor creado por comprador

3.3

COMPRADORES x Vendedor creado
por comprador

VENDEDORES x Comprador eliminado
por vendedor

0.5

0.08

0.2
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Ritmo aparicion compradores = COMPRADORES % Fraccion
aparicion compradores

Ritmo desaparicion de compradores = COMPRADORES x Fraccion
desaparicion compradores

Ritmo aparicion vendedores = Fraccion aparicion vendedoresx
VENDEDORES

Ritmo desaparicion vendedores = Fraccion desaparicion vendedores
VENDEDORES

COMPRADORES = INT(Ritmo aparicion compradores—
Ritmo desaparicion de compradores, 150)

VENDEDORES = INT(Ritmo aparicion vendedores—

Ritmo desaparicion de vendedores,25)

El modelo se ha simulado entre ¢ = 0 y t = 100, utilizando como método de aproxi-
macién numérica el de Runge-Kutta de cuarto orden y con un paso de h = 0.015625.
Como se aprecia en la figura 8.3, el comportamiento de ambas poblaciones es cicli-
co, siendo su periodo de aproximadamente 25 dias. Con lo que queda explicada la
primera de las preguntas planteadas.

200 |
00

100 || | |
250 ' | !

0 W 20 30 40 S0 &0 T 80 90 100
Tume (Day)

COMPBALMORES : lotkal
VEMNDEDORES : lothkal

Figura 8.3: Resultado simulacién del modelo presa-depredador.

Los puntos de equilibrio del modelo,

{ 2/ (t) = 3z(t) — 0.08z(¢)y(t)
y'(t) = —0.5y(t) + 0.2z()y(t)

son las soluciones constantes, es decir aquellos valores obtenidos al resolver el sistema
2'(t) =0,y'(t) = 0, que son z(t) = 0.2/0.5 = 0.4; y(t) = 3.3/0.08 = 41.25.

Se puede construir de una manera muy simple el plano fase del sistema, para ello, con
el boton de Panel de Control seleccionamos la pestana Graph y posteriormente el
icono new y aparecera la ventana de la figura 8.4.
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Figura 8.4: Construccién del Plano fase.

La figura 8.5 muestra la orbita del sistema dindmico,

Plano Fase
0 ’\\
-‘1"‘--\.
375
250
125
0 |
0 16 32 48 =] 80 a6 112 128 144

VENDEDORES : letkal

Figura 8.5: Plano fase del modelo presa-depredador.

que como puede verse se trata de una curva cerrada que gira en torno al centro que
es el punto de equilibrio (0.4,41.25) donde las poblaciones se mantendrian indefini-
damente si los valores iniciales se correspondiesen con z(0) = 0.4;y(0) = 41.25

Para poder dar respuesta a la segunda de las preguntas que motivaron el modelo,
es necesario hablar de valores promedios. Se puede encontrar el promedio de depre-
dadores y(t) en el intervalo [0,7] siendo T el periodo correspondiente a la curva

solucion, mediante la integral:
1 T
— t)dt
7 /0 y(t)dt,

cuyo valor es a/b, el mismo que el obtenido para el punto de equilibrio. Del mismo
modo el promedio de las presas es ¢/d. Obtenemos una propiedad importante que es:
no importa cudl sea el tamano de las poblaciones iniciales, su promedio serd siempre
el mismo. Esta propiedad suele recibir el nombre de ley de conservacion de la
naturaleza.
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Si introducimos en el modelo inicial el efecto extra de la pesca, con una intensidad
a, entonces ahora el modelo adoptaria la forma,

{ () =ax(t) — bx(t)y(t) — ax(t)
y(t) = —cy(t) + de()y(t)ay(t)

que puede reescribirse como,

{ 2'(t) = (a — a)z(t) — bx(t)y(t)
y'(t) = —(c+a)y(t) + dz(t)y(t)ay(t)

es decir, es otro modelo del tipo presa-depredador idéntico al primero, donde el
coeficiente a se ha transformado en a — «, y el ¢ en ¢+ «. Por lo tanto si a < a, para
este nuevo modelo los valores promedios seran para los depredadores (a — «)/b, y
para las presas (¢ 4+ «)/d. Para un valor de a > «, en promedio, al incluir la pesca,
las presas aumentan y disminuyen los depredadores.

Veamos este efecto modificando nuestro modelo con Vensim PLEg con objeto de
introducir el efecto de la pesca. En nuestro caso seria incorporar una nueva variable
auxiliar Fraccion de retirada de compradores y vendedores y los dos flujos
de salida Retirada de compradores y Retirada de vendedores, que aparecen en
la figura 8.6

Vendodor areado Fraccin apanicion /
Fraccion d
por comprador venddedores
e e vendedores

Figura 8.6: Diagrama de Forrester del modelo presa-depredador con efecto de pesca.

Las nuevas ecuaciones son:

Fraccion de retirada de compradores y vendedores = 2
Fraccion de retirada de compradores y vendedores = 2
Retirada de compradores = COMPRADORES x Fraccion de

retirada de comparadores y vendedores
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Retirada de vendedores = VENDEDORES % Fraccion de
retirada de comparadores y vendedores

COMPRADORES = INT(Ritmo aparicion compradores — Retira
de compradores — Ritmo desaparicion de compradores, 150)
VENDEDORES = INT(Ritmo aparicion vendedores — retirada

vendedores — Ritmo desaparicion de vendedores,25)

La simulacion se ha realizado con el nombre Lotka2 y aparece en azul en las graficas

de la figura 8.7, y en rojo se han mantenido los resultados de la simulacién sin el
efecto de la pesca.

COMPRADORES VENDEDORES
200 500

150 ' ' ‘ 375 I |

100 - ‘ 250 | it |

50 12 f
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0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
Time (Day) Time (Day)

COMPRADORES : lotka2 VENDEDORES - lotka2

COMPRADORES : lotkal VENDEDORES : lotkal

Figura 8.7: Comparacién de las simulaciones.

Noétese como, en efecto, en promedio los depredadores disminuyen y las presas au-
mentan, y que ademas se ha modificado la duracion del periodo.

Por dltimo, estamos en condicién de explicar la respuesta de la segunda pregunta
planteada. Observemos que si en la expresion (a — «)/b disminuimos la intensidad
de la pesca (el valor del a), entonces todo el cociente aumentara, y que por el con-
trario la expresion (¢ + «)/d disminuird. Este principio hoy se conoce con el nombre
de efecto Volterra. Cuando se disminuye la intensidad de captura entonces, en
promedio, salen mas favorecidos los depredadores que las presas.

Para poner de manifiesto el efecto Volterra en el modelo presa-depredador, se tiene
que incluir el tiempo en el Diagrama de Forrester como Shadow variable, conectar-
la con la variable auxiliar Fraccion de retirada de compradores y vendedores
y definir su ecuacién como:

Fraccion de retirada de compradores y vendedores =
IF THEN ELSE(Time < 50,2,0.75)

Es decir, la intensidad de captura es de 2 desde el momento inicial hasta ¢ = 50, y
partir de aqui desciende al valor 0.75. En la figura 8.8 se aprecia como a partir de
t = 50 se modifica el comportamiento del modelo en el sentido que se ha comentado.
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Plano de Fase
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Figura 8.8: Efecto Volterra.

El modelo Lotka-Volterra es muy interesante a nivel tedrico pero adolece de ciertos
problemas que en la realidad hacen que su aplicacién sea muy limitada. Entre los
problemas mas importantes que el modelo no incorpora podemos destacar:

s Los ecosistemas no estan aislados.

= No se tiene en cuenta la interaccién entre las presas y entre los depredadores.
Seria preferible anadir al modelo un crecimiento del tipo logistico.

= El modelo no es estructuralmente estable, de tal forma que las 6rbitas de su
plano fase no son curvas cerradas perfectas.

= En los experimentos en laboratorio siempre los depredadores eliminan a las
presas.

8.5. Modificaciones del modelo presa-depredador.

8.5.1. Primera versién

Existe un gran ntimero de variaciones del modelo Lotka-Volterra, y de todas ellas
presentaremos algunas que consideramos mas interesantes. En 1926 Leslie propuso
una primera modificacion, suponiendo que el crecimiento de las presas no es expo-
nencial sino del tipo logistico, con una capacidad de carga K. Ademé&s se supone
que el ritmo de evolucién de los depredadores (vendedores) es otro modelo logistico
donde ahora su capacidad de carga depende de los compradores disponibles tal y
como se expresa en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales.

2

'(t) = ax — % — bxy
d

y(t) = dy(1 - )

nx
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Con todos los pardametros positivos y donde z(t) representa al nimero de comprado-
res (presas) de un articulo en el dia ¢, mientras que los y(t) coinciden con el nimero
de vendedores (depredadores) de este articulo en el dia t. Para poder simular este
sistema con Vensim PLEg, analizaremos un caso concreto:

3.3 22
/
) =33z — 22~ _0.
2'(t) = 3.3z 30000 0.08zy
0.29?
() =02y —
y'(t) = 0.2y = =500

En esta situacion la evolucion del nimero de compradores y el de vendedores esta mo-
delada por el sistema presa-depredador modificado cuyo Diagrama de Forrester es
como el que aparece en la siguiente figura.

I -
© j ., Compradores = )
Ritmo aparicidn Ritmo desaparicién
compradores compradores
Fraccién desapanicién
compradores
Caparidad de Fraccién apancién
carga compradores
Compradores
elirminado por
vendedores
Jadacas 7
. o vendedores >:
. = ERitmo desaparicién
Eitmo aparicién -
d I:i vendedores Cantidad de compradores que
vendedores L
favorece el crecimiento del
vendedores
Fraccién apancién : -
4 dp Fraccién desaparnicidn
VENGEQores vendedores

Vendedores creado
por compradores

Figura 8.9: Diagrama de Forrester del modelo presa-depredador modificado.

Las ecuaciones de este modelo junto con los valores de los parametros vienen dado
por:

Capacidad de carga = 30000

Cantidad de compradores que favorece el crecimiento del vendedores = 60000

Fraccion aparicion compradores = 3.3

Fraccion aparicion vendedores = Vendedor creado por comprador

Fraccion desaparicion compradores = VENDEDORES * Comprador eliminado por vendedor

Fraccion desaparicion vendedores = vendedores creado por comprador/(Compradores x Cantidad
de compradores que favorece el crecimiento del vendedores)
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Comprador eliminado por vendedor = 0.08
Vendedor creado por comprador = 0.2
Ritmo aparicion compradores = Compradores x Fraccion

aparicion compradores * (1 — Compradores/Capacidaddecarga)
Ritmo desaparicion de compradores = Compradores x Fraccion desaparicion compradores
Ritmo aparicion vendedores = Fraccion aparicion vendedores x vendedores
Ritmodesaparicion vendedores = Fraccion desaparicion vendedores x vendedores>
Compradores = INT(Ritmo aparicion compradores — Ritmo desaparicion de compradores, 150)
vendedores = INT(Ritmo aparicion vendedores — Ritmodesaparicion de vendedores,25)

El modelo se ha simulado entre ¢ = 0 y t = 100, utilizando como método de aproxi-
macién numérica el de Fuler y con un paso de h = 0.015625.
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Figura 8.10: Simulacién del modelo presa-depredador modificado tipo Leslie.

A largo plazo el comportamiento del modelo deja de ser ciclico, con la eliminacién del
numero de compradores disponibles por parte de los vendedores que se estabilizaran
en un valor aproximado de 41 (figura 8.10 izquierda). En el plano fase (figura 8.10
derecha) puede apreciarse como la érbita que se inicia en el punto (150, 25) acaba
en el punto (0,41).

8.6. Modelos en competencia

En los modelos presa-depredador que hemos estudiado no se ha tenido en cuenta
un hecho importante como es la interaccion de los compradores, ya que compiten
por los mismos productos, provocando, por ejemplo, que los compradores tienda a
la extincién, mientras que los vendedores se aproximen a su capacidad de carga,
o bien pudiese ocurrir que compradores y vendedores, en funciéon de los recursos
disponibles, tiendan a un estado de equilibrio.

Para poner de manifiesto estos diversos comportamientos, vamos a construir un
nuevo modelo alterando ligeramente las hipétesis del presa-depredador. Supongamos
que z(t) representa al nimero de compradores en un tiempo ¢, mientras que y(t)
sean los vendedores presentes en el tiempo t. En el modelo modificado de Lotka-
Volterra observamos que en ausencia de vendedores, los compradores evolucionan
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segun el modelo logistico,

o'(t) = x(t) (a — bx(t))
Simultaneamente, si no existieran compradores, la velocidad de crecimiento de los
vendedores estaria gobernada por la ecuacién diferencial,

y'(t) = y(t) (c = dy(t))

Es decir, se ha introducido la interaccién entre compradores dada por bx(t)z(t), y
la de los vendedores dy(t)y(t), dependiendo su intensidad de los pardmetros by d.
A continuacién debemos tener en cuenta en las ecuaciones la reduccion de la veloci-
dad de crecimiento debido a las interferencias entre los compradores y vendedores,
expresado como —m y(t)z(t), donde m es la medida del grado en que los vendedores
interfieren con los compradores. De la misma forma también aparecerd —n z(t)y(t),
donde n es la medida del grado en que los compradores interactian con los vende-
dores. Finalmente, las ecuaciones del modelo en competencia son:

{ 2(t) = a(t) (a—ba(t) = my() : alte) = 7o
y() = y(t) (e — dyt) —nz(t))  ylte) = vo

Un anadlisis cualitativo detallado del modelo prueba que los posibles resultados, a
largo plazo, dependiendo de los valores positivos de los pardmetros, son:

= Primer caso: los compradores ganan a los vendedores. Esto es, los compra-
dores tienden a un valor constante, mientras que los vendedores, a la larga,
desaparecen.

= Segundo caso: los vendedores ganan a los compradores.

= Tercer caso: los compradores y vendedores tienden a coexistir en un punto de
equilibrio estable.

= Cuarto caso: los compradores y vendedores tienden a coexistir en un punto de
equilibrio inestable.

Nuestro proximo objetivo sera el de poner de manifiesto estos comportamientos
realizando diferentes simulaciones con Vensim PLEg,.

8.6.1. Primer caso

Por trabajar con un caso concreto, supongamos que el modelo de competencia a
estudiar sea:

{ 2'(t) = z(t) (0.3 — 0.01z(t) — 0.06 y(t)) ; x(0) =75
y'(t) = y(t) (0.03 — 0.009y(t) — 0.0055z(¢)) ; y(0) =20

En la figura 8.11 puede verse el Diagrama de Forrester, que consta de dos niveles
correspondientes al niimero de compradores y vendedores existentes en cualquier dia
t, dos flujos de entrada, cuatro flujos de salida, y seis variables auxiliares identificadas
con los distintos parametros del modelo.
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Figura 8.11: Diagrama de Forrester de competencial.

Las ecuaciones del modelo son:

compradores = INT (entrada compradores 1 — salida compradores 1 — salida compradores 2,75)
vendedores = INT (entrada vendedores 1 — salida vendedores 1 — salida vendedores 2,20)
medida del grado en que los vendedores inter fieren con loscompradores (m) = 0.06
medida del grado en que los compradores inter fieren con los vendedores (n) = 0.0055
entrada compradoresl = tasa de crecimiento de compradores(a) *x compradores
salida compradores 1 = tasa de decrecimiento de compradores(b) * compradores
salida compradores 2 = medida del grado en que los vendedores inter fiere

con las compradores (m) * compradores x vendedores
tasa de crecimiento de compradores (a) = 0.3
tasa de decrecimiento de compradores (b) = 0.01
entrada vendedores 1 = tasa de crecimiento de vendedores (c) * vendedores
salida vendedores 1 = tasa de decrecimiento de vendedores(d) * vendedores?
salida vendedores 2 = medida del grado en que las compradores

inter fiere con los vendedores (n) x compradores x vendedores
tasa de crecimiento de vendedores(c) = 0.03
tasa de decrecimiento de vendedores (d) = 0.009

2

Una vez simulado el modelo, utilizando el método de Runge-Kutta de orden 4 y
un paso de h = 0.015625 (figura 8.12), se comprueba que, independientemente del
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nimero inicial, el nimero de compradores se estabiliza en 30 mientras que desapa-
recen los vendedores.

compradores vendedores
80 20

60

40

20

e

0 20 40 60 20 100 120 140 ] 20 40 60 80 100 120 140
Time (Day) Time (Day)
compradores | competencia 2 ded : P a2
compradores : competencia 1 dedores : competencia 1

Figura 8.12: Resultados simulacién modelo competencia 1.

Simultaneamente se ha ejecutado el andlisis de sensibilidad de uno de los parametros,
concretamente a la medida del grado en que los compradores interfieren con los
vendedores. Se han realizado 200 simulaciones aleatorias, segin una distribucion
uniforme, para valores de n comprendidos en el intervalo [0.005 0,006]. Los resultados
de la figura 8.13 confirman el estudio anterior.

P 2 2
ampetencia 1 ompetencia 1
o 75% o5 I oo I e 75% o5 I oo
ompradores rendedores

20 20

4] 15

40 10

0 375 75 1235 150 ] 375 75 1125 150
Time (Day) Teme (Dav)

20

Figura 8.13: Analisis de sensibilidad del modelo competencia 1.

El mismo tipo de andélisis de sensibilidad podria realizarse con el resto de las variables
auxiliares, o bien realizar una simulaciéon dindmica con el icono SyntheSim, que
ofrece la posibilidad de modificar los valores de los parametros online y ver el
efecto que se produce sobre los diferentes niveles.

Una vez mostrado el camino de resolucién del primero de los casos, el resto de ellos
se proponen como ejercicios complementarios.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

» Modelo 2: Simular con Vensim PLEg el siguiente modelo de compe-
tencia:
o'(t) = x(t) (0.26 — 0.2z(t) — 0.06y(t)) ; =(0) =75
y'(t) = y(t) (0.06 — 0.01y(t) — 0.015x(¢)) ; »(0) =20

P(0,6) J

. "““‘\“\\‘\M(1-3,0) |

I

(=3
we |
—

Figura 8.14: Estudio cualitativo modelo 2

» Modelo 3: Simular con Vensim PLEg el siguiente modelo de compe-
tencia:
2'(t) = x(t) (0.26 — 0.02z(t) — 0.06y(t)) ; x(0) =75
y'(t) =y(t) (15.5 — 0.9y(t) — 4.22(t)) ; y(0) =20

4]

Q(0,3.7)

5 10 p13,0)~ 15

Figura 8.15: Estudio cualitativo modelo 3
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» Modelo 4: Simular con Vensim PLEg el siguiente modelo de compe-
tencia:

{ 2'(t) = z(t) (0.26 — 0.021 z(t) — 0.06 y(t)) ; x(0) =75
y'(8) = y() (0.06 — 0.01y(t) — 0.01z(t)) ; y(0)=20

w— 690(0,6)

4 6 § 10 12 P(12.38.0)
— 4 —

Figura 8.16: Estudio cualitativo modelo 4
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