Tema 3

MODELOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

EJERCICIO 3.1 Dos poblaciones z(t) e y(t), compuestas inicialmente
por z(0) = 20 e y(0) = 185 individuos, crecen de acuerdo con la ley
logistica de parametros r; = 0.3; K; = 3000 la z(t) y ro = 0.2; Ky = 3000 la
y(t), respectivamente.

1.-

2.-

Hallar el instante en que coinciden los efectivos de las dos pobla-
ciones.

{Coinciden en ese instante, en el que lo hacen los efectivos, las tasas
instantaneas de crecimiento?.

Calcular las coordenadas del punto en que la velocidad de cre-
cimiento es maxima para cada una de las poblaciones.

Si una tercera poblacién z(t) crece segun la ley de Malthus y sus
efectivos para t = 0 y ¢ = 4 son, respectivamente, z(0) = z(0) =20 y
2(4) = y(0) = 185, jcuantos efectivos componen esta poblacién en el
instante ¢t obtenido en el primero de los apartados?.

Representar graficamente z(t) e y(t).
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Del enunciado deducimos

K 3000
ty=—— = )= ———— 0) =20
W)= T @ o) = w20 =20,
sustituyendo
3000
20 = Ay =149.
1+ Al !
La primera de las leyes es
3000

.fC = . .~ A a7
®) 1+ 149¢—0-3t
Razonando de la misma manera puede comprobarse que

3000

H=— 2"
Yt = T 15 000m

Si igualamos estas dos expresiones

3000 3000 15.2
_ 15202t — 1490—0-3t _ 01t
17149003 — 11 1poc 03 = 192€ de 149 ©

)

tomando logaritmos neperianos

En este momento (¢t = 23) las tasas instantdneas de crecimiento T'(t) = 2/(t)/x(t),
toman los valores

Ty(23) = 0.3 (1 - 550 ) = 0.3 (1 - 555 ) ~ 0.0392

— (23)\ _ 2602
T5(23) = 0.2 (1 430 ) = 0.2 (1 - 2502) ~ 0.02653

Para el tercero de los apartados necesitamos saber el valor de t tal que x(t) =
K/2,y(t) = K/2. Es decir,

3000 3000 1 1
=T Tme0m — 5~ =g <149> 6.67
3000 3000 1 1
t) = - t=——In(-— | ~13.
V)= 5000 ~ 3 7 02" (15.2) 30

Las coordenadas pedidas son (16.67, 1500) en el primer caso y (13.6, 1500) en el
segundo.
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e Para el siguiente apartado estamos ante el crecimiento exponencial
2(t) = 2(0)e"™ = 20e™,  z(4) =yo = 185.

El valor de la constante r de crecimiento es

1
185 = 20 = = 1 In <2805> ~ 0.556 .

El modelo propuesto es

2(t) = 200556

e La siguiente figura corresponde a la representacion gréfica de las funciones z(t) e
y(2).

3000
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¥ (1]
2000
1500

1000

500 XM

10 z0 an 40 =10

Figura 6.1.

EJERCICIO 3.2 Las funciones y(t), y2(t) representan los efectivos de
dos especies animales competitivas, inicialmente integradas por 200 y
100 individuos respectivamente. La dinamica del sistema esta gobernada
por

—~
~

SN—
I

Y 0.05y1(t) — 0.02y2(2)
{ Yp(t) = —0.02y:(t) + 0.03y2(t)

medido el tiempo ¢ en anos.
1.- Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.

2.- Encontrar el nimero de individuos para ¢t = 30 anos.




Tema 3 Modelos basados en sistemas de ecuaciones diferenciales

Ixvi

e Empezamos expresando el sistema en forma matricial,

(40)-w( 5 ()

Ya(t)
Calculamos los valores y vectores propios de la matriz

A= {{Sa _2}7 {_2¢ 3}}
Eigenvalues|A]
Eigenvectors[]

A =10"2(4+V5), @ =(2,1—-+5)
Ay =10"2(4 = V/5), T =(2,1+5)

La solucién general es

vi(t) ) _ 2 “2(44/5) t 2 10
(yg(t))_cl<1\/5 e + c2 1+\@ e
Al ser y1(0) = 200, y2(0) = 100, entonces si sustituimos y resolvemos el sistema
obtenemos que ¢; = ¢ = 50. La solucién particular es ahora

( Y1 (t) ) _ 50 < ) _2\/5 ) L1072(4+VE) | 5 ( ' +2\/5 > (10

~2(4-/5) ¢

“2(4-/5)t

La funcién y(t) que nos da los efectivos de la primera de las especies es

yi(t) = 100! (VO 1 100l (U=VE)E

la cual es siempre creciente, lo que implica que para la primera especie, siempre

aumentard el nimero de efectivos. Sin embargo,

ya(t) = 50(1 — V5)el? 2(4+Vo)t +50(1 4+ V5)el®” 24-VB)t

tiene un término negativo, que se anula cuando

50(1 — V5)el0 (VR L 50(1 4 V5)e0 (VR =0 = ¢ & 215 afios.

Es decir, al cabo de los 21.5 anos, la segunda de las especies desaparecera y sélo
quedard la primera de ellas. El sistema de ecuaciones diferenciales quedara en estos

momentos reducida a la ecuacién

yi(t) = 0.0551(t) = yi(t) = yoe” ",

y en consecuencia y(30) = 896 individuos.
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EJERCICIO 3.3 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos
especies animales, inicialmente integradas por 10 y 5 individuos respec-
tivamente. La dinamica del sistema esta gobernada por

medido el tiempo ¢ en meses.

1.-
2.-
3.-
4.-

x'(t) = Z—f = —3xz(t)
=2 - 21

Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
Encontrar el niimero de individuos al cabo de un ano.
Encontrar y analizar el plano fase.

Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

En primer lugar, debemos resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales

(o) =( ) ().

y para ello, es necesario encontrar los valores propios de la matriz que define el
sistema

A:={{-3,0},{0,2}}

Eigenvalues|A]

{-3,2}. Es decir, dos valores propios reales con signos distintos. Siendo sus vectores
propios asociados

Eigenvectors[A]

{{1,0},{0,1}}. En consecuencia, la solucién general del sistema es

z(t) | a1 o [ 0 z(t) = ke 3!
( y(t) > =R 0 )R ) T Ly = ke
Las constantes k1 = 10 y k2 = 5 las determinamos de las condiciones iniciales
x(0) =10 e y(0) = 5. Por tanto,

z(t) =10e73t,  y(t) = be*.

Observemos que si t — +oo, entonces z(t) — 0, e y(t) — +oo. Por otro lado, si
t — —o0, entonces z(t) — 400, e y(t) — 0.
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e La poblacion al cabo de un ano sera de

2(12) 223 x 1071° | y(12) =~ 1.3 x 10!

e El plano fase lo construimos haciendo uso del programa Mathematicag).

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{—3x, 2y}, {x, —25,25},{y, —25,25}]
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Figura 6.2. Plano fase y curva solucién para el sistema.

e Esinmediato comprobar que las inicas soluciones constantes son z(t) = 0 e y(t) = 0.
Por tanto, el (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. En la Figura 6.2 podemos
observar que en la direccién del eje de abscisas el origen es un sumidero. En cambio,
segun el eje de ordenadas el (0,0) es una fuente. A este tipo de puntos de equilibrio
se le conoce con el nombre de punto de silla. Ademds, el punto de equilibrio es
inestable.

Como en este ejercicio

dy/dt dy 2y
de/dt  dr -3z

2
—§dy = —dz,
Y

x

es una ecuacion diferencial de variables separables, entonces es posible encontrar de
forma explicita la ecuacién de las trayectorias (las curvas solucién del sistema).

—3lnly| =2In|z| +1In|k| = y 3 =ka?,

o bien,
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De todas ellas, la solucién particular z(0) = 10, y(0) = 5 corresponde a ¢ = 5+/100.
Es decir

EJERCICIO 3.4 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos
especies animales, inicialmente integradas por 5 y 10 individuos respec-
tivamente. La dinamica del sistema esta gobernada por

Z(t) =2 = —aft
=2 - —ay(t)

medido el tiempo ¢ en anos.
1.- Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
2.- Encontrar el nimero de individuos al cabo de un 5 ano.
3.- Encontrar y analizar el plano fase.

4.- Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

e El sistema anterior puede escribirse matricialmente

(x’(t))_(—l 0><x(t)>
y'(t) 0 —4 yt) -
Los valores propios de la matriz anterior son

A:={{-1,0},{0,—4}}

Eigenvalues|[A]

{-1,-4}. Es decir, dos valores propios reales diferentes de signo negativo. Es de
esperar dos soluciones en lineas rectas que tiendan a cero cuando ¢ — oo.

Los vectores propios asociados son
Eigenvectors[A]
{{1,0},{0,1}}. En consecuencia, la solucién general viene dada por
z(t) \ _, (1 (0 z(t) = ke !
(o ) =0 (o) e (V) = {060 2

Encontramos k1 = 5 y ko = 10 a partir de las condiciones iniciales z(0) = 5 e
y(0) = 10. Por tanto, z(t) = 573 e y(t) = 10e?.
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e La poblacion al cabo de cinco anos sera de

z(5) = 5e 3 ~ 0.0336897, y(5) = 10e* ~ 2.06115 x 1078

e A continuacién construimos el plano fase

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{—x, —4y}, {x, —25,25}, {y, —25,25}]
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Figura 6.3. Plano fase y curva solucién para el sistema.

e Es fdcil comprobar que el (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. En la Figura 6.3
podemos observar que en la direcciones de los ejes, el origen es un sumidero. En este
caso, el origen es un punto de equilibrio estable. A largo plazo, independientemente
de las condiciones iniciales, las dos especies desapareceran.

Como en el ejercicio anterior,

dy/dt dy —4y 1 4
dz/dt dxr  —x - y y=3

es una ecuacion diferencial de variables separables. Podemos encontrar la ecuacién
de las trayectorias

Inly| =4ln|z| +In|k| = y=kat,

La solucién particular x(0) =5, (0) = 10 corresponde a k = 10/5%. Es decir

10 ,
y(x) = -
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EJERCICIO 3.5 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos
especies animales, inicialmente integradas por 5 y 5 individuos respecti-
vamente. La dinamica del sistema esta gobernada por

medido el tiempo ¢ en anos.

1.-
2.-
3.-
4.-

x’(t):fl—j = 2z(t)+ 2y(?)
Y=L = 2t 3y0)

Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
Encontrar el niimero de individuos al cabo de 3 anos.
Encontrar y analizar el plano fase.

Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

Estamos ante el sistema de ecuaciones diferenciales lineales siguiente:

(x’(t)>_<2 2><x(t)>
y'(t) 13 y) ) -
Para resolverlo encontramos los valores propios de la matriz

A:={{2,2}{1,3}}

Eigenvalues|A]

{4,1}. Es decir, dos valores propios reales con signos positivos. Siendo sus vectores
propios asociados

Eigenvectors[A]

{{1,1},{-2,1}}. En consecuencia, la solucién general del sistema es

)\ _ g a1 i —2 z(t) = kre* — 2kyet
< y(t) > = e 1) " hac 1 - y(t) = kre?t + koe
Las soluciones en lineas rectas las obtendremos suponiendo que k; = 0 y a conti-

nuacién ko = 0.

Siki=0 = y=-%
Sike=0 = y==x

La solucién particular pedida, la deducimos de las condiciones iniciales z(0) = 10 e
y(0) = 5. Por tanto, k; = 5, ko = 5, y en consecuencia, x(t) = 5e* e y(t) = 5e.
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e La poblacién en el tercer afo serd z(3) = y(3) = 813774.

e El plano fase lo construimos haciendo uso del programa Mathematicag.

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{2x + 2y,x + 3y}, {x, —25,25}, {y, —25, 25}
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Figura 6.4. Plano fase y curvas solucién y = z, y = —0.5z.

e Las tnicas soluciones constantes son x(t) = 0 e y(t) = 0. Por tanto, el (0,0) es un
punto de equilibrio del sistema. En la Figura 6.4 podemos observar que el origen
es una fuente, todas las soluciones se alejan del origen cuando el tiempo crece.

Ademds, el punto de equilibrio es inestable.
Veamos ahora que en este caso es imposible obtener una expresién explicita de las
orbitas o trayectorias. Razonando de manera similar a los ejercicios anteriores,

dy/dt —dy  x+3y
= T o o 22+ 2y)dy = d
dojdt dn amtay (Gt 2y)dy=(w+3y)de,

es una ecuacion diferencial homogénea de grado uno. Para resolverla, es necesario
dividir la ecuacién diferencial por z y hacer posteriormente el cambio y/z = z, con

lo cual dy = xdz + zdx. Sustituyendo

(1+32)dz = (2 +22)(xdz + zdx) = (1 +2—22%)dzx = (2 + 22)zdz,

se convierte en una ecuacién diferencial de variables separables

1 242
+Zdz.

rT=—
x 142—-22
Procedemos a descomponer la fraccién que aparece en el segundo miembro, como

suma de fracciones simples
2422 1+2 __4/3 1/3

1+2-22 (z—1)(z+05) z2—1 ' z+05"
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Integrando

1 2+ 2z 4/3 1/3
/xdx:/m_zzzdz = Infa] =-[5da+ [ 5o5de

=—2ln[z— 1|+ +In|z + 0.5]
Deshaciendo el cambio anterior
4 1
Inlz| =L — 1+ % + 0.5+,
3 T 3 T

donde puede apreciarse las dificultades de poder encontrar una expresion explicita
del tipo y = ¢(x).

EJERCICIO 3.6 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos
especies animales, inicialmente integradas por 5 y 5 individuos respecti-
vamente. La dinamica del sistema esta gobernada por

medido el tiempo ¢ en meses.

1.-

2.-

3.-

4.-

_d:z:

P(t)= 2 = —20(t) —3y(t)
y/(t>:% = 3z(t) —2y(?)

Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
Encontrar el niimero de individuos al cabo de un ano.
Encontrar y analizar el plano fase.

Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

Empezamos escribiendo el sistema matricialmente

(v )= (75 2) (0
y'(t) 3 -2 y(t) )
Para resolverlo es necesario encontrar los valores propios de la matriz

A:={{-2,-3},{3,-2}}

Eigenvalues|A]

{-243i, -2-3i}. Es decir, dos nimeros complejos conjugados. Siendo sus vectores
propios asociados

Eigenvectors[A]
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{{i,1},{-i,1}}. Para poder encontrar la solucién general del sistema, necesitamos co-
nocer dos soluciones particulares linealmente independientes. Para ello, procedemos
de la manera siguiente:

< Zg; > = (24301 < Zl > = ¢! (cos 3t + i sen 3¢) < _?1 > .

Multiplicando

z(t) = e " (—sen 3t + i cos 3t)
y(t) = e~ (cos 3t + isen 3t)

La solucién general vendra dada por

z(t) \ _ _op [ —sen3t _oy [ cos3t
( y(t) > B kle COS St T er sen 3t ) kl? kQ S ]R7
o bien

2(t) = —kie 2 sen 3t + koe 2! cos 3t
y(t) = kie * cos3t + koe * sen 3t

De todas ellas, la que pasa por el punto (2(0),y(0)) = (5,5) corresponde a k1 =5y
ko = 5.

e El nimero de animales al cabo de 1 ano sera,

2(12) = —5¢"2*sen 36 4 5e~2* cos 36
y(12) = 5e=2* cos 36 + 5e~ 24 sen 36

e Observemos que ahora no existen soluciones en linea recta, ya que si k1 = 0, entonces
x(t) = koe 2 cos3t, y(t) = koe 2 sen3t,

y no podemos expresar y = cte x.

e Este hecho se observa facilmente si dibujamos el plano fase.

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{—2x — 3y, 3x — 2y}, {x, —25, 25}, {y, —25, 25}]
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Figura 6.5. Plano fase.

La figura siguiente muestra la evolucién a lo largo del tiempo de las soluciones
x(t) = 5e~ ! cos 3t e y(t) = 5e~ ! sen 3t.

Las dos poblaciones se extinguen a largo plazo.

x[t) ¥it]

Tiernpo (1)

S~y CREE

-0.05

Figura 6.6. Curvas solucién z(t) , y(t).

En la Figura 6.5 se aprecia que el punto de equilibrio (0.0) es un sumidero en
espiral.
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EJERCICIO 3.7 Las funciones z(t), y(t) representan los efectivos de dos
especies animales, inicialmente integradas por 6 y 9 individuos respecti-
vamente. La dinamica del sistema esta gobernada por

_dx

Z'(t) = - = —2z(t)  Hy(t) -
yi)=2 ~2y(1)

medido el tiempo ¢ en meses.
1.- Determinar los efectivos de las especies a lo largo del tiempo.
2.- Encontrar el nimero de individuos al cabo de un ano.
3.- Encontrar y analizar el plano fase.

4.- Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio.

e Tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales

(x'(t)>_<—2 1><x(t)>
y'(t) 0 -2 yt) )
Si encontramos los valores propios de la matriz que define el sistema

A:={{-2,1},{0,—2}}

Eigenvalues|[A]

{-2, -2}. En este caso, s6lo existe un valor propio que es un nimero real positivo.
Los vectores propios asociados son

Eigenvectors[A]

{{1,0},{0,0}}. Existe un unico valor propio linealmente independiente. Ahora, s6lo
podemos encontrar la solucién

o bien

Observemos que el eje de abscisas (y = 0) es una recta solucién del sistema. Para
el resto de las soluciones, no podemos encontrar la soluciéon general, pero podemos
analizar el sistema de manera cualitativa.



Ixxvii

e Empezamos dibujando el plano fase.

<< Graphics‘PlotField'
PlotVectorField[{—2x +y, —2y}, {x, —25,25}, {y, —25,25}]
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Figura 6.7. Plano fase.

e Podemos observar, que el origen es un sumidero. Si empezamos con unas condiciones
iniciales (z(0),y(0)) que no se encuentren sobre uno de los ejes, entonces la érbita
gira y llega al origen en direccién tangente a la solucién en linea recta (y = 0). El
punto de equilibrio (0,0) en una fuente en espiral.

Por tltimo, encontremos la solucién general del sistema (??). De la segunda ecuacién

deducimos

/

y:

=

y(t) = ke 2,

sustituyendo este valor en la primera de las ecuaciones

¥ = =2z + ke

que es una ecuacion diferencial lineal.

multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante p(t),

e + 2xe?t = ky

=

=

'+ 20 = ke 2,

ze?t = kit + ko

u(t) = el 2dt _ €2t’

=

x = kite”* + koe
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En resumen, la solucion general viene dada por
z(t) = kyte 2 + koe 2, y(t) = kie 2.

La solucién particular pedida (z(0), y(0)) = (6, 9) corresponde a ky =6, k1 = 9.

z(t) = 9te 2 + 62, y(t) = 9e= %

e Al cabo de un ano, el ntimero de animales sera de

x(12) ~ 4.30365 x 1077, y(12) ~ 3.39762 x 101

EJERCICIO 3.8 Sean z(t), y(t) las poblaciones de dos especies que com-
piten por recursos. Un incremento en cualquier especie tiene un efecto
adverso sobre la razén de crecimiento de la otra. En concreto

dx

azx'(t):%c(l—z)—xy

2

% =y'(t) =3y (1 - %) — 2zy

Analizar el comportamiento a largo plazo de ambas poblaciones.

e Supongamos en primer lugar que y = 0, entonces el sistema se reduce al modelo
logistico a/(t) = 2x(1 — x/2). La linea fase de esta ecuacién coincidird con el eje
de abscisas del plano fase. Del mismo modo, si z(t) = 0, entonces estamos ante el
modelo logistico y/(t) = 3y(1 — y/3), y de nuevo su linea fase coincidird con el eje
de ordenadas del plano fase. En consecuencia, tenemos los puntos de equilibrio

P =(0,0), P,=(2,0), P3=(0,3).

Existe otro punto de equilibrio Py = (1, 1) que se obtiene resolviendo el sistema:

{2(1—§)—y—0

3(1-%)—22=0

Por el teorema de unicidad de las soluciones, si partimos de condiciones iniciales
situadas en el primer cuadrante (en el resto de los puntos no tiene sentido bioldgico),
las érbitas deben de permanecer siempre en esta regién.

De los cuatro puntos de equilibrio el P, presenta especial interés, ya que nos informa
de que las dos especies pueden convivir.

Para realizar el estudio cualitativo del sistema, tenemos que representar y = 2 —x e
y = 3—2z. Estas rectas se cortan en el cuarto punto de equilibrio y divide al primer
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cuadrante en cuatro regiones.

El crecimiento o decrecimiento de las soluciones z(t) e y(t) puede estudiarse facilmente
analizando el signo de sus primeras derivadas. Para ello, escribimos el sistema como

{ Pt)=z(2—1—vy)

Y(t) =y (3 -y —22) (3:2)
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Figura 6.8. Plano fase del sistema.

Para puntos situados en la regiéon A, tanto 2/(t) como y/(t) son positivas, y por lo
tanto, las dos poblaciones aumentan. Si nos trasladamos a la segunda de las regiones
B, entonces z(t) disminuye e y(¢) aumenta. Para puntos situados en C, disminuyen
ambas poblaciones. Finalmente en D, la poblacién x(t) aumenta y disminuye y(¢).
En la figura siguiente hemos dibujado en el plano fase algunas de las trayectorias.

Figura 6.9. Orbitas del sistema.
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Observemos como el punto de equilibrio (1, 1) es un punto de silla. Los dibujos
sugieren que las soluciones que no tienden al (1, 1) lo hacen hacia (0, 3) o bien al
(2, 0).

Conclusién: la mayor parte de las soluciones tienden a una poblacién de equilibrio
con una especie extinta y la otra en su capacidad de carga. La separatriz estable
del punto de silla (1, 1) divide los dos comportamientos a largo plazo del modelo.

EJERCICIO PROPUESTO:

1.- Encontrar todos los puntos de equilibrio para los sistemas siguientes. Explicar
la importancia de estos puntos para las poblaciones de presa y depredadores.

dx T

10 (1——)—20
dt v 10 vy
dy Ty

@ T

dx xy

y
W _ 15y (1 . 1—5) + %5y




