Tema 9

ECUACIONES Y SISTEMAS EN
DIFERENCIAS

9.1. Introduccion

En ocasiones, al construir un modelo matematico interesa elegir una variable que
tome valores discretos. Asi ocurre, por ejemplo, con el tiempo, ya que es comun
realizar mediciones regulares a la hora de controlar un experimento. Estos datos
constituyen un conjunto finito, o infinito numerable, de valores de la variable in-
dependiente. Para este tipo de modelos deterministicos discretos, las herramientas
matematicas méas adecuadas para analizarlos son las ecuaciones en diferencias y los
sistemas en diferencias. El presente tema es una breve introduccion a su estudio.
Comenzaremos con los conceptos y definiciones basicas y nos centraremos en el
estudio de las ecuaciones en diferencias lineales de primer y segundo orden con coe-
ficientes constantes, asi como en los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer
orden con coeficientes constantes.

A lo largo del capitulo llamaremos t a la variable independiente, y supondremos que
solo toma los valores enteros ¢t = 0,1,2,---. Generalmente, ¢t representa el nimero
de generaciones (anos, trimestres, meses, dias, ---) que han transcurrido desde un
momento inicial ¢ = 0. Del mismo modo, {yo, y1, Y2, - - - } es una sucesién, donde y;
corresponde a un valor concreto de t.

DEFINICION 9.1.1 Llamamos ecuacién en diferencias a una expresion del tipo

F(yt+m Yt4n—1y Yt4n—25 " 5 Yt+1, Ye, t) =0.

Una solucion de la misma, es toda sucesion y que la cumpla.
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El conjunto de todas las soluciones recibe el nombre de solucion general. Esta
solucion general presenta cierto niimero de parametros, que pueden determinarse a
partir de las condiciones iniciales, dando lugar a las diferentes soluciones parti-
culares.

DEFINICION 9.1.2 Llamamos orden de la ecuacion, a la diferencia entre el
mayor y el menor de los indices que afectan a y.

La expresion —2y,,3+3y; = t+1, es una ecuacién en diferencias de orden t+3—t = 3,
o de tercer orden.
La ecuacion en diferencias ;11 — y; = 2, es de primer orden y tiene por solucion
general a todas las progresiones aritméticas de razon 2, es decir
siendo C' una constante cualquiera. Una solucién particular, es la progresion arit-
mética

{1,3,5, 7, -+, 2t+1,---}.

EJEMPLO 9.1

= Vamos a construir el modelo que corresponde a la siguiente situacién. Supongamos
que una poblacién de insectos crece el triple, en cada periodo de tiempo que trans-
curre entre dos medidas, de lo que creci6 en el periodo inmediatamente anterior.

Si llamamos y; al nimero de individuos en el instante t; del enunciado del ejemplo
se deduce,

Y42 — Yt+1 = 3(yt+1 - Z/t) ) t= 07 17 27 3, T

simplificando obtenemos,
Yt+2 — A1 + 3y =0, (9.1)

que es una ecuacién en diferencias de segundo orden. Si por ejemplo, conocemos el
nimero inicial de insectos, yo = y(0) = 100, podemos sustituir y obtendriamos

y2—4y1+300:0,

lo cual nos indica que debemos saber otra medida, por ejemplo y;, para poder
encontrar el resto de los valores. En las proximas secciones aprenderemos a resolver
este tipo de ecuaciones, y volveremos sobre (9.1).
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9.2. Ecuaciones lineales de primer orden

DEFINICION 9.2.1 Una ecuacidn en diferencias lineal de primer orden es aque-
lla que puede expresarse como

Pr()yesr + p2(t)ye = q(t), (9.2)

donde p;(t), i = 1, 2 y q(t) son funciones en la variable discreta t. Si la sucesion
q(t) es nula, entonces la ecuacion lineal recibe el nombre de ecuacién homogénea
asociada a (9.2). Cuando las funciones p1(t) y p2(t) son constantes, se dice que la
ecuacion lineal (9.2) es de coeficientes constantes.

Este tipo de ecuaciones son muy interesantes en el estudio de dinamica de pobla-
ciones. Suelen aparecer escritas como

Yer1 = p(O)ye +q(t)

donde p(t)y; representa el crecimiento de la poblacion en el tiempo t y ¢(t) el nimero
de individuos que en el tiempo t se incorporan a la poblaciéon como consecuencia de
la inmigracion.

EJEMPLO 9.2

= Supongamos que una determinada poblacién de insectos con 100 individuos, duplica
su numero en cada generacién, y que ademads, 10 nuevos individuos se incorporan
en cada generaciéon procedente de otro lugar. Vamos a construir una ecuacién en
diferencias que modele a esta situacion y posteriormente la resolveremos.

Del enunciado se deduce,
Yt = 2yt—1 + 10, yo = y(0) =100,
lo que nos permite escribir,

y1 =2 % 100 + 10
yo = 2(2 x 100+ 10) + 10 = 2 x 2 x 100 + 2 x 10 + 10
Y3 =2x2x2x100+2x2x10+2 x 10+ 10

Y =2X -+ x2x100+2x - x2x10+2%x---x2x104---4+2x 10410
N——— N——— N——
(t) (t—1) (t—2)
=20 x100+2" 1 x 104+ 202 x 10+ ---+2x 10+ 10

=20 x 100+ (27 42072 4. 421 420) x 10
=2/ x 100+ (2 — 1) x 10 = 110 x 2! — 10,

donde en el dltimo de los pasos hemos utilizado la férmula que nos da la suma de ¢
términos de una progresiéon geométrica de razén 2. La solucién es, por tanto,

=110 x 2 — 10.
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9.3. Ecuaciones lineales de segundo orden

DEFINICION 9.3.1 Una ecuacidn en diferencias lineal de seqgundo orden es aque-
lla que puede expresarse como

P1(t)Yer2 + P2(t)yer1 + p3(t)y: = q(t) (9.3)

donde p;(t), 1 =1, 2, 3 y q(t) son funciones en la variable discreta t.

Si la funcién ¢(t) = 0, entonces (9.3) es su ecuacién lineal en diferencias homogénea
de segundo orden asociada. Ademds, si todas las funciones p;(t) son constantes,
entonces (9.3) es una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes
constantes, y serd en la que nos centraremos.

Veamos en primer lugar un teorema de existencia y unicidad de solucién para una
ecuacién en diferencias lineal homogénea de orden n.

TEOREMA 9.3.2 Dada la siguiente ecuacion lineal en diferencias homogénea de
orden n

Yirn +01(O)Ytan—1 + -+ pu(t)y =0,

y dados n numeros reales ko, k1,--- ,k,_1, existe una unica solucion, cumpliendo
Yo=y0)=ko, 1=k, - Yn1=Fkn1.
Demostracién. Comenzamos definiendo la siguiente sucesion:
Yo=y0) =k, vi=k, - Yo1=kn1,
y para los valores de ¢ mayores que n — 1, procedemos de la siguiente manera

Yn = —P1(0)Yn-1 — - — Pu(0)yo = —p1(0)kn—1 — - - — pu(0)ko ,

Yn+1 = _pl(l)yn - = pn(l)kl .

De esta manera, y; queda definida por la ley de recurrencia anterior. Puede com-
probarse que y; es solucion de la ecuacion pedida y cumple las condiciones iniciales.
Ademas, es la unica solucién, ya que si w; es otra solucién que cumple

wo =ko, wi=ky, - wy1=ky1,
la ley de recurrencia que hemos encontrado anteriormente, determina el resto de los
valores de w;. [

Consideremos la ecuacion en diferencias lineal homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes
ayYir2 + by +cy =0, (9.4)

cualquier combinacién lineal de soluciones de (9.4) sigue siendo otra solucién.
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TEOREMA 9.3.3 Siy/, y? son dos soluciones de (9.4), entonces kiy} +kay?, con
k1 y ko constantes, sigue siendo solucion de (9.4).

Demostracién. Es inmediata, basta llevar kiy; + kay? en (9.4). ]
Del mismo modo, también es evidente la demostracion del siguiente resultado.

TEOREMA 9.3.4 Siy; es una solucion de

aYiro + by + ey = q(t), (9.5)

eyl es solucion de la ecuacién homogénea asociada, entonces y; = yr+y¢ es solucion
de la ecuacion completa (9.5).

A continuacién veremos las condiciones bajo las cuales la combinacion lineal de dos
soluciones particulares de la ecuaciéon homogénea dan lugar a su solucién general.

TEOREMA 9.3.5 Siy;, y? son dos soluciones de (9.4), entonces
Yy = klytl + k?yt27

con ki y ko constantes, es la solucion general de (9.4) si
1,2
Yo Yo 0
’ yi Yl ‘#

Demostracién. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales siguiente

g+ asys = B
Oély% + oay% = [,

cualesquiera que sean los valores de [3; y (3o, por hipdtesis del teorema, el sistema es
compatible determinado. Pero por el Teorema 9.3.2 existe una unica solucion de la
ecuacién homogénea que puede ser escrita como y; = kiy; + koy?, pues basta tomar
01 =10y P2 = y1, y calcular a; y as. Para finalizar asignamos los siguientes valores,
ki =1y ko = as. ]

A dos soluciones y} y y? cumpliendo las hipétesis del Teorema 9.3.2 le daremos
el nombre de sistema fundamental de soluciones. Siguiendo un razonamiento
similar al realizado en el Teorema 9.3.2, podemos demostrar el siguiente resultado.

TEOREMA 9.3.6 Siy! es una solucion particular de

aYiro + by + ey =q(t), (9.6)

e yl, y? forman un sistema fundamental de soluciones, entonces
vl + Ry + kayp

es la solucion general de (9.6).
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9.3.1. Resolucién de la ecuacion homogénea

El Teorema 9.3.6 nos dice que para resolver una ecuacién en diferencias lineal de
segundo orden, tenemos que empezar encontrando la solucién general de su ecuacion
homogénea asociada, y para ello hemos de localizar dos soluciones particulares que
den lugar a un sistema fundamental. Supongamos por tanto, la ecuacién homogénea

aYrr2 + 0y +cyr =0,
que admitira la solucién y; = A si
a NP HONT e X =N (a N +bA+¢) =0,

es decir,

aN+bA+c=0.| (9.7)

A esta ecuacién se la conoce con el nombre de ecuacién caracteristica de la
ecuacion en diferencias.

A continuacién, presentamos un procedimiento para resolver la ecuacién en diferen-
cias homogénea, basado en el estudio de las raices de (9.7).

= Si la ecuacion caracteristica tiene dos raices reales diferentes A\, A\, en-
tonces

v =M. Y=,

forman un sistema fundamental de soluciones .

= Sila ecuacién (9.7) tiene una raiz real doble ), entonces

ytl:>‘t7 ytZ:t/\t7

forman un sistema fundamental de soluciones .
= Si la ecuacion caracteristica tiene dos raices complejas conjugadas
M=a+if, N=a—1if,

entonces
1yt 2\t
yt - )‘1 ) yt - )‘2 )

forman un sistema fundamental de soluciones. En este 1ltimo caso, podemos
escribir la solucién general de la ecuacion homogénea de la siguiente manera,

yt=k1/\§+k2>\§,

y expresando los niimeros complejos en su forma médulo argumental, teniendo
en cuenta que poseen el mismo modulo y argumentos opuestos,

ye = ki1p'(costl + isentd) + kyp'(costh — isent).
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Al formar X! = p'(costf + isentf) y Ny = p'(costd — isentf) un sistema
fundamental de soluciones, también lo serd cualquier combinacion lineal de

ellas, en particular
(AL 4+ XL) = pleosth

5 (AL = Xb) = pfsentd,

la solucion general serd entonces

y; = k1pt costl + kqp'sentd.

EJEMPLO 9.3
= Resolver las siguientes ecuaciones en diferencias:

L- Y2 = 3ys1 + 2y =0

20 Y2 + 2y + 2y =0

3 Y42 + 21 +y =0

1.- La ecuacién caracteristica A2 — 3\ +2 = 0, tiene como raices \{ =1y Ay = 2.

En consecuencia, 2! y 1, forman un sistema fundamental de soluciones, siendo
la solucién general

’yt=k1+k22t-

2.- En el segundo de los casos, las raices de la ecuacién caracteristica A24+2A+2 = 0
son Ay = =147y Ao = —1 — i. Los mddulos de estos niimeros complejos son
V2 y el argumento 37 /4, por consiguiente, la solucién general es

3 3
v = kq (\/i)tcos <It) + ko (\/i)tsen <Zt> , ki, ko €R.

3.- La ecuacién A2 + 2\ + 1 = 0 tiene a A = —1 como raiz doble. La solucién
general de la ecuacién propuesta es

yt:kl(—l)t—i—k‘gt(—l)t, k‘l, ko € R.

9.3.2. Resolucion de la ecuacién completa

Para encontrar la solucién general de la ecuacién en diferencias lineal de segundo
orden
aYiro + 0y +cye=q(t), a,b,c €R, (9.8)

podemos hacer uso de dos métodos diferentes.
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Método de variacién de parametros.

Es también conocido como método de coeficientes indeterminados. Se empieza
encontrando la solucion general de la ecuaciéon homogénea

Y=k, +kayp, ki, ks €R,
y se supone que las constantes k; y ko dependen de ¢, es decir
ye = ki(t)y; + ka(t)y; - (9.9)
De esta expresion deducimos inmediatamente
Yerr = ka(t+ Dyp g + ka(t+ D)yiy
que sumando y restando k1 (t) y,, + ka2(t) yi,,, puede escribirse
Y1 = ki) Yyl + Ra(t) yio + [kt + 1) = ki(0)] v
+ [ka(t + 1) — ka(t)] yt2+1 .
En la ecuacion anterior hacemos
ey (t+1) = k1 (8)] gy + [Re(t+ 1) — ka(t)] 47, =0, (9.10)
y nos queda la ecuacion

Yer = k1 (t) gy + ka(t) y7 1y (9.11)

que permite ser tratada utilizando el mismo procedimiento anterior

Yre = ki(t) Yo + k() yio + k1t + 1) — k1 (8)] v
(9.12)
+ [k2(t + 1) - k2<t)] yt2+2 .

Llevando (9.9), (9.11) y (9.12) en (9.8),

aky (t> ytl+2 + aks (t) yt2+2 +a [kl (t + 1) —k (t)] ytl+2

+a kot + 1) — ka(t)] Y7o + ki (t) yi g + bha(t) y7 4

+cki(t)y) + cha(t)yf = q(t) -
o bien,

Fa() [ayiis + byper + cyl] + ka(t) [ay?ys + by, + ]

talki(t+1) = k()] ypoo + alka(t + 1) — ko ()] 1 = (1)
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Al ser y} y y? solucién de la ecuacién homogénea, la expresion anterior adopta la
forma
alky(t+1) = k()] Yo + a[ka(t + 1) = ka(t)] yiyo = q(t). (9.13)
Las ecuaciones (9.10) y (9.13) dan lugar a un sistema lineal, siendo kq(t+1) —k1(t) y
ko(t + 1) — ko(t) las incognitas. Al ser y} y y? un sistema fundamental de soluciones,
ocurre que
1 2
yw{l ?Jt42r1 £0.
A Y19 aYiio

Usando la Regla de Cramer, podemos resolver el sistema anterior

—q(t)

B+ D) = k() = e, )
t+1

(9.14)
q(t)
kot +1) — ko(t) =
2(f 1) = kalf) ayiii (A2 — A1)
y nos permite encontrar los valores de ky(t) y ko(t). u

EJEMPLO 94

= En un determinado ecosistema y supuesto que sobre una poblacién no influyen fac-
tores que modifiquen su crecimiento, se observa que, partiendo de 100 individuos, se
llega el primer ano a 110 y que, cada ano se duplica el crecimiento del afio anterior
y se anaden 10 individuos de fuera. Deseamos determinar la ecuacién general de la
evolucién de efectivos.

El problema a estudiar es el siguiente:
Yire — Ytr1 = 2(yer1 — ye) + 10, yo =100, y; = 110.
Tenemos que resolver la ecuacion en diferencias lineal de segundo grado
Y2 — Y41 + 2y, = 10,

con las condiciones iniciales yo = 100 y y; = 110. Para ello, empezamos encontrando
las raices de la ecuacion caracteristica

N-3\+2=0 = MN=1, X=2.
Es decir, la solucién general de la ecuacién homogénea es
yt =k + k22"

Para poder resolver la ecuaciéon completa utilizamos el método de variacién de las
constantes. Teniendo en cuenta (9.14), deducimos

{ ki(t+1) — ki (t) = —10
ko(t +1) — ko(t) = 10/20H1
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De la primera ley de recurrencia obtenemos

k(1) = k1 (0) — 10
k1(2) = k(1) =10 =k (0) —2x 10

ki(t) = k1(0) — 10t
De manera similar, de la segunda de las ecuaciones
ka(1) = k2(0) +10/2
ka(2) = ka(1)+10/22 = ke(0) + 10/2 + 10/22

k:g.(t) = k2(0)+10/2+10/22+10/23+---+10/2t:
= ko(0)+10(1/2+1/22 +1/23 + .-+ 1/2¢
= ko(0) +10(1 —1/2).

En consecuencia, la solucién general de la ecuacién completa es

ye = k1(0) — 10 x t + [k2(0) +10(1 — 1/2%)] 2¢.

Las constantes k1(0) y k2(0) pueden encontrarse haciendo uso de las condiciones
iniciales yg = 100 y y1 = 110 en y,

100 = k1 (0) + k2(0), 110 = k1(0) — 10 + (k2(0) + 5) 2,

que dan como solucién k;1(0) = 90, k2(0) = 10. La ecuacién de los efectivos de la
poblacion es:

v =80—10t+10x 21 ¢t=0,1,2, ---

Segundo método.

Para encontrar la solucién general de una ecuacién lineal completa de segundo orden
nos fijaremos en el término independiente ¢(t), y segin sea, procederemos de una
manera u otra. Los casos mas usuales que suelen presentarse son:

Si q(t) = o', entonces para encontrar la solucién de la ecuacién completa
probamos con la solucién particular Ba’ (excepto si « es raiz de la ecuacién
caracteristica).

Si ¢(t) es un polinomio de grado n, entonces ensayamos con un polinomio
del mismo grado. Si el 1 es raiz de la ecuacién caracteristica, tomaremos un
polinomio de grado n+1, si ademas tiene grado de multiplicidad -, probaremos
con un polinomio de grado n + 7.

Si q(t) es seno o coseno de at, entonces tomaremos 3 sen at + v cos ot y deter-
minaremos los valores de las constantes 3y 7.
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EJEMPLO 9.5

= Hallar la solucién general de las ecuaciones en diferencias,

1.-
2.-
3.-

1.-

2ypro —yp = 2F
Yo — Ay + 4y = 382
Yiro — Ay + 4y = 28+ 1.

Empezamos resolviendo la ecuacién caracteristica
1
)
V2

que nos permite escribir la solucién general de la ecuacién homogénea

1Y\ 1\

h

=ki|— ) +ko (—) .

u (\/i ) V2

Ahora, para poder encontrar la solucién de la ecuacion completa, ensayamos
con la solucién particular y? = 32¢. Sustituyendo en la ecuacién inicial

2A2-1=0 = N=+4

262112 3ot =2t = 2822 -3=1 = [=1/T.

La solucién general buscada es

=k <l)t+k < 1>t+12t

Para el segundo de los casos, es inmediato comprobar que A = 2 es una raiz
doble de la ecuacién caracteristica. En consecuencia, la solucion general de la
ecuacion homogénea es

Yt =k 2 4 kot 2!,

Al ser el término independiente un polinomio de segundo grado y el 1 no es
raiz del polinomio caracteristico, probamos con una solucién particular del
tipo

yP =at® +bt+c,

llevando este valor en la ecuacion en diferencias propuesta, e identificando
coeficientes, se obtiene a =3, b =12y ¢ = 24.

La solucién buscada es

yr = k120 + kot 20 +3t2 412t + 24
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3.- Al coincidir la ecuacién homogénea con la del caso anterior, lo inico que tene-
mos que hacer es encontrar una solucién particular. Para ello, buscamos una
solucion particular de

Yiro — Ayrsr + 4y = 2°,

y otra de
Yero — dyppr +4y = 1.

Para la primera de ellas, al ser A = 2 una raiz doble, ensayamos con la solucién
1 _ k.tQ 2t
Y = .
E(t 4 2)% 2072 — 4k(t +1)2 2071 4kt 28 = 28

que una vez resuelto da k = 1/8.

Para la segunda de las ecuaciones, el término independiente es una constante
(un polinomio de grado cero), y probamos como solucién particular con otra
constante, yt2 = k.

k—4k+4k=1 = k=1.

La solucién de la ecuacién propuesta es

yr=k12' + kot 20 + 24220 4+ 1.

9.4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

Hemos visto en las secciones anteriores que cuando se analizan fenémenos biologicos
dinamicos discretos, aparecen las ecuaciones en diferencias. Del mismo modo, cuando
en estos fenémenos el niimero de variables es mayor que uno, entonces nos apareceran
los sistemas de ecuaciones en diferencias.

Como ya hemos tenido ocasién de comentar, el estudio que estamos realizando es
una breve introduccién a las ecuaciones y a los sistemas en diferencias. Por este
motivo, solo abordaremos aquellos sistemas de ecuaciones en diferencias lineales y
de primer orden. Ademads, este tipo de sistemas son los que con méas frecuencia se
presentan en las aplicaciones bioldgicas.

DEFINICION 9.4.1 Un sistema en diferencias lineal con coeficientes constantes
de m ecuaciones y m variables, es una expresion que podemos escribir matricial-
mente de la siguiente manera:

Yt an @ oo am\ (Y fi(t)
ny | G G2 v e Ao, yf n f2(t)

yﬁ_l Am1 Qm2 - T Amm y;&n fm (t)
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De entre este tipo de sistemas, el caso mas elemental (aunque para casos mas gene-
rales, el procedimiento a seguir es similar) consiste en dos ecuaciones y dos variables

{ Y1 = any; + ay; + fi(t)
2 1 2
Yit = any; + axny; + fo(t)

La clave para resolver este tipo de sistemas, es intentar expresarlo como una ecuacion
en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes constantes. En efecto, de la
primera de las ecuaciones

Yiry = @nliyy + a2y + At +1), (9.15)
sustituimos el valor de la segunda de las ecuaciones del sistema en (9.15)
1 1 1 2
Yiro = Q111 T Q12 (amyt + axy; + fz(t)) + fi(t+1),

en la que sélo aparece un término a;s ass 47, en el que no intervenga la funcién ;.
Despejando de la primera de las ecuaciones del sistema

a12?Jt2 = yt1+1 - allytl - fl(t) )
sustituyendo
Yire =AYy + G2any; + an (Y, — any — fi(t) + afo(t) + fi(t+1),
y sacando factor comun, se obtiene finalmente,
ytl+2 = (a1 + a22)yt1+1 + (a19a91 — a20a11)y; — ana f1(t) + arafo(t) + fi(t + 1),

que es una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden.

EJEMPLO 9.6

» Sean z(t) e y(t) el nimero de individuos de dos poblaciones de animales en el mes t,
que conviven en un ecosistema en el que realizamos un control cada mes. Supongamos
que inicialmente tenemos xg = 150 e yg = 325, y que el desarrollo de la convivencia
esta gobernado por el sistema de ecuaciones en diferencias,

{ Tpp1 = 3w —yp + 1
Yir1 = =T + 2y + 3

= Para encontrar el valor de x; e 3 procedemos de la manera siguiente: De la primera
de las ecuaciones
Tip2 = 3T441 — Y41 + 1,

sustituimos la segunda de las ecuaciones en la expresion anterior

T2 = 3$t+1 — (—Sllt + 2yt + 3) +1= 3xt+1 +x¢ — 2yt — 2,
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que sigue dependiendo de y;, pero podemos despejarlo de la primera de las ecuaciones
y sustituir este valor en la ecuacién anterior

Tt42 = 3$t+1 + 2 — 2(—th+1 + 3.’Et + 1) —2= 5.13,5_;,_1 — 5CCt — 47

que es una ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes cons-
tantes, que puede ser escrita

Ti4o — OTp41 + O = —4. ‘ (9.16)

Es facil ver que las raices de la ecuacién caracteristica de su ecuacion homogénea
son:
5+5
2 )
dando lugar a la siguiente solucién general de la ecuacién homogénea

545\ 55\

Para encontrar una soluciéon particular de la solucién completa, al ser el término
independiente una constante, ensayamos con x; = a. Sustituyendo en (9.16)

A=

a—ba+ba=—-4 = a=-4,

la solucién general de la ecuacién completa serd
5475\ 5-v5\
e (P en ()

= Ahora, tendremos que sustituir en la primera de las ecuaciones del sistema

Yy = —Tep1+ 3w+ 1

t+1 t+1 t
——k1<5+\/3> —k2<5_\/5> +4+3k1(5+2\/5>

2 2

t
+3ks (5 _2\/5> —12+1.

o= (5 (50) - (50)R (%)

= Para encontrar los valores de k; y k2, imponemos las condiciones iniciales

150 = k1 + ko — 4

325 = (12\@> k1 + (H‘/g) ky —17,

2
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sistema de ecuaciones lineales que tiene por solucién ky = 77 — 45v/5 y ky = 77 +
5145v/5. En consecuencia, la solucién particular para estas condiciones iniciales es:

xt:(77—45\/5)<5+2\/5> + (77 = 51V/5) (5_2\/‘?’> —4

yr = (151 — 61+/5) (5 +2‘/5> + (166 — 644/5) (5 _2‘/5> -7
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 8

1.-

Sea la ecuacién en diferencias:

Yer2 = Y+1 = 3(Yer1 — ), t=0,1,2,3-- (9.17)
siendo 1; el nimero de individuos de una poblacién en el ano t.

» Interpretar demograficamente (9.17).
= Comprobar que y; = 2 + 5(3!) es una solucién particular de (9.17).

= Encontrar la poblacién al cabo de 4 anos, sabiendo que yy = 2, y; = 4.

En un determinado ecosistema y supuesto que sobre una poblaciéon no
influyen factores que modifiquen su crecimiento, se observa que, cada
ano se duplica el crecimiento del ano anterior y se anaden 10 individuos
de fuera. Plantear y resolver la ecuacion en diferencias que modeliza la
situacién planteada.

Sea y; el niimero de individuos de una determinada especie de animales
en el tiempo t. Sabiendo que su evolucién sigue una relaciéon de la forma,

1 1\*
yt+2—yt+1=5(yt+1—yt)+<5> ; t=0,1,2,---,

probar que la poblacion se estabiliza a largo plazo.

Supongamos que si no intervienen factores externos, el incremento del
numero de conejos en un mes es la tres cuartas partes del incremento del
mes anterior. Inicialmente el niimero de conejos es de 10 y al finalizar
el primer mes es de 30, ademas cada mes se incorporan 25 conejos a la
poblacién. Determinar la poblacién de conejos al finalizar el segundo ano
;Cual sera su comportamiento a largo plazo?

Responder razonadamente a las siguientes cuestiones:

= Sea la ecuacién en diferencias y;10 — 2y;+1 + y¢+ = 0, donde y; repre-
senta a la cantidad de individuos en el ano t. Si el niimero inicial de
individuos es 2 y al cabo de un ano es 5, jcual sera el valor de la
poblacién al cabo de 10 anos?

= Encontrar la solucién general de la ecuacion en diferencias

Y42 — 20141 H Yy = 8
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6.-

Estamos interesados en un determinado tipo de aves que viven en una
laguna. La dindmica de la poblacién estd gobernada por la siguiente
ecuacion en diferencias,

¢
6242 + Tip1 = ¢ + <5> , t=0,1,2, --- (918)
siendo g =2 y 1 = 5.

= Encontrar la solucién general de la ecuacién en diferencias (9.18)

= ; Aumentara esta poblacién a largo plazo?

La evolucion de dos especies que comparten un mismo territorio viene
dada por el sistema de ecuaciones en diferencias,

{ Tip1 = 22 — Y
Yer1 = Ty — 2U;

donde z;,y; representan al niimero de animales de la primera y segunda
especie en el ano ¢t ;Cudl es el comportamiento a largo plazo de estas
poblaciones?
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SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

10.1. Introducciéon

La teoria de sistemas dindmicos es una rama de las Matematicas que se ocupa del
estudio del movimiento, y proporciona un lenguaje comun para la Matematica, la
Biologia, la Ecologia, la Fisica, la Historia y la Literatura. Esta disciplina académica
fue creada en 1960 por J.W. Forrester del MIT (Massachussetts Institute of Tech-
nology) para ser empleada en la Administracién y en las Ingenierfas, pero en los
ultimos anos se ha extendido a campos muy diversos.

En la teoria de los sistemas dindamicos, un sistema se define como una coleccion
de elementos que continuamente interactuan para formar un conjunto unificado. A
las relaciones internas y las conexiones entre los componentes de un sistema se les
llama la estructura del sistema. Un ejemplo de un sistema es un ecosistema. La
estructura de un ecosistema esta definida por las relaciones entre la poblacion ani-
mal, nacimientos y muertes, cantidad de comida, y otras variables especificas para
un ecosistema particular.

El término dindmico hace referencia al cambio a lo largo del tiempo. Si algo es
dindmico, es porque se estd modificando constantemente. Un sistema dindmico es
aquel en el cual las variables se modifican para producir cambios a lo largo del tiem-
po. La manera por la cual los elementos o las variables de un sistema cambian con el
tiempo se denomina comportamiento del sistema. En el ejemplo del ecosistema,
el comportamiento esta descrito por la dindmica que se produce como consecuencia
de los nacimientos y las muertes de la poblacién. El comportamiento esté expuesto a
la influencia de comida adicional, los depredadores, y al medio ambiente, los cuales
son todos elementos del sistema.

Los sistemas dinamicos también pueden usarse para analizar, como pequenos cam-
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bios en una parte del sistema, pueden afectar al comportamiento del sistema com-
pleto. Si nos referimos al ejemplo del ecosistema, podemos analizar el impacto de la
sequia en el ecosistema o analizar el impacto de la eliminacién de una determinada
especie animal en el comportamiento del ecosistema completo.

En relacién con los sistemas dinamicos discretos, fue H. Poincaré en 1899 el primero
en utilizarlos al intentar simplificar un modelo continuo, pero ha sido en la década
de los cincuenta donde han sido estudiados y aplicados en problemas muy diversos.
En 1976 R. May, analizando el comportamiento de las ecuaciones en diferencias en
el modelo que lleva su nombre, observd que aun para el caso determinista, el modelo
podia presentar comportamientos “muy complicados”. En 1963 el meteorélogo F.
Lorentz descubre el caos matemaético en un sistema dinamico continuo, presentando
a la comunidad cientifica el atractor que lleva su nombre. Poco después, en 1973,
M. Heron estudia el caso discreto, descubriendo un tipo de atractor muy parecido
al de Lorentz. Dos anos después, Feigenbaum presentd por primera vez el diagra-
ma de bifurcacién correspondiente al modelo logistico. Actualmente la teoria de las
bifurcaciones es un campo donde se investiga intensamente.

10.1.1. Ejemplos de sistemas dinamicos

A continuacién estudiaremos algunos ejemplos de sistemas dinamicos discretos:

1.- La ecuacién de Malthus. Queremos estudiar la evolucién de la poblacién de
una determinada especie. Llamamos z al nimero de individuos de la poblacién
en el instante temporal k. Si suponemos que por cada individuo existente en
el periodo k habra, por término medio, « individuos en el periodo k£ + 1, se
tendra

Ty =axy, k=0,1,---. (10.1)

Esta ecuacién en diferencias lineal de primer orden, es la llamada ecuacién
de Malthus, economista y pensador del siglo XIX, propuesta para estimar la
evolucién de la poblacion humana.

Si a > 1, es decir, si existe algin crecimiento vegetativo en la poblacién, los
valores de x; crecen en progresion geométrica y se disparan de forma expo-
nencial, razén por la que esta ecuacién desaté una fuerte polémica entre los
contemporaneos de Malthus, suponiendo la primera llamada de atencién sobre
el problema de la sobrepoblacién del planeta.

2.- La parabola logistica de May. En 1976 el bidlogo Robert May formul6 otra
ecuacion para estudiar el crecimiento de una poblacion de insectos en un eco-
sistema aislado, diferente de la de Malthus. May tuvo en cuenta los efectos de
saturacion del ecosistema. Cuando la poblacién se acerca al maximo posible
que el medio ambiente puede sustentar, entonces el parametro o debe dis-
minuir, lo que equivale a considerar este parametro funcién del nimero de
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individuos. Con ello se llega a una ecuaciéon de la forma
Tpy1 = a(Tg)rE, k=0,1,2,---

Podemos tomar como unidad de medida el maximo posible de la poblacion, de
manera que r, expresa la fraccién de poblacion existente en el periodo k con
respecto al nivel maximo de poblacién. May formulé la hipétesis de que a(xy)
deberia decrecer linealmente cuando z creciera, hasta hacerse nulo cuando zy,
tomara el valor 1. Es decir que a(xy) fuera de la forma p(1 — ), llegando
asl a la ecuacion de la parabola logistica de May

Thy1 = M(l - xk)xk ; k= 07 17 27 Tt (102)

Observemos que para valores pequenos de x, se tiene 1 — x;, = 1, con lo que la
ecuacién (10.2) es equivalente a la ecuacién de Malthus (10.1) con pardmetro

L.

Modelo matricial. Supongamos que una especie de aves que vive muchos
anos, resulta capaz de reproducirse a partir del segundo ano de vida y que,
por término medio, cada pareja de aves en edad reproductora cria anualmente
una nidada de la que sobreviven dos crias, una de cada sexo. Se supone que
a partir del segundo ano todas las aves han emparejado. Se suelta una pareja
de aves en una region sin depredadores. ;Cudl es la ley de evolucion para la
poblacién de aves?.

Ante un problema de esta naturaleza, el primer paso consiste en seleccionar
las variables. Debido a las diferentes condiciones de reproduccién, conviene
considerar dos segmentos en la poblacién de aves: las de un ano y las de dos o
mas. Tomamos como variable x; (k) el nimero de parejas adultas en el periodo
k. Debido a que existe siempre el mismo niimero de machos que de hembras,
la poblacién de aves de un ano puede también contarse por el nimero x5 (k)
de parejas que pueden formarse entre ellas. Se tienen entonces las siguientes

relaciones:

que pueden escribirse en forma matricial como

()=o) ()

10.1.2. Conceptos de dinamica discreta

Un sistema dindmico discreto es simplemente, desde un punto de vista matematico,
una ecuacion en diferencias de la forma

xk-ﬁ-l:f('rk)J k:071727"'
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donde f es una aplicacién f : X — X definida en cierto conjunto X, que recibe
el nombre de espacio de fases o espacio de los estados. Salvo que digamos
lo contrario, siempre consideraremos funciones f suficientemente suaves, es decir,
con derivadas continuas de todos los érdenes necesarios. Asi, por ejemplo, cuando se
quiere traducir un problema como los descritos en el apartado anterior al lenguaje de
los sistemas dinamicos, se empieza por determinar el espacio de fases del problema
que no es sino un conjunto cuyos elementos describen todos los posibles estados del
sistema que se trata de analizar.

= FEn el modelo de Malthus se podria considerar como espacio de los estados el
conjunto de los niimeros reales no negativos (no son posibles poblaciones con un
nimero negativo de individuos). Cuando el espacio de fases de un sistema es R
o algin subconjunto de R se trata de un sistema dinamico unidimensional

= FEn el ejemplo la parabola logistica de May, donde se estudia una tnica variable,
que es la fraccion de poblacién con respecto a la maxima poblacién posible,
un espacio de fases adecuado es X = [0, 1]

= FEn el caso de la poblacién de aves, el estado del sistema se describe a través
de dos variables de estado x1(k) e z2(k) por lo que el espacio de los estados
adecuado es un conjunto X C R2, el de todos los pares de ntimeros enteros
no negativos. En sistemas mas complejos, se hacen necesarias mas variables
para describir completamente el estado del sistema, por lo que IR™, o un sub-
conjunto de IR™, es un espacio de fases adecuado para muchos problemas. Por
ejemplo, en mecanica se requieren 10 variables para describir completamente
una particula: tres para fijar su posicién espacial, otras seis para conocer su
velocidad y aceleracién y una més para determinar su masa.

Las variables que describen un sistema, se llaman variables de estado. Se agrupan
en un vector, que se conoce como vector de estado, y que almacena la informacion
completa acerca del estado del sistema. El espacio de fases es entonces el conjunto
de todos los posibles vectores de estado del sistema.

La ecuacién de un sistema dindmico puede interpretarse de la siguiente forma: si el
sistema adopta en un instante k un estado descrito a través de un cierto elemento
x, € X, entonces en el instante k + 1 el estado del sistema sera x,;. La aplicacién
f representa por consiguiente la ley de evolucion del sistema dinamico que
transforma cada estado en el siguiente estado que el sistema adopta.

Si el sistema se encuentra en un estado inicial xg, su evolucién temporal corresponde
a la sucesiéon xg, x1, T9, - - - , también llamada soluciéon con condicién inicial z.
Se obtiene recursivamente

x1 = f(xo), 2= flz1) = f*(20),

y en general

zr = fF(20).
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La expresién f*(z), es la solucién general o flujo de los sistemas dindmicos
discretos. Permite conocer el estado del sistema en cualquier instante a partir de
su posicién inicial. El conjunto de valores

{x,f(x),f2(x),f3(x), e ’}

recibe el nombre de érbita de z, (se diferencia de la solucién x, f(x), f?(x), - en
que ésta ultima es una sucesion ordenada cuyos términos son los elementos de la
érbita).

Es facil realizar el siguiente experimento: marquemos un niimero en una calculadora,
por ejemplo 0.25, y pulsemos de forma reiterativa la tecla 10*, con lo cual obten-
dremos la érbita correspondiente,

00.25

0.25, 10°%5 1017 ...

Si continuamos con este proceso la calculadora nos darda un mensaje de error. La
causa de este comportamiento es que la orbita tiende a infinito. Si repetimos el
proceso tomando como semilla cualquier niimero y como funcién el seno o el coseno,
observaremos que en este caso las orbitas son convergentes.

EJEMPLO 10.1

= Puede comprobarse facilmente que la ecuacion de Malthus admite por solucién gene-
ral la expresién

d,(k) = o*x
El comportamiento de esta expresion es sencillo de comprender. Si z > 0 entonces

0 si O<axl

Q
I
—

lim ofz = T si
k—oo

+o00 s1 a>1

= Menos sencillo resulta el problema de encontrar una férmula explicita para el proble-
ma de las aves. Se obtiene

sik) (1 1\ [ 21(0)

za(k) )\ 1 0 22(0)
Si calculamos las sucesivas potencias de la matriz, nos aparece un hecho curioso como
es la aparicién en estas matrices de los célebres nimeros de Fibonacci1,1,2,3,5,8,....
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Para el modelo de May la situacién es mas complicada, como tendremos ocasién de
comprobar cuando estudiemos los modelos discretos no lineales. Podemos encontrar
las primeras iteraciones de la solucién general f¥(x) y nos convenceremos de la
enorme complicacién de los célculos involucrados. Ello nos ayuda a comprender la
imposibilidad de obtener expresiones explicitas para las soluciones generales de los
sistemas dindmicos no lineales (modelo de May), cuya conducta se pueda entender
de forma global, como sucede en el caso (lineal) de la ecuacién de Malthus.

El campo de aplicaciones de los sistemas dindmicos discretos unidimensionales es
muy amplio, y en los tltimos anos continian aumentando. A continuacién mostramos
algunas de ellas.

En Matematicas para la resolucién numérica de ecuaciones. Recorde-
mos que el método del punto fijo nos permite encontrar la raiz de una ecuacién
f(x) = 0. El proceso se inicia reescribiendo la ecuacién como g(z) = x, se toma
un valor xy préximo a la solucién buscada, y se reitera el proceso x4 = g(xy).
Si la érbita correspondiente

{%0, xr = g(x())? Ty = g(gjl) = g(g(xo))7 ce 7}7
converge a cierto valor x*, entonces el método es convergente.

Recordemos que gréficamente el punto fijo g(x*) = z* se encuentra como la
interseccion de la funcién g(x) con la bisectriz del primer cuadrante.

Elaboraciéon de modelos matematicos. Por ejemplo, el modelo logistico
(del francés logis = alojamiento), que suele ser el punto de partida de los
sistemas dindmicos unidimensionales,

Tr4+1 = Ml'k(]. - xk) ) k= 07 17 27 T (103)

se puede obtener de la manera siguiente: Supongamos que z( es la poblacién
relativa inicial, esto es, el cociente entre la poblacion inicial y la poblacién
maxima que puede soportar el habitat. Sea x;, la poblacion relativa al cabo de
k anos El crecimiento relativo de la poblacion en cada ano serd

Tr+1 — Tk
T ’
que segun las hipétesis de Verhulst (1845), es proporcional a 1 — xy. Es decir,

Th+1 — Tk

— a1 —
T Oé( xk)?

despejando
Tpy1 = Tk + Of(l - Ik)xk = l‘k(l + Oé)(l — Jfk) .

Si llamamos p = 1 4 «, entonces obtenemos la expresién (10.3)
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s Resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales. Sea la ecuacién dife-
rencial

21 = 9= ),

que podemos expresarla como
z(t+dt) — x(t) = f(x)dt.
Si sustituimos dt por un valor numérico h, obtenemos

Tpp1 — 2 = hf(zy) = Tpp=ar +hf(ze),

tomando h suficientemente pequeno, podemos entonces dibujar la solucién que
pasa por un punto inicial dado.

10.2. Modelos dinamicos discretos lineales.

En general, obtener la expresién explicita de la solucién general f*(z) es bastante
complicado. Con ayuda de un ordenador podemos conseguir numéricamente cuan-
tas iteraciones deseemos en esa expresion, pero esto no resulta en general de mucha
ayuda para entender la conducta global del sistema. Un instrumento que resulta en
muchas ocasiones adecuado en el caso de sistemas unidimensionales es el analisis
grafico, a través del llamado diagrama de Cobweb.

Supongamos una arida isla cerca de la costa de un rico continente. Estamos interesa-
dos en una especie particular de pajaros que anidan en estas islas. Desgraciadamente
el habitat de la isla es muy desfavorable ya que si los pajaros estuvieran aislados su
poblacién disminuiria un 20 % cada ano. Esta situacién podemos reflejarla utilizando
el modelo de Malthus (exponencial)

xk+1:O.8O.:1:k, k:O,l,Q,-" s

donde xj, es la poblacion de pajaros en el tiempo k. Hay una colonia de pajaros en
el continente y cada ano 1000 pédjaros emigran a nuestra isla. Entonces, el cambio
de poblacién en la isla puede ser descrito por el modelo

Tpe1 = 0.802, + 1000, k=0,1,2, - .

Observemos que el modelo es lineal en el sentido de que la funcién f(x) = 0.80z +
1000 representa a una linea recta.

Ahora descubriremos y probaremos un teorema sobre sistemas dinamicos lineales
discretos, que corresponden al tipo

Tr1=mxr+b, k=012
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donde m y b son constantes. Recordemos que los sistemas dindmicos discretos estan
descritos por una ecuacion de la forma

karl:f(a:k)? k2071727”"

En el caso particular de sistemas dinamicos discretos lineales, la funcién f es del tipo
f(x) = mz + b, y estamos interesados en puntos de equilibrio del sistema dindmico
discreto. Aquellos puntos x tales que f(z) = x. Estos puntos se llaman de equilibrio
porque si un término es uno de estos puntos, cada sucesion de términos siguientes
permanece en el mismo punto. De esta manera decimos que el sistema se encuentra
en equilibrio. Es inmediato comprobar el siguiente resultado.

RESULTADO 10.2.1 S§im no vale 1 entonces hay un unico punto de equilibrio
» b

v 1—m
Los modelos dinamicos discretos pueden comportarse de manera sorprendente. Al-
gunas veces una sucesion obtenida del sistema dinamico lineal discreto tiende direc-
tamente al punto de equilibrio. En otras ocasiones saltan alrededor de €I, con saltos
cada vez mas pequenos hasta tender al punto de equilibrio. O por el contrario los
saltos son cada vez mas grandes y no tienden al punto de equilibrio.

Nuestro objetivo es formular y probar un teorema que nos determine cuando ocurre
cada una de estas clases de comportamiento. Comenzamos la construccion del dia-
grama de Cobweb dibujando las graficas

@) =ma+b, gle)=a

Dibujamos el punto z; en el eje OX. A continuacién marcamos el valor f(x;) = 2oy
obtenemos el punto (x1, z3). El proximo paso es trazar una linea horizontal desde el
punto (z1,z2) hasta que corte a la recta g(z) = x en el punto (22, z3). Calculamos
x3 = f(x2) y repetimos sucesivamente este proceso.

1000

800

600

400

200

200 400 600 800 1000

Figura 10.1: Diagrama de Cobweb.
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Observemos en la Figura 10.1 que en este caso “la red de arana” nos lleva al punto
de equilibrio. En la Figura 10.2 hemos representado en el eje de abscisas el tiempo
y en el eje de ordenadas el nimero de individuos. Puede verse que si el tiempo au-
menta la poblacion tiende al punto de equilibrio. Se trata por tanto de un punto de
equilibrio estable.

800
700
600
500
400

300

5 10 15 20

Figura 10.2: Punto de equilibrio estable.

EJEMPLO 10.2

= Vamos a calcular y dibujar z2,x3,--- , para el modelo z;y; = 0.80x; + 1000 y el
valor inicial zg = 500.

El modelo anterior podemos escribirlo como

xk—i-l:f(xk)a k:O71727”'7

donde f(z) = 0.80x + 1000. Esta es una buena manera de representar a nuestro
modelo porque la funcién f(z) nos describe como la poblacién, en cada ano esté de-
terminada por la poblacién en el ano anterior.

Los dos graficos f(z) = 0.8z 4+ 1000 y g(x) = x se cortan en el punto x* = 5000.
Este punto se llama punto de equilibrio ya que la poblacién en los préximos anos
serd la misma que la poblacion actual.

£(5000) = 0.8 x 5000 + 1000 = 5000
Podemos encontrar este valor también de manera algebraica

f(z) =2 = = =0.8z+ 1000 = x = 5000
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6000
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1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 10.3: Estudio del punto de equilibrio.

La Figura 10.3 nos muestra como determinamos graficamente el punto de equilibrio.

A continuacion nos centraremos en la clasificiacacion de los puntos de equilibrio o en
el andlisis de la estabilidad. En el analisis de la evolucién de poblaciones el problema
principal es:

= Evaluar la estabilidad de la poblacién usando modelos matematicos.

» Examinar los efectos de diferentes factores sobre la estabilidad de la poblacién.

Hemos tenido ocasion de ver que en los sistemas dinamicos lineales discretos, el
punto de equilibrio

0

1—m’
en algunas ocasiones es un punto de equilibrio atractivo, (aquel que a largo
plazo los términos xj tienden al z* cuando k tiende a o), y otras veces es un
punto de equilibrio repulsivo, (aquel donde x; tiende a mas o menos infinito).
A continuacién presentamos un teorema que nos permitird determinar cuando un

punto de equilibrio es atractivo o repulsivo.

TEOREMA 10.2.2 Sea el sistema dindmico lineal discreto

xp = f(zp—1),  f(x) =mz+Db
conm # 1. Sea x* = b/(1 —m) el punto de equilibrio,
» i |m| < 1 entonces x* es atractivo, en el sentido de que para cualquier condi-
cion inicial xo

lim z, = 2*
k—o0
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= i |m| > 1, entonces x* es repelente, y al menos que xy = x* se cumple

lim |z;| = .
k—o0

Demostracion. Comenzamos calculando el valor de xy,

To=mx, +0b
T3 = mro +b=m2x; +b(m+1)
xy=mzz+b=m(m?*r; +b(1+m))+b=mz; + b(1 +m + m?)

k—2
v =mFP o +b(1+m+m?+ -+ mF2) = mA +mej.
=0

Si suponemos que |m| < 1 entonces al hacer que k tienda a infinito

lim m* 1z, = 0.
k—oo
Por otro lado,
k—2 00
’ k J 1
lim m" = E m = ——
7=0 7=0

por ser la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica de razén
|m| < 1. Por lo tanto,

. b .
lim zp, = —— =2a".
k—oo 1—-m
k-2
Por un razonamiento similar, si |m| > 1 se cumple que mF~1z; y E m’ no estan
3=0
acotados cuando k — oo. [

10.3. Modelos dinamicos discretos no lineales
Para un sistema de la forma
Tk+1 = f(xk)a k= 07 17 27 Tty (104)

donde ahora la funcién f no es lineal, la situacion es diferente a lo estudiado en
la seccion anterior. Lo que debemos tener en cuenta, es que pueden existir muchos
puntos de equilibrio. En el caso lineal el tipo de punto de equilibrio nos lo daba el
parametro m de la recta. En el caso no lineal el caracter de cada punto esta deter-
minado por la pendiente de la curva f(x) en el punto z*, y sabemos que este valor
puede determinarse por la derivada de la funcién f en el punto x*.

TEOREMA 10.3.1 Consideremos el sistema dindmico (10.4) siendo x* un punto
de equilibrio f(x*) = z*. Entonces
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w si|f'(z*)] < 1 el punto de equilibrio es atractivo, en el sentido de que si xg
esta suficientemente cerca de x* entonces

lim z;, = 2™ .

k—o0

Algunas veces a un equilibrio de esta caracteristicas se le dice equilibrio estable, ya
que si el sistema se mueve ligeramente del punto de equilibrio, al final retorna al

mismo.

EJEMPLO 10.3

= Consideremos el sistema dindmico discreto no lineal de May

i1 =arp(l—x,), a>0, k=0,1,2---.

Encontrar los puntos de equilibrio y clasificarlos.

Sea a = 2.5 y x¢g = 0.1. Utilizando el diagrama de Cowbew. clasificar el punto
de equilibrio del sistema.

Repetir el proceso para a = 3.3, 3.55

Cuando « aumenta de 3 a 4 jobservas algiin cambio en el tipo de soluciones
obtenidas?.

Empezamos encontrando los puntos de equilibrio. En este caso la funcién f
no lineal que nos define el modelo es

f(z)=ax(l—2).

Por tanto, tendremos que resolver la ecuaciéon f(z) = x, que tiene por solu-
ciones,
"t =0, ¥ =1- 1 )

@
Para clasificar estos puntos de equilibrio, tenemos que hacer uso del Teorema
10.3.1. La derivada de la funcién f(z) vale f'(z) = a — 2az. Por tanto, el

primero de los puntos es asintéticamente estable si
I 0)=lal<1 = 0<a<l.

En cuanto al segundo, sera estable si

1
f’(l—)’:|2—a\<1 = l<a<3.
(7

Si consideramos el modelo no lineal f(z) = 2.52(1 — x) y como semilla o va-
lor inicial zg = 0.8, podemos encontrar su orbita haciendo uso del software
Mathematicag.

Empezamos definiendo la funcion,
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flk][x] =k*xx*(1—x)

posteriormente, encontramos los puntos de equilibrio
NSolve|p[2.5][x] == x,¥]

{{x— 0, x— 0.6 }} y finalmente la érbita
NestList[p[2.5],0.8,25]

{{ 0.8, 04, 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6
0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 }}

En consecuencia, £* = 0.6 es un punto de equilibrio estable. Podemos com-
probarlo si dibujamos su diagrama de Cobweb.

iters = NestList[p[2.5], 0.8, 20]

gi = ListPlot[Partition[Flatten[Transpose[{iters,
iters}]], 2, 1], PlotJoined — True, DisplayFunction
— Identity]

fg = Plot[{x, p[0.5]1[x]}, {x, 0, 1},

PlotStyle — {RGBColor[1l, O, 0], RGBColor[O, O, 11},
DisplayFunction — Identity]

Show[fg, gi, AspectRatio ->1, DisplayFunction —
DisplayFunction]

Obteniéndose como respuesta

B 0.8
0.8
0.7
0.6 P
0.6
0.4
0.5
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 5 10 15 20

Figura 10.4: Diagrama de Cobweb para f(x) = 2.5z(1 —z) y 2o = 0.8.

e Ahora, consideramos el diagrama de Cobweb para f(z) = 33z (1 —x) y
xg = 0.8. Los primeros 25 elementos de su érbita son:

{0.8, 0.52799, 0.82241, 0.48196, 0.82392, 0.47873, 0.82350, 0.47963, 0.82363,
0.47936, 0.82359, 0.47944, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47946,
0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942, 0.82360, 0.47942 }.

Es decir, en este caso la poblacién tiene un comportamiento periédico de orden
dos tendiendo a los valores x] ~ 0.4794270 y z3 ~ 0.823603.
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0.8

0.6 0.7

0.4

0.2 0.55

's1T 1T 10 | [151 [ 20

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figural0.5: Diagrama de Cobweb para f(x) =3.3z(1—z)y z9 = 0.8.

e Repitiendo los calculos para f(x) = 3.5z (1—x) y zy = 0.8, se obtiene la érbita:

{{0.8, 0.559999, 0.8624, 0.41533, 0.84990, 0.44647, 0.86497, 0.40878, 0.84587,
0.45628, 0.86831, 0.40021, 0.84014, 0.47004, 0.87185 , 0.391, 0.83343, 0.48587,
0.87430, 0.38464, 0.82842 } } .

La poblacion se comporta de manera periédica de orden 4.

1

0.8

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 08 T 5 10 15 ' 20

Figura 10.6: Diagrama de Cobweb para f(xz) =35z (1 —z)y zo = 0.8.

e Por dltimo, si consideramos f(z) = 4281 —z) y x9 = 0,8, ahora la poblacién
se comporta cadticamente.

1 1

0.8 0.8

0.6 - 0.6

0.4 0.4

0.2t 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 5 10 15 20 25 30

Figura 10.7: Diagrama de Cobweb para f(x) =4z (1 —z)y zo = 0.8.

Tendremos ocasion de volver sobre este ejercicio cuando estudiemos los sistemas
caoticos.
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10.4. Puntos de equilibrio y periédicos de un sis-
tema dinamico

En esta seccién trataremos de sistematizar y formalizar los resultados obtenidos en
las secciones anteriores, para estudiar los puntos de equilibrio y periédicos de un
sistema dinamico discreto unidimensional.

Dado un sistema dindamico

Tpy1 = flar), f: X —X,

se dice que z* € X es un punto de equilibrio del sistema si f(z*) = z*. Si z* es un
punto de equilibrio, la solucién cuya condicién inicial es zy = 2* cumple f*(z) = z*.
Esto significa que los puntos de equilibrio son estados fijos: una vez el sistema entra
en ellos, permanece invariable en todos los instantes futuros.

Los puntos de equilibrio se clasifican segin el comportamiento de las soluciones
con condiciones iniciales cercanas a ellos, en puntos de equilibrio atractivos,
repulsivos e indiferentes. En lo que sigue, consideraremos el siguiente sistema
dindmico unidimensional

Ty = fan), J:XCR—R

= Puntos de equilibrio atractivos. Sea z* un punto de equilibrio de ;1 =
f(zg). Se dice que z* es atractivo si |f/(a*)] < 1

= Puntos de equilibrio repulsivos. Sea z* un punto de equilibrio de z;.1 =
f(zx). Se dice que x* es repulsivo si |f/(z*)| > 1

= Puntos de equilibrio indiferentes. Sea z* un punto de equilibrio de zy,1 =
f(zg). Se dice que z* es indiferente si |f/(z*)| =1

= Puntos ciclicos. Se dice que z* es un punto peridédico o ciclico del sistema
dindmico x4 = f(xy), si existe un n tal que f"(z*) = z*. Un punto es
periodico si su Orbita se “cierraz vuelve a comenzar por su valor inicial. El
minimo entero k tal que f*(z*) = x*, se llama orden del punto periédico.
En tal caso la orbita

{‘T*a f(ZL'*), fQ(x*)’ T fk_l(x*)}

recibe el nombre de periodo o ciclo de orden k.

10.4.1. Estabilidad

Un punto de equilibrio de un sistema dindmico representa un estado fijo del sistema.
Ahora bien, no todos los estados de equilibrio tienen la misma naturaleza.
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Inestable
Globalmente

asintéticamente estable

Localmente estable Localmente estable
pero no asintéticamente pero no globalmente
estable estable

Figura 10.8: Tipos de estabilidad.

Si se deja rodar una bola en el cuenco de una copa, terminara deteniéndose en el
centro de la misma. Si se desplaza la bola ligeramente de su posicién de equilibrio,
retornard a ella. Este es un equilibrio robusto frente a perturbaciones, conocido como
equilibrio asintéticamente estable. Los puntos de equilibrio atractivos presen-
tan esta forma de equilibrio.

La forma de equilibrio opuesta es el equilibrio inestable, representado por una
pelota en el borde del tejado: basta una ligera perturbacion para romper el equilib-
rio. Los puntos de equilibrio repulsivos presentan este tipo de equilibrio. Finalmente
existe una forma intermedia de equilibrio, técnicamente conocido como equilibrio
estable. Este se halla representado por un péndulo sin rozamiento en posiciéon de
reposo. Si se somete al péndulo a una pequena perturbacién, éste permanecera os-
cilando indefinidamente en torno a la posicién de equilibrio, sin alejarse mucho de
ella, pero sin retornar a ella de forma definitiva.

EJEMPLO 10.4

=  Comprobemos que el origen es un punto de equilibrio estable para el sistema dindmi-
co i1 = f(zg) si f(z) = —x.

Es evidente que x* = 0 es solucién de la ecuacién f(x) = x, por lo tanto, es un
punto de equilibrio. Para comprobar que su equilibrio es estable, perturbamos este
valor tomando xg = 0.5. La Figura 10.9 muestra que la 6rbita sélo toma los valores
—0.5y 0.5.
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Figura 10.9: Diagrama de Cobweb.

10.5. Sistemas cadticos

En el Ejemplo 10.3 hemos tenido ocasiéon de comprobar que sistemas o modelos
muy simples, pueden pasar de tener un comportamiento deterministico a un com-
portamiento cadtico, modificando ligeramente los valores de un pardametro. En esta
seccién formalizaremos este concepto.

La teorfa del caos fue introducida en ecologia por May (974, 1976) y Oster (1976) en
el contexto de funciones reales de variable real esta siendo estudiada con intensidad
en los tultimos anos y aparece en casi todos los modelos discretos no lineales.

Figura 10.10: Mariposa o atractor de Lorentz.

Lo primero que nos llama la atencion es el hecho de que vivimos inmersos en el caos.
De manera usual, llamamos caos a todo aquello que no somos capaces de
sistematizar.

El primer investigador del caos fue un meteorélogo llamado Edward Lorentz. En
1960 utilizaba un modelo matemético para predecir el tiempo, que consistia en un
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sistema de 12 ecuaciones no lineales. La simulacion se realizaba con un ordenador,
que daba como respuesta un comportamiento probable de la atmédsfera. En cierta
ocasion, quiso repetir de nuevo los calculos anteriores, para ello volvié a introducir
los niimeros en el ordenador, pero para ahorrar papel y tiempo, solo utilizé 3 niimeros
decimales en vez de 6. Lo sorprendente fue que el resultado encontrado era total-
mente diferente a los obtenidos en la vez anterior. Del andlisis de esta situacion
surgio una nueva teoria que se conoce con el nombre de la teoria del caos.

Lo verdaderamente interesante era que diferencias muy pequenas en las condiciones
iniciales tenfan una gran influencia en la resolucién final del problema. A este efecto
que tienen las pequenas diferencias iniciales después se le dio el nombre de efecto
mariposa:

“El movimiento de una simple ala de mariposa hoy produce un diminuto
cambio en el estado de la atmosfera. Después de un cierto periodo de tiem-
po, el comportamiento de la atmdsfera diverge del que deberia haber tenido.
Asi que, en un periodo de un mes, un tornado que habria devastado la costa
de Indonesia no se forma.”

Como podemos comprender, este descubrimiento causé en Lorentz un gran impacto,
ya que segun esta nueva hipdtesis, no seria posible predecir con exactitud el com-
portamiento de cualquier sistema, pues todas las medidas se ven afectadas por los
errores de calibracion de los instrumentos. Es imposible, por tanto, conocer las condi-
ciones iniciales exactas de la mayoria de los sistemas dinamicos. Afortunadamente,
Lorentz se dio cuenta de que las soluciones del sistema que parecian tener un compor-
tamiento hecho totalmente al azar, después de verlas representadas en una grafica
sucedia algo sorprendente. El resultado siempre ocupaba una determinada region
del espacio, y tenia forma de una espiral doble.

Figura 10.11: Atractor de Lorentz.
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Antes de la aparicion de esta nueva teoria, sélo habia dos tipos de comportamientos
conocidos para un sistema dindmico: un estado fijo, donde los variables nunca cam-
bian, y el comportamiento periddico, donde el sistema esta en un “circuito cerrado”
y se repite infinitamente. Las soluciones del sistema de Lorentz son definitivamente
ordenadas (siguen una espiral). Nunca se paran en un punto, ni se repiten, ni son
periddicas. A su representaciéon grafica se la conoce con el nombre Atractor de
Lorentz!. Estas graficas deben cumplir otra condicién: no puede cortarse a si mis-
ma ya que, si asi fuese, habria dos curvas diferentes a partir de ese punto de corte,
lo cual significaria dos realidades simultaneas y diferentes.

Una curva de estas caracteristicas no puede estar contenida en un plano, y por
supuesto su dimension es fraccionaria. Este tipo de atractores reciben el nombre
de atractores extranos, ya que su representacion grafica es un fractal. Quere-
mos insistir en la idea fundamental que encierra el concepto de atractor, como es
la siguiente: mientras es casi imposible predecir exactamente el estado futuro de un
sistema, es posible, y aun mas, muchas veces es facil modelar el comportamiento
general del sistema.

A continuacién, resumimos algunos de los rasgos caracteristicos de los sistemas
caoticos.

= Son muy sensitivos a las condiciones iniciales. Un cambio muy pequeno en los
datos iniciales dan lugar a resultados totalmente diferentes.

= Parecen un desorden, o hechos al azar, pero no lo son, hay reglas que determi-
nan su comportamiento. Los sistemas hechos al azar no son cadticos.

10.5.1. Diagramas de bifurcacién

Podemos preguntarnos si la teoria del caos puede ser utilizada para estudiar el
comportamiento de ciertos sistemas dindmicos bioldgicos. En efecto, la ecuacién en
diferencias

$t+1:ﬂ$t<1—$t), t:O71727”'

donde z; es la fraccion de la poblacion en el tiempo ¢, es una férmula que hemos
tenido ocasion de trabajar repetidamente con ella. Se trata de la curva logistica,
utilizada para estudiar la evolucion de poblaciones en ecologia.

Hemos visto en el Ejemplo 7.3 que al variar el valor del pardmetro p, el sistema
puede tender a un solo punto de equilibrio, a dos, a cuatro, - - -, o bien presentar un
comportamiento cadtico.

LEl atractor es la regién del espacio hacia la cual convergen las trayectorias posibles dentro de
un sistema.
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Figura 10.12: Diagrama de bifurcacién del modelo de May.

Su diagrama de bifurcacién se obtiene dibujando en el eje de abscisas los valores del
parametro p y en el eje de ordenadas los valores a los que tiende el sistema. Por
ejemplo si 4 = 2.5 entonces x; — 0.6, o bien, en el caso y = 3.3 entonces x; — 0.823
y x; — 0.479. La Figura 10.12 representa la grafica obtenida. Si seleccionamos
cualquiera de las zonas del diagrama de bifurcacion de la Figura 10.12 y la ampliamos
obtenemos la Figura 10.13. Podemos comprobar una de las propiedades que definen
a un objeto fractal, como es la autosemejanza.

Figura 10.13: Autosemejanza del diagrama de bifurcacién.

El diagrama de bifurcacién tiene propiedades importantes. Entre ellas presentamos
la siguiente: sabemos que a medida que aumentamos el valor del pu el periodo se va
duplicando.

Tabla 10.1
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La Tabla 10.1 muestra algunos de estos valores, y ademas los cocientes entre la
amplitud de un intervalo y el inmediatamente anterior, por ejemplo (3.5441 —
3.4495)/(3.4495 — 3). Lo llamativo de este hecho, es que los cocientes tienden al
numero transcendente:

4.669201609110299067185532038204662016...

que se conoce con el nombre de constante de Feigembaun. Es un problema abierto
el estudiar la importancia que este nimero juega en la naturaleza. Se piensa que
puede tener un protagonismo similar al nimero e.

Las aplicaciones de la teoria del caos son miltiples y en campos muy diversos, en
Biologia, en Economia, en Medicina,... etc. Hasta ahora parecia que al estallar el caos
no serfamos capaces de hacer nada, por ejemplo, si el avion empieza a moverse de
una manera extrana pensamos que la catastrofe es inevitable; o bien, si el corazon
empieza a latir rapidamente y sin ayuda inmediata puede ocurrir lo peor. En los
ultimos anos, en el campo de la Medicina, las investigaciones actuales, nos ofrecen
esperanzas de “domesticar” el caos. Edward Ott, Ceslo Grebogi (fisicos) y James A.
Yorke (matematico) han elaborado un algoritmo matematico que permite convertir
un determinado tipo de caos en un proceso peridédico sencillo. La idea que encierra
el algoritmo, es que no es necesario comprender todo el movimiento cadtico para
poderlo regular. Lo que tenemos que hacer es “mirar” continuamente a que direccién
tiende el proceso, y realizar perturbaciones pequenas para volver a dirigirlo en el
camino deseado. Naturalmente aqui no se termina de vigilar el sistema, porque
después el caos aparecera de nuevo. Por otro lado, el profesor A. Garfinkel de la
Universidad de California, ha conseguido transformar el movimiento cadtico de un
corazén sacado a un conejo en un movimiento regular.

10.6. Modelos discretos con retardo

Hasta ahora en todos los modelos discretos estudiados hemos supuesto que cada
miembro de la especie en el tiempo k contribuye al crecimiento de la poblacién para
el tiempo k + 1 de la siguiente manera:

Ik-i-l:f(xk)? k:071727""

Esto ocurre, por ejemplo en la mayoria de poblaciones de insectos, pero no para
otros muchos animales, donde son fértiles en una época muy concreta del ano. En
tales casos, para analizar la dindamica del modelo, hemos de incorporar el efecto
del retardo, que en cierta manera viene a jugar un papel parecido al estudio que
realizamos de la poblacién por estructura de edades. Si el retardo (por ejemplo, la
madurez), es de un paso 7', entonces nos aparece el siguiente modelo de ecuaciones
en diferencias

xk+1:f(xkaxk—T)7 k:071727""
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Por ejemplo, se sabe que para cierto tipo de poblacién de ballenas, el retardo T es
del orden de varios anos.

A continuacion analizaremos un caso concreto con el objetivo de realizar un analisis

de la estabilidad del modelo.

EJEMPLO 10.5
= Supongamos
Tip1 = [, 2p_1) = ape”I77-1) r>0, k=1,2,3,---. (10.5)

Sus puntos de equilibrio se encuentra resolviendo la ecuacién f(x) = z, siendo
flx) = ze" (=) Las soluciones son z* = 0 y z* = 1.

Si estamos interesados en clasificar el estado de equilibrio no trivial, supongamos
que x, = 1 + vy con |vg| < 1. Sustituimos en (10.5), utilizamos e’ ~ 1 + ¢

T+ vpsr = Q4 ovp)e ™ 1~ (14 v)(1 — rvg—1),
y simplificando, obtenemos la siguiente ecuaciéon en diferencias
Vky1 — Uk +10k—1 = 0. (10.6)

Para resolverla, tenemos que encontrar las raices de la ecuacién caracteristica

14 :
)\1:%—1— s sior<

=

M-A+r=0 =

=

Ay = % — 3 si r<
Cuando r > 1/4 las raices son dos nimeros complejos conjugados: A\; = pe'? y
Ao = pe~? donde

p= %4_41“4—1:\/7:

f = arctan 4;721/2 = arctan v4r — 1

La solucién de (10.6) sera:
vp = ANY + BAS

donde A y B son constantes arbitrarias.

1.- Si0 < r < 1/4, entonces A1 y A2 son dos nimeros reales comprendidos es-
trictamente entre cero y uno. En consecuencia, si k tiende a infinito A} y A}
tienden a cero.

Conclusién: El punto de equilibrio * = 1 serd estable. Ademas, después de
una pequena perturbacion la solucién tiende de forma mondtona al punto de
equilibrio. Puede verse gréaficamente en la Figura 10.14 (izquierda).
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Figura 10.14: Soluciones de la ecuacién en diferencias con retardo. Izquierda
r=0.2, A=0.1e"2%; derecha: r = 1.02, A = 0.1e26¢,

2.- Si 1/4 < r, entonces A\; y Ay son dos numeros complejos conjugados, con
A A2 = [A|? = p? =r. Ademss, si 1/4 < r < 1, entonces para que la solucién

vp = ANV + B},
sea un ntimero real, debe suceder que B = A. Supongamos entonces que

A=ae” y B=ae™, llevando estos valores en la solucién

vp = AN 4 BN = aepFel e phe 0 =

aph (elH0R) 4 =i H0k)) = 20,9k cos (y + Ok) |

y por lo tanto, cuando el parametro r tiende a uno, entonces el angulo 6 tiende
hacia arctan /3 = /3.

(b1) Cuando r sea mayor que uno, entonces |A1| > 1y vy crece indefinidamente
al tender k hacia infinito. En consecuencia x* = 1 serd un punto de equilibrio
inestable.

Figura 10.15: Soluciones de la ecuacién en diferencias con retardo. Izquierda:
r=11, A=0.1e"2%; derecha: r = 1.4, A = 0.1e!?5¢,

(b2) Para valores de r préximos a uno, el dangulo 0 ~ /3, y
Vi A2 200 COS (7+ gk‘) )

que es una funcién periédica de orden 6. En las Figuras 10.14 (derecha) y 7.15,
hemos representado las soluciones u(k) para tres valores de r mayores de uno.
En la Figura 10.14 (derecha) puede apreciarse que es periddica de periodo 6.
En la Figura 10.15 puede verse que se esta cerca del caos.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO 9

1.- Sea z; el nimero de individuos de una determinada especie de animales
en el tiempo t. Se sabe que ano tras ano sobreviven la tercera parte de
los animales y ademas se incorporan 200 a la poblacion.

= Construir un modelo discreto lineal para la situacién planteada.

= Calcular los seis primeros términos de las orbitas correspondientes
a las semillas: zo =90, x¢=600.

= Construir los diagramas de Cobweb del apartado anterior, e inter-
pretar biolégicamente los resultados obtenidos.

2.- Sea V; la poblacién de ardillas en el ano ¢. Es conocido que la poblacién en
un ano cualquiera disminuye en un 40 % de la poblacién del ano anterior,
y que ademas siempre se incorporan 20 ardillas del exterior.

= Construir el modelo discreto y dibujar su diagrama de cobweb para
los valores iniciales Ny = 10 y Ny = 80. Interpretar el resultado.

= Encontrar la poblacién de ardillas N; para un ano cualquiera, sa-
biendo que inicialmente hay 15 ardillas.

= Relacionar los resultados obtenidos en los dos apartados anteriores.

3.- Sisobre una poblacién no influyen factores que modifiquen el crecimiento,
se observa que,
Ytr1 — Y = t, t=0,1,2,3---,

siendo 1; el nimero de individuos en el tiempo t.

= Explicar el significado “biolégico”de la ecuaciéon anterior

= Resuelve la ecuacion en diferencias anterior.

4.- La evolucion de una poblacién z; viene determinada por el siguiente mo-
delo discreto exponencial con inmigracién y emigracion,

1 =0+nrz,—p, t=0,1,2,---

siendo el parametro positivo i la diferencia entre el nimero de personas
que entran y las que salen, el parametro r la tasa de crecimiento de la
poblacion, y zy el nimero inicial de individuos.
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= Estudiar el comportamiento a largo plazo del modelo segtn los dife-
rentes valores del pardametro r.

= Comprueba el resultado anterior por medio del diagrama de Cob-
web, para r =0.2 y p = 10.

5.- Contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

» Un modelo discreto frecuentemente utilizado para estudiar la dinami-
ca de una poblacion de insectos es el modelo de Ricker, que viene
definido por la ecuacién en diferencias:

T
Thi1 :mker<1_ E> . rmacRY, k=0,1,2,3
Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio no triviales.
= En el modelo logistico discreto:
g1 = 2.5xp(l — ), k=0,1,2,3,---.

Encontrar los cinco primeros términos de la 6rbita correspondiente a
la semilla zy = 0.8 y dibujar su diagrama de Cobweb correspondiente.
Analizar el resultado.

6.- La siguiente ecuacion en diferencias describe la poblacién de ardillas en
anos sucesivos,

Tyy] = a:? —Bx% -3y +a, t=0,1,2,3,
siendo ¢ un parametros positivo y z; el namero de ardillas en el ano ¢ .

= Encuentra el valor del parametro a sabiendo que existe un punto de
equilibrio en z* =2

= Clasificar los puntos de equilibrios que tienen sentido biolégico para
conocer el comportamiento a largo plazo de la poblacién.

7.- Calcular y clasificar los puntos de equilibrio para el modelo discreto:
AN(t) k
Nt)AN—=1)+k’

donde N(t) representa a la poblacién en el periodo t.

N(t+1) =

k>0, AX>1, t=0,1,---,

8.- Responder a las siguientes cuestiones:
= La ecuacién:
Tt41 :/\a:t(l—i—a:rt)*b, t:O,1,2,"'

donde A, a,b > 0 es utilizada frecuentemente como un modelo de
crecimiento de poblaciones que dependen de la densidad de dicha
poblacién.

Encontrar los puntos de equilibrio del modelo anterior, y probar que
z* = 0 es un punto de equilibrio estable si \ < 1.
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= En el modelo logistico discreto:
$t+1:3l‘t(1—$t), t:0,1,2,3,'--.

Encontrar los cinco primeros términos de la 6rbita correspondiente a
la semilla zg = 0.3 y dibujar el diagrama de Cobweb correspondiente.

9.- Muchas poblaciones de insectos se rigen por el siguiente modelo

A
f(ND) =Ny =N a, b, A >0, t=0,1,2--- (10.7)
Q@
donde )\ representa a la tasa reproductiva (A > 1) y N, ’/a es la fraccién
de la poblacién que sobreviven desde la infancia a la edad adulta re-

productiva. Encontrar los puntos de equilibrio del modelo y clasificarlos.

10.- Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio del siguiente modelo dis-

creto:
kl‘t

a+ x¢

Ti4+1 = 5 k>CL>0,

donde z; representa al nimero de individuos de una poblacién en el
tiempo t ;Cual sera el comportamiento de la poblaciéon a largo plazo,
si k=30,a=10y 29 = 15 individuos?

11.- Sea N; el nimero de individuos de una poblacién en el tiempo t. Si la
evolucion de N, queda definida por la siguiente ecuacién en diferencias

1
Nip1 = f(N) = 5 (=N + N2 + 4N, — 1)

Encontrar y clasificar los puntos de equilibrio del modelo para discutir la
evolucion a largo plazo de la poblacién segiin los distintos valores de .

12.- La siguiente ecuacién en diferencias:

Tt

— a,0>0, x>0,
1+ﬂ$t /8 t

Ti4+1 =

fue propuesta por Kaplan & Glais en 1995 y juega un papel muy importante
en analisis de modelos no lineales genéticos y en redes neuronales.
= Encontrar y analizar los puntos de equilibrio

= Sea a = = 1. Dibujar de forma aproximada el diagrama en telarana
(cobweb) tomando como semilla zy = 4.




Tema 11

APLICACIONES DE LOS SISTEMAS
DINAMICOS DISCRETOS

11.1. Introducciéon

En este tema estudiaremos los casos mas simples de crecimiento de poblaciones,
cuando la variable tiempo toma valores en un conjunto discreto, clasificados en
modelos independientes y dependientes de la densidad de la poblacion.

DEFINICION 11.1.1 Diremos que el crecimiento de una poblacion es indepen-
diente de la densidad si las tasas de nacimiento y mortalidad no dependen del tamano
de la poblacion.

Recordemos que en el estudio de los modelos matriciales, ya hemos tenido ocasion de
analizar el comportamiento de ciertos modelos discretos y una breve introduccion
a los modelos exponencial y logistico. Ahora, aplicaremos parte de los resultados
obtenidos en los temas anteriores y realizaremos un estudio mas completo de algunos
de estos modelos.

11.2. Crecimiento independiente de la densidad
de la poblacion

Comenzaremos analizando el modelo mas simple de crecimiento de poblaciones de
una sola especie. Supondremos para empezar que:

= La tasa de nacimientos es proporcional al nimero de individuos presentes.

= La tasa de muertes es proporcional al nimero de individuos presentes.

305
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Existen ciertos tipos de animales, como por ejemplo la mariposa Fuphydrias editha,
que se reproduce una vez al ano, poniendo sus huevos a primeros de Abril. Las
mariposas adultas vuelan durante un periodo corto de tiempo y entonces mueren.
Existen ratones que tienen crias solamente una vez al ano en primavera, y que
viven alrededor de diez anos. Para este tipo de especies, un modelo que suponga
que los nacimientos se dan continuamente y que las generaciones se superponen es
inapropiado.

700(r =
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500 He
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3001 Dga
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200\ w,a@ .
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4 3 12 16 20

Figura 11.1: Modelo discreto exponencial.

Mediremos el tiempo k en unidades de generacién (un afo, un mes, ...), y supon-
dremos que 7 es el nimero de individuos que nacen en la proxima generacion a partir
de un individuo de la generacion actual. Si x; simboliza al nimero de individuos de
la poblaciéon en la generacién k, entonces

Tpo1=7rxK, k=0,1,2,---.
Si zg es el numero inicial de individuos, de la expresion anterior se deduce
rp=xor", k=0,1,2---, (11.1)

es decir, estamos ante un crecimiento exponencial o geométrico. El comportamiento

cualitativo de (11.1) estd determinado por el valor de r y queda simbolizado en la
Figura 11.1.

Es evidente que este modelo representa a la poblacién sélo en un intervalo corto de
tiempo, ya que el crecimiento es demasiado rapido. Ademas, este modelo basado en
la independencia de la densidad, no puede explicar la evolucién de la mayoria de las
poblaciones que existen en la naturaleza.

Podemos preguntarnos por los valores reales, y no los tedricos, que se obtienen
del parametro r en el laboratorio y en la naturaleza. En los experimentos en el
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laboratorio puede encontrarse valores de r muy diferentes, dando lugar a crecimiento
muy rapido de poblaciones. Sin embargo, en la naturaleza este valor debe estar muy
cerca de uno, ya que en caso contrario la poblacién desapareceria o por el contrario
creceria rapidamente.

Nimero de nacimientos

-

'IU?/

1 1 L
19565 1860 1965 1970

Figura 11.2: Crecimiento de una poblacién de pajaros.

La Figura 11.2 muestra la representacion en escala logaritmica de una poblacién de
pajaros de Gran Bretana, desde el ano 1955 al 1970. Observemos que al principio,
la poblacion crece exponencialmente, pero después de algunos anos, disminuye sus-
tancialmente. En la préxima seccién trataremos de explicar este comportamiento.
La cuestion mas importante de la dindamica de poblaciones es determinar las causas
y las consecuencias de la desviacién del modelo exponencial.

EJEMPLO 11.1

s El censo de los Estados Unidos se elabora cada diez anos. En la Tabla 11.1. se
recogen los datos correspondientes al periodo 1790 - 2000.

La tasa de crecimiento en cada década se calcula dividiendo el censo correspondiente
al afio superior entre el nimero de individuos en el ano inferior. Por ejemplo, la tasa
de crecimiento en la década 1790 - 1800 es:

Poblacién en 1800 ~5.308.483

= =1.351.
Poblacién en 1790 3.929.214 35

El modelo matematico discreto méas simple supone que la poblacién en la préxima
década es igual a la poblacién actual més la poblacién actual por la tasa de creci-
miento medio, r, de la poblacién. El modelo empieza con una poblacién inicial, por
ejemplo, la correspondiente al ano 1790. Para encontrar la poblacién en la década
préxima, multiplicamos por (1+47). Con ello obtenemos una sucesién de poblaciones,
todas ellas encontradas a partir de la década anterior. Por ejemplo,

Poblacién en 1800 = 1.349 x Poblacién en 1790 = 5300510,
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siendo 34.9 % la media de las tasas de crecimiento desde 1790 hasta 1860. Observemos
que existe una diferencia de aproximadamente 8000 individuos que equivale a un
error del 0.15%. Podemos repetir el proceso anterior y encontrar las poblaciones
para las décadas 1810, 1820, ... , 1860, ya que en estos periodos la tasa de crecimiento
se mantiene razonablemente constante.

10 3920214 1870 39.81% 449 1950 151 325708
1800 5308.483 1880 30155783 1960 179 323175
18100 7239881 1890 62947 714 1970  203.302.0351
1820 9a438.453 1900 TH5994 5375 1980 226 545 805
1830 12.366.020 1910 91972 264 1990 2438 709873
1840 17.069 453 1920 105.710.A20 2000 281 .421 906
1850 23191 876 1930 122 775044
1860 31.4333521 1940 131 .669 275

Tabla 11.1

La Tabla 11.2 muestra los datos obtenidos. En ella puede observarse que los errores
cometidos son pequenos hasta 1870, y ademads la poblaciéon predicha por el modelo
es ligeramente superior a la poblacién exacta, lo cual nos sugiere que durante el siglo
XIX bajé la tasa de nacimiento. Entre los afios 1860 y 1870 tuvo lugar la guerra civil
americana, originando el brusco descenso en la tasa de crecimiento de la poblacién
de Estados Unidos; ademés durante estos anos acontecié la revolucién industrial y
la sociedad pasé de ser mayoritariamente agricola a una sociedad industrial con un
descenso significativo de los nacimientos.

Si continuamos usando el modelo anterior hasta 1920 o 1970 nos encontraremos con
una poblacién predicha de 192365343 y 859382645 respectivamente, lo que supone
una estimacién del 82 % y 323 % mayores que las reales. La conclusién que deducimos
es que el uso de este modelo de crecimiento estd limitado a predecir la poblacién
futura en anos muy proximos, no se puede extrapolar a largo plazo.

Recordemos que el modelo matematico dado por
Tpr1 =k +rxp = (L+ 1)z, x0= P(1790) = 3.929.214, (11.2)

siendo r la tasa media de crecimiento, se conoce con el nombre de modelo de cre-
cimiento discreto exponencial o de Malthus. El modelo es un caso particular
de un sistema dinamico discreto o ecuacion en diferencias. Las ecuaciones en dife-
rencias se usan con frecuencia en Ecologia, donde a menudo se puede determinar la
poblacion de una especie o coleccién de especies, sabiendo la poblacién en la gene-
racion anterior. El modelo de crecimiento malthusiano establece que la poblacién
en la préxima generacion es proporcional a la poblacién de la generacién actual. De
(11.2) se deduce inmediatamente

ap=1+rrzy, k=1,23---.
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AMO CEMSD  milet1=1.3459z) % ERROR
1790 35929214 3929 214 o
1200 5 308.483 5300.510 015
1813 72306681 7.150.388 124
12320 0 6538.453 0.AAa5 EF3 nos
1830 12.866 020 15012 282 114
1240 17.069 453 17 553 580 2B4
15350 23.191 876 23679 765 2.10
1260 31.433321 21.944 002 162
1870 39.618 449 43 092 455 §.22
Tabla 11.2

A continuacién modificaremos el modelo anterior para obligar a que la tasa de creci-
miento sea una funcién que dependa del tiempo. Hemos comprobado que la tasa me-
dia de crecimiento que calculamos para las primeras décadas predice una poblacién
muy superior a la ofrecida por el censo. Para mejorar esta prediccién, podemos cal-
cular para cada una de las décadas su tasa de crecimiento r y encontrar la recta de
regresién de todos estos datos.

Se pasa asi del modelo discreto auténomo zyy; = f(x), al modelo discreto no
autéonomo x4+ = f(x,tx). La recta de regresion r(k) = 3.158 — 0.00155k ajusta a
la nube de puntos de las diferentes tasas de crecimiento. En este caso, la ecuacién
en diferencia no auténoma sera:

Tpt1 = (1 +7(k))zg (11.3)

siendo t = 1790 + 10k, y k el ntimero de décadas después de 1790.

R_0=16863; &=4.1243; r=-0.1367: InR_0/6=-0.1267

Figura 11.3: Tasa de crecimiento para la poblacién de EEUU.

La Figura 11.4 permite comparar los datos del censo con las diferentes proyecciones
que se obtienen al utilizar el modelo de crecimiento exponencial auténomo y no
auténomo (que no dependen/dependen del tiempo). Llamamos la atencién sobre el
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hecho de que si utilizamos (11.3) para encontrar la poblacién en cada década, es
imprescindible conocer la poblacién en la década anterior.

Poblacion
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300,000,000
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250,000,000 +

200,000,000 /
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150,000,000 3 %

100,000,000 ¥
000, v
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Figura 11.4: Modelos de crecimiento exponencial.

En la Tabla 11.3 se comparan numéricamente los datos reales con los obtenidos con
(11.3). El modelo (11.3) predice 278244477 individuos para el ano 2000, cifra que se
encuentra ligeramente por debajo del valor real.

ANO CENRO Itr(k) st D=(1+r(k)uk) ERROR (%)
1720 3929214 13835 3929214

1800 5308482 1.3680 5.436.068 24
1810 7235881 1.3525 7.436.540 2.7
1820 2638453 1.3370 10.057.921 4.4
1830 12.866.020  1.3215 13.447.440 4.5
1840 17.06%.453  1.3080 177707792 4.1
1850 23191876 12905 23.208.655 0.1
1860 314333521 1.2750 28,950,768 4.7
1870 32818449  1.2593 38.187.231 4.1
1880 30.155.783  1.2440 43096 817 4.1
1890 62547714 1.2283 55.832.440 4.9
1900 75894575 1.2130 F3.504.153 33
1910 91972266 11975 89,160,537 31
1920 103710020 1.1820 106,768,743 1.0
1930 122775046 | 11665 126.201.8%7 28
1940 131665275 11510 147.214 442 118
1950 151.3257%8 11355 169443823 12.0
1960 179323175 1.1200 182.403.461 73
1970 203302031 1.1045 215.491.877 6.0
1980 226545805 1.08%0 238.010.778 51
1990 248705873 1.0735 255183757 4.2
2000 281.421.906 278.244.477 1.1

Tabla 11.3
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11.2.1. Modelo discreto exponencial modificado

Hemos aplicado el modelo de crecimiento discreto exponencial para estudiar la evolu-
cion de una poblacion. Durante su aplicacién, se ha considerado el sistema como ce-
rrado para poder trabajar con una tasa neta de crecimiento. Pero podemos modificar
dicho modelo para tener en cuenta el hecho de la inmigraciéon y de la emigracion.

Supongamos que una poblacion z; crece de acuerdo al modelo discreto exponencial
y asumimos que el niimero de personas que entran y salen en cada intervalo de tiem-
po es constante (e — s = u). Ahora, el crecimiento puede modelarse por la ecuacién
en diferencias:

Tppr = (L+r)oy—p, k=0,1,2,---,

donde r es la tasa de crecimiento. Conocidos estos datos y la poblacion inicial zq
podemos encontrar una expresion general de x. En efecto,

1 = (1+r)ze—p
rg = (I+r)z,—p=>0+7r)(1+r)zo—p) —p=
(L47)a— ((L+r)+1n

xy = (L+r)Pzo—((L+r)?+1+r)+1)np

= (1+r)fzg— (L+r) P+ 0 +r) 24+ (14+r)+1)p

Aplicando la férmula que nos da la suma de un nimero finito de términos de una
progresion geométrica, se obtiene

1 k1
xk:(1+r)kxo—(#,u,

expresion mas complicada que la correspondiente al modelo discreto exponencial
simple. Aunque en este caso concreto hemos podido encontrar una expresién para
xp en funcién de zg, r v p, tenemos que decir que en general este calculo suele ser
complicado. Por esta razon, lo que se hace es estudiar el comportamiento cualitativo
del modelo, por ejemplo, a través de su diagrama de Cobweb.

11.3. Crecimiento dependiente de la densidad de
poblacién

Ya hemos indicado que el analisis del modelo discreto exponencial y el sentido comtn,
nos dicen que este tipo de crecimiento no puede mantenerse durante mucho tiempo.
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En todos los casos, llega un momento en que la poblacién se regula. Se han pro-
puesto muchas hipotesis para explicar las causas que originan este autocontrol de la
poblacién, entre otras:

= Factores independientes de la densidad, como por ejemplo el clima.
= La cantidad de comida disponible.

= Problemas con su territorio o canibalismo.

= Depredadores.

= Parésitos o enfermedades.

De entre todos estos factores nosotros estudiaremos el segundo de ellos, es decir el
crecimiento dependerd de la densidad de la poblacion, y por tanto, ésta se autoregula.

Un modelo clasico apropiado para describir poblaciones de animales (o plantas) que
viven un ano, se reproducen y luego mueren, es de la forma:

Lht1 :f(xk)> k2071727'“ ) (114)

donde f nos da el nimero de individuos para el préoximo ano en términos del niimero
de individuos actuales. Se han propuesto diferentes modelos, simplemente cambiando

la funcion f. Por ejemplo, en el estudio del caos se trabaja con el modelo de May
(1974) donde la funcién f es,

flx)=cx(1—2x).

11.3.1. El modelo de crecimiento discreto logistico

En 1913 T. Carlson estudié el crecimiento de un cultivo de levadura. La Tabla 11.4
muestra los datos recogidos en intervalos de una hora.

TIEMPO POBLACION TIEMPO POBLACION TIEMPO POBLACION
1 ] 7 1746 13 S04.8
2 183 8 2573 14 629.4
3 290 9 3507 15 6408
4 47.2 10 441.0 16 651.1
= 711 11 5133 17 6559
6 112.1 12 5507 18 6596

Tabla 11.4: Poblacién de un cultivo de levadura

En ella se observa que la poblacién no sigue un modelo de crecimiento discreto
exponencial, ya que a partir de cierto momento la poblacién se estabiliza y no crece
exponencialmente. Es necesario que la funcién f(z), del sistema discreto dindmico
general xpy1 = f(zy), ahora sea cuadrética en lugar de ser una ecuacién lineal.
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Este nuevo modelo se conoce con el nombre de modelo discreto logistico, y viene
expresado por

xk+1=xk+rxk<1—%>, k=0,1,2,--. (11.5)

Observemos que para valores pequenos de la poblaciéon 1 — % ~ 1 y el modelo
coincide con el exponencial. Sin embargo, para valores de la poblacion z, ~ M
entonces rp,1 ~ 7). El pardmetro M recibe el nombre de capacidad de carga de
la poblacién.

x(k+1)
700 9

| -

el [ i
x(kH1)=1.5612x(k)-0.000861x(k) 2 | "
00 i

500 / -
/ - xtkH)=x(k)

300 Al

200 / “

100 ’/

%x(k)

Lt} o 2000 300 400 500 BO0 T00

Figura 11.5: Modelo para un cultivo de levadura.

El comportamiento de (11.5) es bastante més complicado que (11.2). No existe una
solucién exacta de este sistema dindmico discreto. El ecologista Robert May (1974)
estudié dicha ecuacién para diferentes poblaciones y descubrié que podia presentar
dindmicas muy diferentes. Este hecho lo pusimos de manifiesto al analizar el caos
matemadtico, ya que (11.5) puede ser escrita como g1 = pag(l — xg).

A continuacién aplicaremos este modelo para estudiar la evolucion del cultivo de
levadura.

EJEMPLO 11.2

= En la Figura 11.5 hemos dibujado xjy1 como funcién de zj. Por ejemplo, los dos
primeros puntos son (9.6, 18.3) y (18.3, 29). Posteriormente utilizando el programa
Mathematicag se ha encontrado la pardbola que pasa por el origen y = ax — ba?
que mejor ajusta a estos datos, obteniéndose

Tpr1 = 1.5612z; — 0.000861x7 .

Podemos utilizar un programa de simulacién, como por ejemplo POPULUSg, y ob-
tendriamos la Figura 11.6. De forma cualitativa podemos ver que inicialmente se
produce un crecimiento exponencial y que posteriormente la poblacién se estabiliza
alrededor de 650 que es la capacidad de carga del modelo.
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Figura 11.6: Simulacién del modelo.

Observemos también que el punto de inflexién estd situado en la mitad de la capaci-
dad de carga, que corresponde a un tiempo entre las 9 y 10 horas. En este momento

se produce el maximo crecimiento de la poblacién.

11.3.2. Generalizacion del modelo discreto logistico

La mayoria de otros modelos comparten los rasgos cualitativos observados en el
modelo de May. Si representamos en el eje de abscisas la poblacién en el tiempo k,
y en el eje de ordenadas la poblacion en el periodo siguiente x;, 1, en gran parte de
ellos se obtiene una curva del tipo representado en la Figura 11.7.
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Figura 11.7

Observemos que esta curva tiene un inico maximo. Cuando el nivel de la poblacion es
pequeno, entonces aumenta en funcién de la poblacion actual, pero cuando el nimero
de individuos es elevado, los mecanismos propios relacionados con la densidad de la
poblacién (competicién, por ejemplo) reducen su nivel en los préximos anos.
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De entre los modelos mas citados en el estudio de dindmica de poblaciones, se
encuentran:

f@) = (1+20-7) .
fla) = wer=),

AT

f(@:m

En una de las practicas del Laboratorio Matematico, realizamos un estudio intensivo
del segundo de los modelos, conocido con el nombre de modelo de Ricker (1954).
Para los otros dos casos, se puede hacer un tratamiento similar.

EJEMPLO 11.3

Un modelo matematico dependiente de la densidad de la poblacién y alternativo al
modelo logistico de May, ha sido propuesto por Gilpin'y Ayala (1973), y se expresa

como:
Lk

Tpr1 = flag) =rag <1— <ﬁ> > , k=0,1,2,--- (11.6)

donde « es un parametro positivo que depende del organismo en cuestién.

El punto de equilibrio no nulo de este modelo se obtiene resolviendo la ecuacién

s = (i (2)) =
x*=ﬁ<rzl>i.

Para estudiar la estabilidad del modelo primero debemos derivar la funcién f(x).
Una vez simplificada se obtiene

o= (- (3 (3))
) = f (ﬂ (’”;1>‘1’> i —arta

Este punto de equilibrio serd estable cuando |f/(z*)] < 1, lo cual ocurre cuando
Il<r<1+ % .

cuyo valor es

Luego
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En ciertas ocasiones, como por ejemplo en el modelo logistico de May

f(x) = ca(1—a/M),

si el nivel de la poblacion es demasiado bajo, entonces el niimero de individuos tiende
a largo plazo al punto de equilibrio * = 0 y la poblacién desaparece. Este fenémeno
es conocido en ecologia con el nombre de Efecto Allen. Muchas poblaciones bio-
légicas que presentan este efecto, decrecen en su tamano si el niimero de individuos
se encuentran por debajo de cierto nivel critico x.. La region donde x, < z. es
conocida con el nombre de zona de depredacion.

Podemos modificar el modelo anterior, para tener en cuenta este hecho, de la manera

siguiente:
x

flx)=cx <1_M> (x—a), a>0.

11.4. Ejemplo de modelo discreto para la pesca

En los tultimos anos los modelos discretos han sido muy utilizados en el diseno
de estrategias para la pesca. Se ha demostrado que son muy utiles para evaluar
diversas tacticas de capturas de peces con un doble objetivo, en primer lugar para
maximizar los beneficios y en segundo lugar para realizar una explotacion de recursos
mantenidos en el tiempo. El modelo que vamos a estudiar también puede ser aplicado
a cualquier otro tipo de recurso renovable.

Supongamos que la densidad de la poblacién en ausencia de capturas viene dada
por
karl:f(mk)? k:071727“"

Si suponemos que €(k) es la captura realizada en la poblacién en el tiempo k, la cual
es la que genera la poblacién en el tiempo k + 1, entonces el modelo que estudia la
dinamica de la poblacién viene dado por:

Trp1 = flag) —e(k),k=0,1,2,---. (11.7)
Las dos preguntas que debemos contestar son:
s ;Cudl es el maximo rendimiento bioldgico sostenible Y7
s ;Cudl es el maximo rendimiento econémico Ej,?
Si encontramos los puntos de equilibrio de (11.7), deducimos que
= f(a")—€¢ = € =f(z")—z".
Si el maximo rendimiento sostenible del punto de equilibrio Y); se alcanza cuando
x* toma el valor z,,, entonces su valor podemos encontrarlo haciendo
O€*
ox*

=0 = fl(z")=1.
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El valor de Y, serd
Yar = f(ear) — o (11.8)

y esta situacién solo es interesante cuando Y, > 0.

Una estrategia podria ser mantener la poblacion de peces en estos niveles con el
objetivo de hacer maxima la captura Y),. Pero como es dificil tener un conocimiento
exacto de la poblacién actual de peces, entonces este método puede ser dificil llevarlo
a la practica. Por esta razén, es mas interesante formular el problema de optimizacion
en términos de capturas y esfuerzos.

Supongamos que el esfuerzo para capturar un pez, de una poblacién z, es ax, donde
a es el pardmetro de captura (que es independiente de la densidad z). Entonces el
esfuerzo para reducir x en 1 unidad es 1/(ax) y f(x) en 1 unidad es 1/(af(z)). De
esta manera, el esfuerzo F); para obtener la captura Yy, = f(zy) — zas €8

fzar)

Ey = Z (az;)~t.

Ti=T M

Frecuentemente los valores de este sumatorio son de tal manera que se pueden apro-
ximar por la siguiente integral

fzar)
Ey ~ l/ 1ala: = 1ln (M) : (11.9)

a Ju, T a Tpm

Las ecuaciones (11.8) y (11.9) nos dan la relacién de Yj;, Eys en funcién de z.

EJEMPLO 11.4

s Para terminar, aplicamos estos resultados a un modelo concreto, conocido como
disco de Holling, que viene definido por:

By

o+ T

Thtl = , 0<a<g.

En primer lugar encontramos el valor de x ) resolviendo 1 = f/(zs). Es decir,

= (Y o o = va (Vi va)

a+xy (a+xzpr)?

Si sustituimos en las ecuaciones (11.8) y (11.9), nos da

Yy = Bz — Ty
o+ T

1 g
By =-1 .
M an<a+xM>
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En este ejemplo, podemos eliminar entre las dos expresiones xj; y obtener una
relacion explicita entre Yy; v Fay,

Yy = (Be_CEM — a) (eCEM — 1) .




