Tema 12

FRACTALES Y BIOLOGIA

12.1. Introduccion

Unos de los cientificos actuales mas importantes en el campo de los fractales, el
profesor Michael F. Barnsley, publicé en 1993 el libro Fractals everywhere, [8], el
cual se ha convertido en la referencia basica de todos aquellos que se ocupan de esta
disciplina. En la primera péagina, dentro del capitulo de introduccién, puede leerse:

Fractal geometry will make you everything differently. There is danger
in reading further. You risk the loss of your childhood vision of clouds,
forests, galaxies, leaves, feathers, flowers, rocks, mountains, torrents of
water, carpets, bricks, and much else besides. Never again will your in-
terpretation of these things be quite the same.

Y en efecto, una vez conocidas las nociones bésicas de esta teoria, ya nunca mas se
vuelve a mirar a la naturaleza y al mundo que nos rodea con los mismos ojos.

La geometria fractal como tal nace en 1975, pero muchas de sus aplicaciones y con-
ceptos eran conocidos mucho antes en un contexto muy diferente. En 1875 tiene
lugar una crisis importante de los fundamentos de las Mateméticas. Al mismo tiem-
po, un matematico, Reymond, estudio intensamente la funcion de Weierstrass, una
curva continua que tiene la particularidad de que no posee derivada en cualquiera
de sus puntos,

flz) = Z)\(s’2)isen()\ia:), l<s<2, A<l1.
i=1

Funciones de este tipo, con un gran nimero de irregularidades, ya eran conocidas
en el siglo XVII, antes del descubrimiento del cédlculo infinitesimal por Newton y
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Leibnitz, pero se pensaba que eran muy escasas y ademas poco interesantes desde el
punto de vista practico. Los primeros en darse cuenta que estas funciones no eran
la excepcion sino la norma fueron Cantory Peano, pero fue Poincaré el primero en
hacer un estudio sistematico de todos estos hechos y elaborar una teoria que hoy
en dia se la conoce con el nombre de Teoria del Caos. El final de la crisis de funda-
mentos se produce en 1925, y durante su desarrollo aparece un grupo importante de
excelentes matematicos: Cantor, Peano, Lebesque, Hausdorff, Besicovitch, Bolzano,
Koch, Sierpinski.

Sabemos que la Geometr+a de Euclides es la herramienta adecuada para estudiar
las estructuras regulares y la dindmica de Newton. Como hemos indicado, la necesi-
dad de unas “nuevas matematicas” se puso de manifiesto al descubrirse estructuras
algebraicas, como son la curva de Cantor y la curva de Peano, con un gran nimero
de irregularidades y que ademas eran capaces de “llenar” la porcion del plano donde
se encuentran. En este caso, observemos lo siguiente: al ser una curva tienen dimen-
sion 1, pero al rellenar un cuadrado su dimension deberia ser 2, por tanto, jcudl es
la dimensiéon de estos objetos? Estos nuevos elementos no estaban contemplados en
la matematica tradicional y en un principio fueron considerados como “monstruos
matematicos”.

A continuacién destacaremos algunos momentos relevantes relacionados con los ob-
jetos que presentan un elevado ntimero de irregularidades, con el objetivo de poner
de manifiesto la gran inquietud existente en relaciéon a las funciones continuas no
diferenciables.

= En el siglo XVII Richard Bentley llamé la atencion sobre la relaciéon existente
entre los objetos regulares y la representacion de la naturaleza: “..no hemos
de creer que las orillas del mar sean realmente deformes por no tener la forma
de un baluarte regqular; que las montanas no son exactamente como conos o
piramaides, ni las estrellas estan situadas desmanadamente por no estar a una
distancia uniforme..”

= FEn 1893 Charles Hermite, en una carta dirigida al gran matematico 7. Stieljes,
comentaba: “.. abandono con espanto y horror esta lamentable plaga de las
funciones sin derivada...” .

= El premio nobel en 1906 por el descubrimiento del movimiento browniano de
las particulas Jean Perrin, realizé el siguiente comentario: “.. los matemdticos
son muy conscientes de lo pueril de tratar de demostrar, con dibujos solamente,
que toda funcion continua tiene derivada, aunque las funciones diferenciables
son las mds simples, y las mds faciles de manejar, son una excepcion. Podria
darse el caso en los que usar una funcion no diferenciable fuera mas simple que
usar una que si lo fuera. Cuando esto ocurra se habrd probado el valor prdactico
del estudio matemdtico de los continuos irregulares...pero, por el momento, esta
hipotesis no es mds que un sueno” .
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= En 1922 Lebesgue escribié un articulo sobre superficies sin planos tangentes,
“panuelos totalmente arrugados’, pero el gran matematico Hermite no re-
comendé su publicacion.

= Norbert Wierner en 1956 construyé un modelo no diferenciable del movimiento
browniano. Como hecho anecdético podemos comentar que en su obra aparece
por primera vez la palabra caos. “.. la geometria de la naturaleza es cadtica
y estd mal representada por el orden perfecto de la geometria euclidea o el
calculo diferencial de Newton (no eziste recta tangente en ningin punto de
una costa)’.

= Finalmente, es a partir de 1970 con Paul Levy cuando se aceptan de una forma
natural aquellas curvas que no presentan derivadas.

Ya hemos puesto de manifiesto la importancia que tenian los objetos irregulares en
la primera mitad del siglo XX. Sin embargo, fue necesario el impulso y la creacién de
estas nuevas estructuras, conocidas como fractales, por parte de Benoit Mandelbrot,
a partir de un problema de la vida real. En 1958 Mandelbrot trabajaba en IBM en
un problema bastante comun en las lineas telefénicas como era el ruido de fondo.
La cuestion era dificil de resolver debido a la complejidad de construir un modelo
matematico que representase fielmente al patrén con el que se difundia el ruido.
En 1945 habia estudiado los trabajos de Gaston M. Julid, en especial “Mémoire
sur literation des fonctions rationelles”, y un poco después los trabajos de Cantor.
Aplicando estos conocimientos y partiendo del conjunto de Cantor observéd que el
nuevo modelo representaba bastante bien al ruido de fondo de las lineas telefénicas.

2.5.¢

2.5.b

Figura 12.1: ;Cudnto mide una costa?

Desde ese instante, su campo de investigacién se centré en el andlisis de las estruc-
turas que presentaban un elevado ntimero de irregularidades. En su famoso articulo
scudnto mide la costa de Gran Bretana?, planteaba un problema aparentemente
facil: ;como medir la longitud de la curva de la Figura 12.1.a? Podr+amos utilizar
una determinada unidad de medida y sumar todos los segmentos que aparecen en la
Figura 12.1.b, pero es evidente que podemos encontrar una mejor aproximacion de
la solucién si tomamos una unidad de medida més pequena (Figura 12.1.c). Aunque
mas adelante volveremos sobre esta cuestion, es importante darse cuenta de un he-
cho relevante como es que la longitud de la costa dependera de la escala que
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utilicemos para medirla.

Desde finales de los anos 70 los fractales han estado presentes en la investigacion
matematica, cientificos como Barnsley, Douady, Hubbard, y Sullivan los estudian de
manera tedrica y practica. De entre ellos, debemos destacar la labor realizada por
el profesor Robert L. Devanay siendo sus libros, [11, 12, 13] referencias bésicas para
todos los interesados en el tema.

12.2. Concepto de fractal

Es muy dificil dar una definicién exacta de un fractal, ya que es necesario un nivel
muy elevado de abstraccion para definirlo rigurosamente. Por otro lado, el niimero de
sus aplicaciones es tan inmenso y en campos tan diversos que segin sea la disciplina
a estudiar aparecerda una definicién u otra. A continuacién presentamos algunas de
las més usuales:

= Los fractales son los objetos matematicos que conforman la geometria de la
Teoria del Caos

= Los fractales son objetos cuya dimension es un ntimero racional.

= Un fractal es aquél objeto donde su dimension Hausdorff - Besicovich es mayor
que su dimensién topolédgica

= Un objeto fractal es aquél que es autosemejante y su dimension es racional.

En general, los fractales son objetos matematicos que se estudian dentro de la
teoria geométrica de la medida. Bajo este nombre suelen entenderse ciertos objetos
matematicos con unos rasgos comunes, aunque debemos de aclarar que las defini-
ciones concretas no son aplicables a todos ellos.

El término fractal fue introducido por Benoit Mandelbrot y procede del adjetivo
latino fractus que significa fragmentado y también irregular.

Existe una gran variedad de fractales siendo los lineales los mas simple.

DEFINICION 12.2.1 Un fractal lineal es el producto final que se origina a través
de la iteracion infinita de un proceso geométrico bien especificado.

Este proceso geométrico elemental, que es generalmente de naturaleza muy simple,
determina perfectamente la estructura final, que muy frecuentemente, debido a la
repeticion infinita que se ha efectuado, tiene una complicacion aparente extraordi-
naria. Normalmente los fractales son autosemejantes, es decir, tienen la propiedad
de que una pequena seccién de un fractal puede ser vista como una réplica a menor
escala de todo el fractal.

Un ejemplo de fractal lineal es el que aparece en la Figura 12.2 conocido con el
nombre de “copo de nieve” curva que se obtiene tomando un triangulo equilatero y
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colocando sucesivos triangulos, cada vez de menor tamano, en el tercio medio de los
lados, cada vez méas pequenos. Notemos que la curva resultante es totalmente irre-
gular y que no puede diferenciarse. Ademas, en teoria, el resultado es una figura que
tiene superficie finita pero con un perimetro de longitud infinita y con un nimero
infinito de vértices

AX gk

Figura 12.2: Fractal copo de nieve.

A pesar de la simplicidad de su construccion la figura resultante es bastante com-
pleja, repitiéndose estas caracteristicas en el resto de los fractales lineales como, por
ejemplo, el conjunto de Cantor. Su construccion es la siguiente: se toma un segmen-
to, se divide en tres partes iguales, se elimina el segmento central, y con cada uno
de los dos restantes se procede del mismo modo, es decir, se divide en tres partes
iguales. Y asi infinitas veces. Lo que queda es el conjunto de Cantor.

Los fractales lineales son demasiado “perfectos” para representar los diferentes ob-
jetos de la naturaleza, como una hoja, un arbol o una neurona. Por este motivo, es
necesario introducir los no lineales.

DEFINICION 12.2.2 Un fractal no lineal es aquel que se obtiene a partir de
iterar una funcion no lineal definida en el cuerpo de los nimeros complejos.

Entre los fractales no lineales més conocidos se encuentran el conjunto de Julia y el
conjunto de Mandelbrot (Figura 12.3).

Antes de seguir adelante es conveniente detenernos un momento y recordar el con-
cepto clave que estudiamos en el tema de los sistemas dinamicos discretos, como es
la iteracion. La iteracion es repetir y volver a repetir sobre si mismo una cierta
cantidad de veces. Por ejemplo, en el caso del conjunto de Mandelbrot la funcién no
lineal con la que se trabaja es fo(z) = 22 + C, con z y C nimeros complejos. Si
seleccionamos un nimero complejo zg, entonces calculamos z; = fo(z2) = 28 + C,
a continuacion zy = fo(z1) = 27 + C, 23 = fo(z2) = 22 + C, y asi sucesivamente.
Si la sucesién {zg, 21, 22, 23, - - , }, permanece a una distancia del origen menor de
2, entonces el punto zy esta en el conjunto de Mandelbrot. Si la sucesiéon anterior
diverge desde el origen, entonces el punto no pertenece al conjunto.

Dicho de otra forma, el conjunto de Mandelbrot es el conjunto de puntos cuya orbita
generada con la féormula dada nunca escapa de un circulo de radio 2. En cuanto a
los ntimeros incluidos en el conjunto de Mandelbrot, el punto correspondiente a la
imagen aparece en color negro. En el caso de los niimeros que no estan dentro del
conjunto, los colores se asignaran de acuerdo a la “rapidez”de incremento de la suce-
sién de numeros complejos. Por ejemplo, si la sucesion se incrementa lentamente,
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el punto inicial aparece de color azul claro, si crece mas rapidamente, tendra color
amarillo o rojo, dependiendo de la velocidad de este incremento.

De acuerdo con la definicién de fractal no lineal, podemos intuir que la geometria
fractal es la herramienta mas interesante a la hora de modelizar situaciones reales
de gran complejidad originadas por multiples repeticiones de procesos muy elemen-
tales, pues como hemos visto, los fractales nos ofrecen la posibilidad de construir
estructuras complicadas a través de procesos simples. De esta manera, es corriente
representar de forma simbdlica la geometria fractal como un puente que conecta el
orden y el caos, utilizando como instrumento los procesos infinitos iterativos.

Llama la atencién del elevado ntimero de personas, sin conocimientos matematicos,
que se han acercado a la geometria fractal por motivos tinicamente estéticos. Pero
aparte de estas cuestiones artistica, existen poderosas razones para estudiar estas
estructuras fractales, ya que el nimero de aplicaciones aumenta constantemente en
multiples y diversas ramas del conocimiento, entre ellas la Biologia y la Medicina.

Es evidente, que el gran auge que este estudio ha experimentado en los ultimos anos
se debe, en buena parte, a la introduccién del ordenador como herramienta auxiliar.
Los fractales autosemejantes, la teoria de la iteracién, los sistemas dinamicos, se
basan en la repeticién, en principio infinita, de un cierto proceso bien determinado,
y el ordenador es el instrumento ideal para llevar a la practica estas tareas.

12.2.1. Fractales de Julia y Mandelbrot

En este apartado mostraremos dos de los fractales mas importantes, como son el
conjunto de Julia y el de Mandelbrot.

Figura 12.3: Izquierda: conjunto de Julia. Derecha: conjunto de Mandelbrot.

Gaston Maurice Julia nacié el 3 de Febrero de 1893 en Sidi Bel Abbés (Argelia) y
fallecié en Paris el 19 de Marzo de 1978. Con solo 25 anos publicé un manuscrito
de 199 paginas titulado “ Mémoire sur literation des fonctions rationelles’”que es
considerado un referente bésico en la gestacion y posterior desarrollo de los fractales.
Lucho en la Primera Guerra Mundial, donde fue herido y mutilado en un ataque en
el frente francés que le originé un cambio profundo en su personalidad.
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En el articulo que hemos mencionado aparece una descripcién precisa de los conjun-
tos J(f), para los cuales la enésima iteracién de un nidmero complejo permanecia
acotada cuando el nimero de iteraciones tendia a infinito. Por este trabajo recibio el
gran premio de la Academia de las Ciencias. Durante los anos 20 disfruté de gran
fama, siendo nombrado profesor titular en la Escuela Politécnica de Paris, pero pos-
teriormente su trabajo fue olvidado, hasta que B. Mandelbrot 1o puso de actualidad
con sus experimentos con los ordenadores.

Benoit Mandelbrot, nacié en Warsaw, Polonia el 20 de Noviembre de 1924, su fami-
lia emigré a Francia en 1936, donde su tio Szolem Mandelbrot se encargé de su
educacion. Después de completar sus estudios en la Escuela Politécnica de Paris,
viajo al Instituto Tecnolégico de California en Estados Unidos y al Instituto de
Estudios Avanzados de Princeton donde estudié con el gran matemaéatico John von
Neuman. Regresé a Francia en 1955 y trabajé en el Centro Nacional de Investiga-
ciones Cientificas. No permanecié en Francia mucho tiempo, descontento del tipo
de Matematicas que en aquel momento se hacian en este pais. De nuevo en Estados
Unidos trabajé en el centro de investigaciéon Watson Research Center de IBM, donde
realizo gran parte de su investigacion mas relevante. Su dedicacion a las matematicas
aplicadas parece ser que fue una reaccion de rechazo al tipo de investigaciones en
matematica tedrica que hacia el grupo Bourbaki donde se encontraba integrado
Szolem Mandelbrot.

El germen de partida de su investigacion puede situarse en torno al ano 1945 cuando,
a sugerencia de su tio, ley6 los trabajos de Julid y decidié resolver los mismos pro-
blemas desde un punto de vista diferente. Con la ayuda del ordenador comprobé que
en los trabajos de Julia se encuentra el origen de los fractales que hoy en dia cono-
cemos. Su primer estudio, publicado en 1975, es el libro “Les objets fractals, forn,
hasard et dimension”, el cual completé en 1982 en su libro numerosamente citado
“Fractal geometry of nature”.

Julia'y Fatou se dieron cuenta que para la funcién fo(z) = 22+C, con z y C ntimeros
complejos, para cualquier valor de C', el conjunto de Julia asociado resulta ser uno
de estos dos tipos:

= Conexo. Formado por una sola pieza

s Completamente disconexo. Formado por una nube de puntos dispersos, similar
al conjunto de Cantor.

El conjunto de Mandelbrot esta formado por aquellos puntos C' para los cuales el
conjunto de Julia asociado al sistema dinamico resulta conexo. En consecuencia:
Tomamos un valor C'y calculamos el conjunto de Julid asociado. Si sale conexo lo
pintamos de negro, en caso contrario de otro color. ;Cémo saber si el conjunto de
Julia asociado es conexo? Julia probd que basta ver si la 6rbita del z = 0 esta aco-
tada. ;Cuando diverge una érbita?, cuando alguno de sus puntos tiene un médulo
mayor o igual que 2. (Para ello, es suficiente obtener cien iteraciones para conocer
el comportamiento de la érbita).
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12.3. Concepto de dimensién fractal

La caracteristica principal de un fractal es lo que se conoce con el nombre de di-
mension fractal, y en cierto modo este nimero indica el grado de irregularidad de
un objeto.

12.3.1. Dimension topolégica

La dimensién topoldgica coincide con el nimero de direcciones ortogonales diferentes
que podemos tomar al movernos por el espacio. En este caso, una linea cualquiera
es unidimensional, ya que cada uno de sus puntos queda identificado por un nimero
real. La linea no tiene por qué ser recta, pero basta un tnico valor para situarnos
en un camino, por muchas curvas que tenga. El conjunto vacio tiene dimension -1,
un punto tiene dimension 0, y el plano dimensién 2.

Ahora bien, esta definiciéon de dimensién topoldgica no es tan elemental. En efecto,
sabemos que en el espacio que conocemos contamos con tres direcciones: izquierda
- derecha, atras - delante y arriba - abajo, pero podemos estudiar espacios mas
caprichosos. Por ejemplo, el espacio formado por dos segmentos que se cruzan seria
unidimensional de no ser por el punto de interseccién, donde se pueden tomar dos
direcciones. A este valor se le conoce como dimensién local, y varian dentro de un
mismo espacio cuando éste no es homogéneo.

Una propiedad interesante en topologia es la conservacion del valor de la dimension
cuando se realiza una transformacion homotopica. Es decir, si deformamos un objeto,
sin romperlo, perforarlo o soldarlo, conservara su dimensién.
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Figura 12.4: Curva de Hilbert.

En 1890, Peano construyé una curva continua que pasa por todos los puntos del
cuadrado unidad [0,1] x [0,1]. Era el primer ejemplo de una “curva que llena un
espacio”. Anos més tarde, Hilbert, interesado también por este tipo de problemas,
ideo otra del mismo tipo con una construccién geométrica mas simple de describir. La
curva de Hilber se construye de la siguiente manera (véase Figura 12.4). Dividimos
el cuadrado unidad en cuatro cuadrados iguales y unimos los centros de dichos
cuadrados por segmentos. Cada uno de esos cuadrados se divide de nuevo en cuatro
cuadrados y conectamos sus centros comenzando siempre por el cuadrado inferior
izquierdo y terminando en el cuadrado inferior derecho. Se continta de esta forma
indefinidamente uniendo los centros de los cuadrados que resultan en cada etapa.
La curva limite de tales poligonales “llena” el cuadrado unidad.
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Figura 12.5: Curva de Hilbert.

Si una curva contiene todos los puntos de una superficie, jno seria mas légico decir
que su dimension es la misma que la de la superficie? Mas atn: si iterdsemos el
patrén anterior, la curva resultante tocaria todos los puntos de un cuerpo tridimen-
sional, como muestra la Figura 12.6.

Figura 12.6: Curva de Hilbert en tres dimensiones.

En 1904 Helge von Kock present6 la curva que hoy lleva su nombre y que hemos
tenido ocasion de comentar en la seccion anterior. Repitamos ahora el proceso sobre
el segmento unidad [0, 1]. Se divide en tres partes, sustituyendo la parte central por
dos segmentos que junto con dicha parte, formarian un triangulo equilatero. Se ob-
tiene asi una poligonal de longitud 4/3. Con cada uno de los cuatros segmentos que
quedan determinados se repite la operacién anteriormente descrita, obteniéndose
una poligonal de longitud 16/9. Se procede indefinidamente de esta forma obtenien-
do en cada etapa k una poligonal P, de longitud (4/3)*.

La curva de Koch se define como la curva limite a la cual converge la sucesién { Py}
cuando k tiende a infinito. Se trata, por tanto, de una curva de longitud infinita
pues (4/3)* tiende a infinito cuando k tiende a infinito. Mds atin, la longitud de la
parte de curva comprendida entre dos puntos cualesquiera de la misma también es
infinita.

Para este tipo de nuevos objetos, la longitud es un concepto tremendamente com-
)
plicado y en cierto modo carente de sentido. Por este motivo tenemos que recurrir
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al concepto de dimensién, y preguntar no por la longitud de un fractal, sino por su
dimension.

12.3.2. Dimension fraccionaria

El calculo de la dimensién fractal es, en general, muy dificil. De hecho, existen
muchos fractales que desconocemos su dimension fractal exacta. Por este motivo, en
un principio nos limitaremos a los fractales lineales.

Todos sabemos que si a un cuadrado de lado unidad, dividimos el lado por la mitad,
nos aparecen 4 cuadrados de lados 1/2. Del mismo modo si tomamos como lado
1/3 nos apareceran 9 cuadrados, y asi sucesivamente. Si en lugar de un cuadrado
partimos de un cubo, el factor de multiplicacién seria de ocho. Nos encontramos,
por tanto, ante un rasgo distintivo de cada dimensién. Precisando maés, supongamos
que una figura de dimensién entera d puede ser descompuesta en n copias a escala
r de sf misma, entonces es facil ver que n = (1/r)?%. Si el objeto de partida es un
cuadrado y dividimos su lado en tres partes iguales, tenemos que n =9 y r = 1/3.
Es decir 9 = 32.

Si en n = (1/r)?, despejamos el valor de d,

Inn

In(1/r)"
Para el ejemplo anterior del cuadrado su dimensién sera:

B In 9 _11132_21r13_2
S In(1/(1/3)) W3 I3 T

De manera similar puede comprobarse que la dimensién fractal del conjunto de Can-
tor serd In2/1In3 = 0.6309.. y la correspondiente a la curva de Koch In4/1In 3.

Observemos que, en general, para este tipo de objetos la dimensién es un nimero
fraccionario y ademas mayor que la dimensiéon topoldgica. Sin embargo, existen
algunas patologias. Por ejemplo, la dimension fractal de la curva de Peano es d =
log 9/log 3 = 2, un nimero entero. Para un fractal muy conocido como es el tridngu-
lo de Sierpinski, (Figura 12.8) tenemos que d = log 3/log 2 = 1.58496 menor y no
mayor que su dimensién topoldgica que es 2. Observemos que esto ultimo también
ocurre para el conjunto de Cantor ya que su dimension fraccionaria 0.6309... es
menor que su dimension topoldgica que es 1.

12.3.3. Dimensiéon Hausdorff-Besicovich

Para hacer un estudio en profundidad de este apartado es necesario tener cierta base
matematica, es particular conocer algo de topologia y espacios métricos. Por este
motivo, daremos la definiciéon basandonos en la definicién fraccionaria de fractal.
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Como hemos comentado anteriormente, en el caso de fractales no lineales, cuando
no podamos realizar una medicién exacta, siempre podemos recurrir a un estudio
progresivo. Se trata de cubrir la curva con el nimero minimo de cuadrados cada
vez mas pequenos. Llamamos h al tamano de cada uno de los cuadrados, y N (h)
al nimero de los cuadrados que cubren la curva en cada caso. El método nos per-
mite obtener una aproximacién de la dimension fractal de cualquier objeto, también
conocida como dimensién Hausdorff - Besicovitch, cuya formula es

_ . InN(h)
D_}lg%m. (12.1)

Es decir, la medida de Hausdorff - Besicovitch es la forma de asignar una dimension
fraccionaria a un conjunto. Su calculo “a mano” es muy complejo y por este motivo
lo que se hace es recurrir a diferentes programas de ordenador, que suelen utilizar el
método Box Counting. Bésicamente el método consiste en lo siguiente: a partir
de una fotografia del objeto, obtenemos una versién binaria de la imagen. Es decir,
a los pixeles brillantes del conjunto se le asocia el valor uno y cero al resto. A
continuacion se obtiene una imagen del contorno y superponemos sobre esta imagen
una malla cuadrada de una tamafnio dado. Se cuenta el nimero de estos cuadrados
que contienen al contorno y se repite el proceso con diferentes tamanos de mallas.
Finalmente, se realiza un ajuste por minimos cuadrados y la pendiente de la recta
de regresion sera la dimension del objeto fractal.

Por 1ultimo, llamemos la atencién sobre el hecho mas importante en el concepto de
dimension fractal como es que el nimero obtenido es independiente de la escala
que estemos utilizando.

12.4. Tipos de fractales

En este apartado subdividiremos los dos grandes tipos de fractales que hasta ahora
conocemos: lineales y no lineales.

Figura 12.7: Algoritmos de escape.

A grandes rasgos, los fractales podemos clasificarlos en:
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Algoritmos de escape. La Figura 12.7 es un fractal de Mandelbrot, y se
genera mediante un algoritmo de escape, basicamente el método consiste en
lo siguiente: para cada punto se calculan una serie de valores mediante la
repeticién de una formula hasta que se cumple una condicién, momento en el
cual se asigna al punto un color relacionado con el nimero de repeticiones.

Los fractales de este tipo precisan de millones de operaciones, por lo cual sélo
pueden dibujarse con la ayuda del ordenador.

Sistema de Funciones Iteradas (IFS). Es un método creado por M. Barns-
ley, basdandose en el principio de autosemejanza. En un fractal IFS siempre se
puede encontrar una parte de la figura que guarda una relacion de semejanza
con la figura completa. Esa relacion es a menudo muy dificil de apreciar, pero
en el caso del helecho de la figura siguiente es bastante clara: cualquier hoja
es una réplica exacta de la figura completa.

ANAN

Figura 12.8: Funciones iteradas y Tridngulo de Sierpinski.

L-Systems Este método de construccion de fractales fue creado en 1968 por
Aristid Lindemayer, y publicado en el Journal of Theoretical Biology, con el
nombre “Mathematical Models for Cellular Interaction in Development. En
el trabajo Lindemayer proponia un modelo matematico para la creacién de
un filamento celular de la bacteria Anabaena Catenula. Se supone un sistema
celular con dos posibles estados citolégicos, A y B, y la siguiente regla de
crecimiento: una célula en el estado A se divide y da lugar a una célula en el
estado A y otra célula en el estado B; y lo representaremos por AB. Por otro
lado, una célula en el estado B se divide en una célula en el estado B y otra en
el estado A, es decir BA. En la tabla siguiente hemos representado el resultado
de la division para las cuatro primera fases, tomando como célula de partida
del tipo A.

Fase Num células Resultado divisién
1 1 (A) AB
2 2 (AB) ABBA
3 4 (ABBA) ABBABAAB
4 8 (ABBABAAB) | ABBABAABBAABABBA

Tabla 12.1
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Nosotros podemos generar este tipo de fractales utilizando como software
FantasticFractalg.

n L-System Fractal Properties n L-System Fractal Properties I

Fractal | Fues | Fractal Rules |

Defaults | Please set the rules to apply to the axiom on the other page.
Replace: l\_ with l—

Marme: IKm:h Curve F=FF++FF

Author: IUn[EgISIE[Ed User

Notes: |Do ot rur this fractal more than 3 iterations d

See the Rules tab far mare properties of this fractal

Agiom: [Fa+Faef

Angle Inc.: IEU

Ini. Angle: |D Add | Remove | Defaults |

Aceptar I Cancelar | Ayuda | Aceptar I Cancelar I Apuda I

Figura 12.9: Propiedades del fractal.

En la Figura 12.9 aparecen las propiedades del fractal isla de Koch. El signo +
representa un giro de 60 grados en la direccién contraria a las agujas del reloj,
y el signo - un giro de 60 grados en la direccion de las agujas del reloj. Para
poder dibujar el fractal es necesario indicar la regla, que en nuestro caso viene
dada por, F=F-F++F-F. Es decir, F estara definida por la figura siguiente: se
traza un segmento unitario, en su extremo giramos 60 grados en la direccion
de las agujas del reloj y dibujamos un segundo segmento, después giramos
120 grados en la direccion contraria a las agujas del reloj y dibujamos otro
segmento, finalmente giramos 60 grados en la direccion de las agujas del reloj
y dibujamos el ultimo de los segmentos. La figura que aparecera sera la que
puede verse en 2.10

Figura 12.10: Regla para la isla de Koch.

A partir de la regla F se define el axioma, que en nuestro ejemplo viene dado
por, F++F++F, y cuyo significado es el siguiente: una vez dibujada la Figura
12.10 (F), en su extremo giraremos 120 grados en direccién contraria a las
agujas del reloj (++) y colocamos de nuevo la Figura 12.10 (F), finalmente se
gira otros 120 grados (++) y se vuelve a representar la Figura 12.10 (F). El
resultado final puede verse a la izquierda de la Figura 12.11.
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Figura 12.11: Izquierda: primera iteracién. Derecha: tercera iteraciéon

Si volvemos al ejemplo inicial de la bacteria Anabaena Catenula, podemos
definir un algoritmo parecido a la isla de Koch de la manera siguiente:
1.- Indicamos cuales son los elementos de partida
e Existencia de una unica célula: A
2.- Definimos las reglas

e La regla de sustitucién de la célula A es A=AB
e La regla de sustitucién de la célula B es B=BA

Si lo implantamos en un programa de ordenador y lo ejecutamos con diferentes
iteraciones, aparecera la Tabla 12.1.

Los L-systems son muy adecuados para modelar muchos sistemas bioldgicos,
especialmente aquellos que presentan bifurcaciones o ramificaciones en su de-
sarrollo. El esquema bésico para dibujar una bifurcacién con un angulo dado
(por ejemplo 20+ ) es el siguiente: F=F[+F]F, donde los corchetes indican que
al final se debe retroceder a la posicién donde empezaba la bifurcacién.

[+F]

Naturalmente, podemos definir una regla més complicada y obtener un modelo
mas realista. Por ejemplo, para representar a un arbol se ha elegido como regla
F=F+F+[+F-F-]-[-F+F+F] y un dngulo de 22 grados. En la Figura 12.12
pueden verse los resultados para un numero diferentes de iteraciones.
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Figura 12.12: Izquierda: segunda iteracién. Derecha: quinta iteracion

También podemos dibujar el triangulo de Sierpinskia través de este tipo de
algoritmo. Recordemos que consiste en un triangulo en el que se aloja otro,
uniendo los puntos medios de cada uno de sus lados. Esto se repite con to-
dos y cada uno de los triangulos formados que tengan la misma orientacién
que el original, y asi sucesivamente. El triangulo de Sierpinski es uno de los
pocos fractales que se puede dibujar con exactitud sin ayuda de un ordenador,
siguiendo las instrucciones anteriores. Como curiosidad, si en un triangulo de
Pascal coloreamos los nimeros impares, la figura que aparece se parece al
triangulo de Sierpinski.

Figura 12.13: Fractales caéticos.

= Orbitas caéticas. Un ejemplo de este tipo de fractales es el atractor o mari-
posa de Lorenz, y el diagrama de bifurcacién correspondiente al modelo discreto
logistico, que tendremos ocasién de volver cuando estudiemos el capitulo de
los sistemas dindmicos discretos.

= Aleatorios y celulares. Ciertas categorias de fractales no encajan del todo
dentro de las caracteristicas que hemos descrito anteriormente. Estructuras
como el plasma o las imédgenes de difusién dependen en cierta medida del azar,
por lo cual son tnicas.
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Figura 12.14: Fractal celular.

A este tipo de fractales corresponden los autéomatas celulares, que funcionan
con sencillas reglas que colorean zonas a partir del color de las adyacentes.
Pese a que en principio pueda parecer que las imagenes conseguidas con este
método vayan a ser sencillas, no tiene por qué ser asi.

= M. C. Escher y los fractales. Es bastante probable que Escher no conociera
el concepto de fractal, sin embargo desarrollé con frecuencia estructuras ma-
tematicas muy parecidas a los fractales, ya que en un ntmero considerable
de sus obras incluye objetos relacionados con el infinito. Segin comentd, su
aproximacién al infinito surgié del modelo de Poincaré, en el cual se puede
representar la totalidad de una superficie infinita encerrada en un circulo finito.

Figura 12.15: Dibujos encajados en un cfrculo infinito.

12.5. Aplicaciones de la geometria fractal

En primer lugar, tenemos que preguntarnos; ;qué significado tiene decir que un
objeto real, tal como una costa o la red capilar del sistema venoso, es un fractal?
Lo que queremos decir con ello, siguiendo a Mandelbrot, es que puede definirse un
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modelo matematico fractal que aproxima satisfactoriamente al objeto real en toda
una franja de escalas limitada por ciertos valores maximo y minimo que llamaremos
corte superior e inferior.

Segun lo comentado, en el mundo real no existen fractales, como tampoco existen
rectas ni esferas. Hablar de la dimension fractal de una costa no es mas absurdo que
hablar del radio de la tierra, ya que ésta no es exactamente una esfera.

Puede construirse un modelo matematico de naturaleza fractal valido para el estudio
del universo tomando un valor inferior del orden del didmetro de una galaxia con tal
de considerar valores superiores suficientemente amplios. Tal modelo reproducira la
estructura geométrica de la distribucion de las galaxias.

Los fractales y la Teorfa del Caos pertenecen a lo que se conoce con el nombre de
Dinamica No Lineal, la cual nos permite entender el mundo que nos rodea, por
ejemplo: la difusiéon de una epidemia, la cinematica de algunas reacciones quimicas,
los cambios climaticos, ... etc.

= Las fronteras de separacion entre diferentes medios fisicos biolégicos o so-
ciales proporcionan, a menudo, excelentes ejemplos de sistemas que se pueden
analizar mediante fractales. Un ejemplo clasico que responde a ciertos modelos
de curvas fractales es el de las costas, pero hay numerosos ejemplos de este
tipo, como pueden ser los bordes de una nube, una superficie montanosa, la
orilla de un rio o incluso la frontera entre dos paises diferentes. Los célebres
conjuntos de Julid son también fronteras, en este caso matematicas, entre dis-
tintas regiones del plano, e igual sucede con las mas bellas e interesantes partes
del conjunto de Mandelbrot.

Figura 12.16.

El trazado de una costa o de la orilla de un rio es un proceso con rasgos co-
munes al de una frontera. Los dos medios en contacto, agua y tierra, estan
mutuamente sometidos a largos periodos de interaccién que modifican perma-
nentemente los trazados de las costas y orillas en procesos acumulativos que
operan sobre un amplio margen de escalas diferentes.
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Naturalmente, el proceso perfectamente regular de la formaciéon de la curva de
Koch es muy diferente al de la formacién de una costa, que encierra elementos
de tipo aleatorio. A pesar de las diferencias, es asombroso que la dimension de
Hausdorff de la curva de Koch, igual a 1.26128..., es muy parecida al valor 1.3
obtenido empiricamente por Richardson para la dimension fractal de la costa
de Gran Bretana, y aiin més parecido al valor empirico obtenido por el mismo
investigador para la dimension fractal de las fronteras de Espana y Portugal y
para la costa australiana (Mandelbrot, 1977) mientras que Feder estima en 1.5
la dimension fractal de la costa noruega, mucho mas accidentada.

La clave que explica la frecuencia con que aparecen de forma espontdnea algu-
nas formas geométricas de la geometria clasica, como la recta, la circunferencia
o la esfera, es que estas formas tienen propiedades que son “utilizadas”por la
naturaleza. Por ejemplo, el hecho de que la esfera tenga superficie minima a
igualdad de volumen o de que una recta sea la curva de menor longitud entre
dos puntos, hace de estas figuras elementos privilegiados en la naturaleza.

Cuando hablamos de arboles, no nos referimos a ellos solamente en su senti-
do botanico, sino que también entenderemos como arbol un rio y todos sus
afluentes, el sistema arterial o la red bronquial. Desde un punto de vista
matemadtico, un arbol es un conjunto de puntos o vértices (que serfan los nudos
de ramificacién de los drboles boténicos), unidos entre si por arcos (ramas), de
forma que si caminamos desde un vértice por una sucesién consecutiva de ar-
cos diferentes nunca regresaremos al vértice de partida. Este modelo puede ser
aceptable y una primera aproximacion para algunos de los objetos enumerados
anteriormente.

Figura 12.17: Izquierda: arbol. Derecha: Rio

El proceso de ramificaciéon y subramificacion da su naturaleza fractal a los
arboles. Pensemos, por ejemplo, en toda la red de afluentes de una determina-
da cuenca hidrografica que comprende desde el rio principal a las mas pequenas
cortaduras por donde resbalan pequenos hilos de agua cuando llueve. Puesto
que su funcién es drenar el agua de toda una cuenca hidrogréafica, una red
fluvial es un modelo natural de curva que cubre una superficie, una de las
propiedades concebidas como aberrantes por los matemaéticos de hace cien
anos y que es caracteristica de conjuntos fractales como la curva de Peano o
de Hilbert.
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Para un buen funcionamiento de los pulmones, éstos deben maximizar el area
de su superficie para la difusion del oxigeno y el diéxido de carbono. El inter-
cambio de estos gases se realiza a través de tres redes que tienen estructuras
fractales: arterial pulmonar, venoso pulmonar y alveolar bronquial. Las estruc-
turas fractales proporcionan un modelo que permite convertir un espacio de
dimension tres (la sangre de las arterias y el aire del sistema respiratorio), en
una estructura que tenga la forma de una superficie de dimension dos, facili-
tando el intercambio de gas.

= La Osteoporosis, es una enfermedad que para poder ser diagnosticada en un
paciente tiene que estar en una fase muy avanzada. La enfermedad se detecta
analizando la textura de los huesos, ya que son los que se ven afectados cuando
la enfermedad ataca. Muchas veces la alteraciéon tiene que ser muy grande
para poder apreciarse y esto obliga a que los tratamientos tengan que ser muy
prolongados.
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Figura 12.18: Izquierda: Osteoporosis. Derecha: Tumor.

Un grupo de investigadores dirigidos por el profesor José Aranda, realizé un
programa de ordenador que ayudaba en la comparacién de las texturas de
los huesos. El proceso era el siguiente: se toma una muestra de la textura
del hueso en su estado normal y se almacenaba en la memoria del ordenador.
Luego se hacia lo mismo pero ya con los pacientes a los que se pensaban que
eran propensos a sufrir la enfermedad. A continuacién el programa comparaba
las dos texturas y podia detectarse la presencia de la enfermedad.

= Recordemos que las texturas tienen mucho que ver con los fractales, lo que
ha permitido ser incorporados también a otros aspectos muy diferentes como
por ejemplo la industria textil. Hoy en dia se observan determinados tumores,
en forma de texturas, que parecen ser se ramifican en forma de un fractal.

= Los fractales también se usan en el tratamiento digital de imagenes para reducir
su tamano de almacenamiento. A este proceso se le conoce con el nombre
de proceso de transformacién fractal, y fue descubierto en 1987 por el
matematico inglés Michael F. Barnsley.

Una imagen es considerada como un punto de un espacio métrico completo,
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con la métrica de Hausdorff. Se define un conjunto de transformaciones que
cuando se iteran y se aplican a un punto inicial arbitrario converge hacia un
punto que depende inicamente del conjunto de transformaciones y no del punto
de partida. A este punto se le conoce con el nombre de atractor.

Figura 12.19: Izquierda: Transformacién fractal. Derecha: ADL (dimensién 1.71).

La cuestién es saber si dada una imagen cualquiera es posible encontrar un
conjunto de transformaciones cuyo atractor sea la imagen de partida. La res-
puesta es afirmativa y se conoce con el nombre de teorema del collage.

A continuacion comentaremos el proceso de digitacion viscosa, un fenémeno
que ha llamado recientemente la atencién de los investigadores. Este fenémeno
se produce cuando un liquido de baja viscosidad desplaza a otro viscoso en
un medio capilar o poroso. Por ejemplo, cuando se trata de recuperar petroleo
mediante la inyeccion de agua en un campo petrolifero.

Consideremos el siguiente modelo matematico particularmente valido para
ciertos procesos de digitacion viscosa: el llamado proceso de agregacion por di-
fusion limitada (ADL). Consiste en suponer que de un punto elegido al azar de
entre los de una circunferencia sale un monémero que describe un movimiento
browniano. El monémero vaga al azar hasta que llega al centro de la circun-
ferencia, en cuyo momento se detiene. En este instante, un nuevo monémero
se desprende de la circunferencia y camina hasta tropezar con el anterior, y
asi sucesivamente. Si en su movimiento errdtico algin monémero se aleja ex-
cesivamente, lo eliminamos y generamos uno nuevo. Este proceso resulta muy
sencillo de simular en un ordenador, aunque requiere mucho tiempo de calculo,
especialmente en los primeros momentos de formacion. El experimento produce
estructuras de tipo fractal cuya dimension de agregacion ha sido estimada en
1.71 para el caso bidimensional y en 2.50 para el tridimensional, valores que
muestran concordancia con los obtenidos en la digitacién viscosa en medios
POTOSO0S.

En la actualidad, es posible regenerar tejido, como el de la piel, pero se esta en
la fase inicial de poder regenerar 6rganos completos para poderlos utilizar en
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los trasplantes. El problema fundamental se encuentra en disenar una estruc-
tura, similar al sistema circulatorio, en la que poder apoyar las células en
crecimiento del 6rgano. Investigadores del Harvard Medical School y el Mas-
sachusetts Institute of technology estan utilizando patrones fractales generados
por ordenador y los estan grabando en discos de silicio con el objetivo de for-
mar un molde. A partir de estos discos se fabrican microcanales de polimeros
biodegradables y biocompatibles, y posteriormente las redes se apilan para
poder construir una estructura tridimensional.

= Por tltimo, existe una gran relacién entre el método de Newton para encon-
trar el valor aproximado de las raices de una ecuacién y los fractales. Como
sabemos, el método de Newton es un método reiterativo, y por lo tanto debe-
mos iniciarlo con valor particular. Si el valor inicial esta cerca del verdadero
valor de la raiz, entonces el método converge a la raiz. En caso contrario, no
existird convergencia al valor deseado.

Figura 12.20: Método de Newton
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