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Introducccion

Las précticas que se presentan se encuentran integradas en el denominado Labora-
torio de Matematicas, y han sido elaboradas como complemento de los conceptos
teodricos desarrollados en clase. La idea central que se encuentra detras de esta pro-
puesta, es la de hacer uso del ordenador como herramienta ideal, para relacionar
los problemas biolégicos estudiados con los conceptos de Célculo Infinitesimal y con
los Sistemas Dinamicos. El uso del ordenador y el software adecuado, nos permitira
proponer problemas méas complicados extraidos de situaciones biolégicas reales.

Existe también un segundo objetivo general no menos importante que el anterior,
como es el de fomentar el trabajo en grupo de nuestros alumnos, en problemas
interdisciplinares. Soy consciente de que en la actualidad es necesario aprender a
trabajar en equipo, puesto que este hecho sera clave en el avance de la ciencia en
los proximos anos.

Un aspecto que merece mencionarse es el de la presentacién de los trabajos elabo-
rados por los alumnos. Pienso que las respuestas que se ofrezcan deben ser claras,
precisas y presentadas profesionalmente por medio de los diversos procesadores de
textos disponibles en el mercado. Llamemos la atencion sobre el hecho de que estos
alumnos se encuentran en el dltimo ano de su carrera y en un futuro muy préximo
tienen que enfrentarse a situaciones reales, donde los informes que realicen tienen
que estar técnicamente bien elaborados y con una presentacién a la altura del de-
sarrollo cientifico utilizado. Aprender a escribir bien dichos informes y presentarlos
de forma atractiva, es un objetivo importante que los alumnos deben adquirir en su
paso por la Universidad.

El material que se presenta puede ser util para el area de Matematica Aplicada
ya que es posible adaptarla convenientemente para ser utilizada en la docencia de
materias afines. Asimismo, podria ser un modesto punto de partida que permita la
colaboracién con otros Departamentos de nuestra Universidad, como pueden ser el
de Ecologia y el de Economia Aplicada.



A continuacién pasaremos a comentar algunas ideas sobre la importancia del Labo-
ratorio Matematico y el uso del ordenador como recurso didactico.

Todos somos conscientes de la rapidez con la que estan evolucionando los orde-
nadores y paralelamente los programas que utilizan. Sin embargo, con frecuencia
este hecho no se ve reflejado en nuestra docencia. De forma exagerada, Alberto
Moncada en Sociologia de la educacién, asegura que:

si un maestro de Madrid de los Austrias volviera a la vida se llevaria un
susto ante un quiosco de periddicos y casi enloqueceria frente al televisor, pero
recobraria la tranquilidad al entrar en una escuela porque alli veria hacer mds
0o menos las mismas cosas que se hacian en su tiempo..”

Hasta hace relativamente poco tiempo, el uso de los ordenadores y de los lenguajes
de programacion, se centraban en asignaturas tales como el calculo numérico o la
investigacion operativa. Afortunadamente en los ultimos anos con la construccién de
Aulas de Informatica en nuestras universidades, y la aparicion de multiples progra-
mas matematicos faciles de usar, creemos que es el momento ideal para introducir
estas herramientas como componentes basicos de nuestra docencia.

Una de las causas que ha retrasado el uso de todo el potencial de los programas
matematicos, puede estar en lo que muchos llaman el fantasma de la automati-
zacién”. Pero estos temores son mas propios de aquellos que persiguen convertir a
nuestros alumnos en maquinas de calcular que en profesionales creativos, dotados
de sentido critico, y de recursos matematicos que les puedan ser ttiles en su futuro
trabajo.

Por el contrario, un buen uso del Laboratorio de Matematicas ofrece ciertas ventajas
frente a una formacién mas tradicional. En primer lugar, nos permite explicar con-
ceptos que, de otra forma, quedarian en un nivel de abstraccion dificil de entender
por una gran parte de nuestros alumnos en el poco tiempo del que disponemos. Por
otra parte, el alumno puede introducirse por si mismo en la materia, y de esta ma-
nera proponer conjeturas, realizar simulaciones y extraer sus propias conclusiones.
Finalmente, como dice la profesora Victoria Sanchez de la Universidad de Sevilla,
“.. saber matemdticas, pasa a entenderse no sélo como una acumulacion de hechos
y procedimientos, sino como la capacidad de “hacer” matemadticas”.

De una manera més concreta, con el uso del Laboratorio de Matemaéticas perseguimos
los siguientes objetivos especificos:

e Utilizar el ordenador como herramienta de calculo.
e Utilizar el ordenador como herramienta de simulacion.

e Usar el material multimedia como recurso didactico.



e Introducir al alumno en los diferentes conceptos matematicos.
e Potenciar la experimentacion y el trabajo en equipo.
e Utilizar el ordenador para la presentaciéon de informes cientificos.

Resumiendo las ideas anteriores, debemos apostar por un modo de aprender usan-
do conceptos de forma practica, aumentando la capacidad de razonar de nuestros
alumnos, de resolver problemas no rutinarios, de comunicar y utilizar las ideas
matematicas en su contexto apropiado. La tecnologia nos proporciona los medios,
pero queda en nuestras manos el saber aprovecharlos o no debidamente.

Las técnicas que utilizaremos en el aprendizaje de los Modelos Matematicos en Bio-
logia son las siguientes:

e Clases tedricas. Estan constituidas por lecciones con comentarios, conceptos,
propiedades, y métodos correspondientes a un tema.

e Clases practicas. Corresponden a clases de problemas que pueden no dife-
renciarse demasiado de las clases tedricas, pero en las que deben primar el
objetivo de la busqueda por parte del alumno de las soluciones.

e Laboratorio de Matematicas. En él se desarrollardn las practicas que en
esta memoria se proponen.

e Trabajos en equipo. Elaboracién en grupos de dos o tres alumnos (segin
la dificultad del trabajo), de modelos matematicos biologicos, que sean una
generalizacion de los estudiados en clase. Por ejemplo, algunos de los realizados
en los ultimos anos han sido los siguientes:

— Modelo para simular la evolucién de una determinada epidemia.
— Simulacién de la explotacion de un bosque.
— Simulacién del crecimiento de una poblacion de linces ibéricos.

— Modelo para analizar el crecimiento de la cigiiena blanca en la provincia
de Jaén.

— Estudio de la evoluciéon de un determinado gen.

— Modelo para analizar el rendimiento académico.

— Modelo matemaético aplicado a la gestion de un coto de caza.
— Modelo para simular la limpieza de un gran hotel.

— Matematica y Naturaleza.

— Fractales y su relacion con la Biologia.

— La sucesiéon de Fibonacci y su relacién con la Biologia,



Por 1ultimo, pasamos a comentar brevemente el contenido de las préacticas.

La primera de ellas esta dedicada al estudio de los modelos discretos, se inicia cal-
culando y analizando de manera grafica los puntos de equilibrio de un determinado
modelo discreto. A continuacion, se estudian exhaustivamente dos modelos cldsicos
en la literatura como son el Modelo de May y el de Ricker. En ambos casos se
varian los valores de los pardametros, para estudiar el comportamiento del sistema.
Finalmente, se resume esta informacion en su diagrama de bifurcacién.

La segunda de las practicas estda dedicada a los modelos discretos matriciales. A
través de modelos del tipo cadenas de Markov se estudia la evolucién a largo plazo
de diversos modelos matriciales. A continuacién, nos centramos en un caso partic-
ular de modelo de Leslie, para comprobar como la evolucién de la poblacion queda
determinada por el valor propio estrictamente dominante asociado a la matriz de
Leslie del modelo. Asimismo, se comprueba la estabilidad de las proporciones en
cada una de las clases y su relacion con el vector propio asociado al vector estricta-
mente dominante. Para terminar, se estudian la tablas de vida y se relaciona con el
modelo de Leslie.

Los modelos que estudian el crecimiento de una poblacién de individuos, son ana-
lizados en la tercera de las practicas. Utilizando los datos correspondientes al cre-
cimiento de dos poblaciones de levaduras de la cerveza, S.kephiry S. cerevisiae, se
ajusta el modelo discreto exponencial, y finalmente se hace el estudio para el caso
continuo. La practica termina con un tratamiento similar cuando el modelo utiliza-
do es el logistico.

En la practica siguiente estudiamos algunos modelos ecolégicos que describen el
comportamiento de dos especies que compiten en un mismo medioambiente por los
recursos disponibles. En primer lugar se realiza un estudio cualitativo del modelo,
para posteriormente analizarlo desde el punto de vista numérico.

Este mismo tratamiento se repite en la practica niimero cinco con el modelo presa
depredador de Lotka-Volterra.

Los programas que utilizaremos en estas cinco practicas seran fundamentalmente
Mathematicag, y en el estudio de la evolucion de poblaciones, Populusg. En casos
muy puntuales, como por ejemplo para ajustar un conjunto de datos, utilizaremos
Statgraphicsg, y en algunos casos para encontrar el campo de direcciones haremos
uso del programa Mapleg,.

Las practicas 6,7 y 8 estan dedicadas a la simulacién de sistemas dinamicos a través
del programa Vensimg. En la primera de ellas, se explica el proceso de creacién
y simulacién de un modelo. En la siguiente se pasa a simular los modelos vistos
en las practicas anteriores, como son el modelo exponencial y el logistico, desde el
punto de vista de los sistemas dindmicos. En la practica nimero ocho se trabaja



con modelos mas complejos como son el modelo neuronal de Fitzhugh-Nagumo, un
modelo que simula el sistema inmunolégico y el modelo presa-depredador.

Juan Navas Urena
Departamento de Matematicas
Universidad de Jaén

Jaén, Julio 2002
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Practica 1

MODELOS DISCRETOS 1

1.1 Objetivo

En esta practica vamos a usar la potencia de la recursién para experimentar con
diferentes modelos discretos lineales y no lineales. Observaremos puntos de bifur-
cacion y caos para el modelo logistico de Verhulst-Pearl y el modelo de Ricker.

1.2 Introduccion

Consideremos la siguiente ecuacion z = cosz. Cualquier solucion de esta ecuacion es
la abscisa de la interseccién de la recta y = x con la gréfica de la funcion y = cosz.

EJERCICIO 1.2.1 Dibuja las dos graficas y comprueba que hay un pun-
to de interseccién en el intervalo [0, 1].

En general, cualquier solucién de la ecuacién f(z) = z se llama un punto fijo de la
funcién f.

La férmula de iteracién x,.1 = f(x,) se llama [teracion Funcional o Iteracion de
Punto Fijo y en muchos casos (dependiendo de la funcién f y del punto inicial z)
la sucesion {z,} converge al punto fijo.

Para poder construir estas sucesiones, podemos utilizar las siguientes 6rdenes del
programa Mathematicag

Nest [f,x0,n]: da el término n-ésimo de la sucesion.
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NestList[f,x0,n] : da una lista con las iteraciones desde x( a n.
FixedPoint [f,x0]
FixedPointListNest [f,x0]

Las 6rdenes FixedPoint [f,x0] y FixedPointListNest [f,x0] son similares a las
anteriores, salvo que paran cuando encuentran dos iteraciones sucesivas iguales.

Utiliza las funciones anteriores y construye la sucesion de iteraciones que
se obtiene para f(z) = cosz comenzando en x(, = 0. Interpretar el resultado

Solucion. Con la orden ListPlot[ ] podemos ahora dibujar los puntos y hacer
una interpretacion grafica de lo que ocurre.

Empezamos definiendo la funcién
flx_ ]:= Cos[x]
a continuacion, construimos los veinte primeros términos de su érbita

iters=NestList[f,0.,20]

L. 5

b5 L]

Tienpe ©
0.s 1 1. 5\2 5 10 15 20 25 20

Figura 1.1 Diagrama de Cobweb para f(x) = cosx

Dibujamos en primer lugar la funcién f[z] y la bisectriz del primer cuadrante.

fg=Plot [{x,f[x]}, {x,0,1.5}, PlotStyle->{RGBColor[1,0,0],
RGBColor[0,0,1]}, DisplayFunction->Identity]

trazamos la érbita

gi=ListPlot [Partition[Flatten[Transpose[{iters, iters}]],2,1],
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PlotJoined ->True,DisplayFunction->Identity]

Finalmente, superponemos los dos graficos anteriores.
Show[fg,gi,AspectRatio->1, DisplayFunction->$DisplayFunction]
La conclusion es que existe un unico punto de equilibrio g = 0.74 que es estable.

EJERCICIO 1.2.2 Supongamos que nos encontramos en una arida isla
cerca de la costa de un rico continente. Estamos interesados en un
determinado tipo de gaviotas que viven en esta isla. Por desgracia, las
condiciones medioambientales no son las mas adecuadas, de tal forma
que si se encontraran aisladas su poblacién disminuiria seguiin el siguiente
modelo exponencial o de Malthus

Trir = — 1.5z, k=12 (1.1)

donde z; es la poblacién de pajaros en el tiempo k.

Hay una gran colonia de gaviotas en el continente y cada ano 100 de
ellas emigran a nuestra isla.

(a) Modifica el modelo (1.1) para tener en cuenta el factor de la emi-
gracién

(b) Supongamos que inicialmente hay 30 gaviotas. Encontrar los
primeros 10 términos de su orbita

(c) Describir el comportamiento a “largo plazo” de la colonia de gavio-
tas

(d) Encontrar los puntos de equilibrio del modelo y clasificarlos.

Repetir el ejercicio suponiendo que ahora el modelo exponencial es:

Trr1 = —0.57 , k=1,2,---

1.3 Caos
El Teorema del Punto Fijo de Brouwer establece que toda funcién continua de un
intervalo cerrado en si mismo f : [a,b] — [a, ], tiene al menos un punto fijo en [a, b].

En este apartado, analizaremos el comportamiento de los términos de la iteracion
funcional con respecto a los puntos fijos.
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Si 2* es un punto fijo (f(x) = z), cuando la funcién f es derivable, y

[f(z)] <1

entonces, el punto z* se llama punto fijo atractor. Cuando una iteracién funcional
comienza suficientemente cerca de €él, irremediablemente cae dentro de su ambito de
influencia y la sucesién (6rbita) converge.

Por el contrario, si

[f'(z7)] > 1

se trata de un punto fijo repulsor, y por muy cerca de él que se comience, la
sucesion termina por alejarse.

1.3.1 Modelo de Ricker

Es un modelo discreto frecuentemente utilizado en dinamica de poblaciones, gene-
ralmente para estudiar la evolucién de una poblacién de insectos.

EJERCICIO 1.3.1 El modelo viene definido por la ecuacién
1- e
NtJrl:f(Nt):Nter(_T)a T,kG]R,+, t:O?laza""

Encontrar y analizar los puntos de equilibrio no triviales.

Solucién. Para este modelo discreto no lineal, la funcién que lo define es f(x) =

_z 1. . . .
ze"(=%) . Los puntos de equilibrio se obtienen al resolver la ecuacién f(z) = z,
cuyos valores son 7 = 0 y x5 = k. Para poder clasificarlos, es necesario encontrar
la derivada de la funcién f(z), es decir

f(z) = e (1-%) (1 — %) )

Ahora debemos de sustituir el punto de equilibrio no trivial en f'(x). Alser f'(k) =
1 — r, entonces el 25 = k serd un punto de equilibrio estable si |1 —r| < 1, y para
ello 0 <7r < 2.

La siguiente cuestion importante es saber que le sucede al modelo cuando se pierde
la estabilidad. Lo primero que podemos pensar es que la poblacién se extinguira.
Pero esta es una respuesta muy drastica. Para ver su comportamiento, podriamos
simular la dinamica de la poblacion del modelo para diferentes valores del pardametro
r.
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Figura 1.2 Modelo de Ricker r=1.9; k=200

Tomamos como K = 200 y cambiamos el valor del parametro r. La solucién N;
tiende de forma mondtona al punto de equilibrio si » = 0.5, o bien oscilando si
r=1.9.

s00

200

Zon

DEiy

100

a0 200 200 200 sa0

Figura 1.3 Modelo de Ricker r=3; k=200

También puede tender a un ciclo limite de periodo dos si 7 = 2.3 o bien tener un
comportamiento cadtico cuando » = 3. Por supuesto en este caso podemos dibu-
jar su diagrama de bifurcacién, que presenta unas caracteristicas muy parecidas al
modelo logistico de May.

La dindamica cadtica se comporta de manera parecida al ruido estocastico, sin em-
bargo el modelo es absolutamente determinista. Los modelos cadticos, de hecho, se
utilizan para generar nimeros aleatorios con ordenadores. Una de las cuestiones que
se discuten con frecuencia en la literatura ecoldgica es si existe realmente el caos en
la dindmica de poblaciones. El mayor argumento en favor del caos es que cuando
los parametros del modelo se ajustan a series temporales conocidas de dinamica de
poblaciones, entonces la dindmica de ese modelo con estos pardametros es cadtica.
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Otros tipos de argumentos se basan en intentar separar la dindmica caética del ruido
estocastico. Sin embargo, detectar el caos es bastante dificil ya que:

e No existen evidencias de que el modelo sea el correcto, ya que es normal que el
que disenemos ignore muchos procesos ecoldgicos. Se necesita utilizar multiples
modelos para detectar el caos.

e El intervalo de confianza para los valores de los parametros es usualmente
muy grande y esto hace cambiar el comportamiento de la dindmica del modelo
(periodo, caos,...)

e Las series temporales en dinamica de poblaciones son generalmente no lo su-
ficientemente grandes para separar el comportamiento cadtico del ruido es-
tocéstico.

Por todas estas razones, algunos autores sostienen que probablemente el caos es un
fenomeno extrano en dinamica de poblaciones.

Si dibujamos N;,; en funcién de N;, observamos que para valores pequenos de
la poblacién, entonces ésta aumentard en el proximo ano. Por el contrario, para
niveles altos de poblacién los mecanismos dependientes de la densidad (competencia)
reducen el tamano de la poblacién en el ano préximo.

250

200

150

100

S0

100 00 300 400

Figura 1.4 Grafica de Ny 1 = f(IN)

A continuacién incluimos la simulaciéon para diferentes valores del parametro, uti-
lizando el programa Mathematicag
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PUNTOS DE EQUILIBRIO DEL MODELO DE RICKER (r=0.5)

plx.] := x * Exp[0.5 % (1 — x/200)]
Célculo de la orbita para el valor inicial xy = 10.
iters = NestList/[p, 10, 20]

{10, 16.0801, 25.467, 39.3981, 58.8635, 83.769, 112.016, 139.575, 162.335, 178.36,
188.277, 193.87, 196.867, 198.415, 199.203, 199.6, 199.8, 199.9, 199.95, 199.97,
199.987, 199.994, 199.997, 199.998, 199.999, 200.}

Para dibujar el diagrama de Cobweb empezamos construyendo la érbita

gi = ListPlot[Partition[Flatten[Transpose[iters,iters]],2,1],
PlotJoined— > True,DisplayFunction— > Identity,PlotStyle— >
RGBColor(1,0,0]]

y a continuacién representamos la funcion p(z) que nos define el modelo y la bisectriz
del primer cuadrante.

fg = Plot[{p[x], x}, {x,0,250},PlotStyle— > {{Thickness[0.01],
Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0, 0],RGBColor|0, 0, 1]}},
DisplayFunction— > Identity]

por iltimo, superponemos los dos graficos y construimos la funcién N(t).

grafical = Show[fg, gi, AspectRatio— > 1,DisplayFunction— > $Display
Function, Background— > RGBColor([1, 1, 0]|ListPlot[iters,

PlotStyle— > PointS8ize[0.02], Background— > RGBColor[1,0.5,0.2],
AspectRatio— > 1,AxesLabel— > {"Tiempo t”,”N(t)”}]

250

100

Figura 1.5 Diagrama de Cobweb y Evolucién de la poblacién

Comentario: La poblacion tiende de manera monotona creciente al punto de equi-
librio 200 cuando el tiempo tiende hacia infinito.
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PUNTOS DE EQUILIBRIO DEL MODELO DE RICKER (r=1.9)

plx_| := x * Exp[1.9 % (1 — x/200)]
Calculo de la érbita para el valor inicial xg = 10.
iters = NestList/[p, 10, 20]

{10, 60.7997, 228.146, 174.617, 222.234, 179.919, 217.735, 183.975, 214.228, 187.144,
211.455, 189.652, 209.243, 191.653, 207.469, 193.258, 206.041, 194.549, 204.889,
195.591, 203.958 }

Para dibujar el diagrama de Cobweb empezamos construyendo la érbita

gi = ListPlot[Partition[Flatten|[Transpose[iters,iters]], 2, 1],
PlotJoined— > True,DisplayFunction— > Identity,PlotStyle— >
RGBColor(1,0,0]]

y a continuacién representamos la funcién p(z) que nos define el modelo y la bisectriz
del primer cuadrante.

fg = Plot[{p[x], x}, {x,0,250},PlotStyle— > {{Thickness[0.01],
Thickness[0.01]}, {RGBColor[1,0,0],RGBColor[0, 0, 1]}},
DisplayFunction— > Identity]

por iltimo, superponemos los dos graficos y construimos la funcién N(t).

grafical = Show|[fg, gi, AspectRatio— > 1,DisplayFunction— > $Display
Function, Background— > RGBColor[1, 1,0]|ListPlot[iters,

PlotStyle— > PointSize[0.02], Background— > RGBColor|[1,0.5,0.2],
AspectRatio— > 1, AxesLabel— > {"Tiempo t”,”N(t)”}]

250

Zo0

150

100

50

50 100 150 =200 250
Figura 1.6 Diagrama de Cobweb y Evolucién de la poblacién

Comentario: La poblacién tiende de una forma oscilatoria al punto de equilibrio
200 cuando el tiempo tiende hacia infinito.
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PUNTOS DE EQUILIBRIO DEL MODELO DE RICKER (r=2.3)

plx_| := x x Exp[2.3 % (1 — x/200)]
Célculo de la orbita para el valor inicial xy = 10.
iters = NestList/[p, 10, 20]

{ 10, 88.9065, 318.99, 81.1884, 318.335, 81.6342,318.447, 81.5583, 318.428, 81.5708,
318.431, 81.5687, 318.431, 81.5691, 318.431, 81.569, 318.431, 81.569, 318.431, 81.569,
318.431, 81.569, 318.431, 81.569, 318.431}

Para dibujar el diagrama de Cobweb empezamos construyendo la érbita

gi = ListPlot|[Partition[Flatten[Transpose|iters,iters]],2,1],
PlotJoined— > True,DisplayFunction— > Identity,PlotStyle— >
RGBColor|1,0,0]]

y a continuacién representamos la funcién p(z) que nos define el modelo y la bisectriz
del primer cuadrante.

fg = Plot[{p[x],x}, {x,0,350},PlotStyle— > {{Thickness[0.01],
Thickness[0.01]}, {RGBColor|[1, 0, 0],RGBColor[0, 0, 1]}},

DisplayFunction— > Identity]

grafical = Show([fg, gi, AspectRatio— > 1,DisplayFunction— > $Display
Function, Background— > RGBColor[1, 1,0]|ListPlot[iters,

PlotStyle— > PointSize[0.02], Background— > RGBColor|[1,0.5,0.2],
AspectRatio— > 1, AxesLabel— > {"Tiempo t”,”N(t)” }]

350
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100

a0

a0 100 150 200 2350 300 350

Figura 1.7 Diagrama de Cobweb y Evolucién de la poblacién
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Comentario: La poblacién tiene un comportamiento periédico de orden dos, cuan-
do el tiempo tiende hacia infinito.

Figura 1.8

Podemos observar mejor el comportamiento periddico si unimos los puntos corres-
pondientes a la poblacién en el tiempo t.

grafica2 = ListPlot[iters,PlotJoined— > True,
Background— > RGBColor[0.8,1,0],PlotStyle— > Thickness[0.01]]

300 ’
250

200

150

100

S0

=] 10 15 20 25 3o

Figura 1.9
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PUNTOS DE EQUILIBRIO DEL MODELO DE RICKER (r=3)

p[x_] := x x Exp[3 * (1 — x/200)]
Calculo de la érbita para el valor inicial xq = 10.
iters = NestList|p, 10, 24]

{10., 172.878, 259.672, 106.096, 433.939, 12.9853, 214.656, 172.293, 261.072, 104.451,
437.885, 12.3504, 206.114, 188.052, 224.964, 154.699, 305.208, 62.9838, 491.824,
6.17657, 113.082, 416.498, 16.1903, 255.075 }

Para dibujar el diagrama de Cobweb empezamos construyendo la érbita

gi = ListPlot|[Partition[Flatten[Transpose|iters,iters]], 2, 1],
PlotJoined— > True,DisplayFunction— > Identity,PlotStyle— >
RGBColor|1,0,0]]

y a continuacién representamos la funcion p(z) que nos define el modelo y la bisectriz
del primer cuadrante.

fg = Plot[{p[x],x}, {x,0,350},PlotStyle— > {{Thickness[0.01],
Thickness[0.01]}, {RGBColor[1, 0, 0], RGBColor|0, 0, 1]}},

DisplayFunction— > Identity]

grafical = Show([fg, gi, AspectRatio— > 1,DisplayFunction— > $Display
Function, Background— > RGBColor[1, 1,0]|ListPlot[iters,

PlotStyle— > PointSize[0.02], Background— > RGBColor[1,0.5,0.2],
AspectRatio— > 1, AxesLabel— > {"Tiempo t”,”N(t)”}]
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Figura 1.10 Diagrama de Cobweb y Evolucién de la poblacién
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Comentario: La poblacién tiene un comportamiento cadtico, cuando el tiempo
tiende hacia infinito.

Figura 1.11

Podemos observar mejor el comportamiento cadtico si unimos los puntos corres-
pondientes a la poblacién en el tiempo t.

grafica2 = ListPlot[iters,PlotJoined— > True,
Background— > RGBColor[0.8,1,0],PlotStyle— > Thickness[0.01]]

S00
400
300

200

100 V

5 10 15 20
Figura 1.12
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DIAGRAMA DE BIFURCACION DEL MODELO DE RICKER

Un método muy 1util para entender el comportamiento cualitativo de las soluciones
de un sistema dinamico discreto como el que estamos analizando, es construir su
diagrama de bifurcacién, ya que pueden sufrir cambios en la estructuras de sus
orbitas cuando variamos los valores de los parametros que intervienen en el modelo.
Esas modificaciones dan lugar al nacimiento o a la muerte de puntos fijos y ciclos
o trasformaciones en el tipo de las 6rbitas. A estos cambios se le conocen con el
nombre de bifurcaciones.

p[x_] := 3 x Exp[3 * (1 — x/200)]

Dibujamos la funcién que nos define nuestro modelo (en este caso, hemos tomado
como valor del parametro r = 3).

Plot[p[x], {x,0,250},PlotStyle— > {Thickness[0.01],
RGBColor|1,0, 0]}, Background— > RGBColor[1,0.6,0.3]]

500
400
Jon
200

100

|

50 100 150 Z00 250
Figura 1.13

El diagrama es una gréfica (en el plano r-y) de las lineas de fase cercanas a un valor
de bifurcacién, que nos permite ver los cambios experimentados por las lineas de
fase, cuando el parametro pasa por este valor.

logistc|n_Integer| := Module[{f,t,x},f = Compile[{x,t},
Evaluate[x * Exp[(3 + t/n) * (1 — x/200)]]];
FoldList[f,0.223, Range[n]]]

Null
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Ademas podemos escuchar el sonido de este estado cadtico con la siguiente instruc-
cién:

b = ListPlay[logistc[8000]];

= -'.‘:.H-.-.g. catal

|_ e . -_1.'..-_-'-_" -y

=

Ol o

Figura 1.14 Diagrama de bifurcacién de f(z)

Nota: Para trazar el diagrama de bifurcacién, representamos en el eje de abscisas los
diferentes valores del parametro r. Vamos dando a r un nimero elevado de valores
(no necesariamente nimeros enteros) y dibujamos la linea de fase correspondiente
para cada uno de los valores del pardmetro. De esta manera obtenemos una linea
paralela al eje de ordenadas que corta al eje de abscisas en el valor r. Si miramos el
dibujo de izquierda a derecha, observamos como evoluciona la linea de fase a través
de la bifurcacion.

1.3.2 Modelo logistico de May

Suele utilizarse con mucha frecuencia para hacer ver como un modelo matematico
determinista no lineal que depende de un parametro, puede presentar multiples com-
portamientos. Recordemos que el modelo discreto logistico viene dado por la familia
de funciones y.(x) = cx(1—x), donde x representa la fraccién de la méxima poblacién
posible de una especie, por lo que sélo consideraremos valores de x comprendidos
entre cero y uno.
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EJERCICIO 1.3.2 Consideremos la familia de parabolas
y=cz(l—2x), c>0.

Empezamos definiendo una funcién (de ¢ y x) para la familia anterior.
fle_,x_ ]:=c x (1-x)

(a) ¢Cudles son los puntos fijos en funcién de c?

(b) Considera el caso 0 < ¢ < 1. ;Cudles son los puntos fijos?. ;Son
los puntos fijos atractores o repulsores?. Para ello, usa NestList[
] para ver qué ocurre con la iteracion funcional para distintas ele-
cciones del punto inicial. Toma, por ejemplo, ¢ = 0.5 y comenta los
resultados.

(¢) Cuando 1 < ¢ < 3, ;de qué tipo son los puntos fijos?. Comprue-
ba graficamente que para ¢ = 2 la iteracién funcional converge
rapidamente al punto fijo 0.5

(d) Toma k =3 y usa NestList[ ]. Podras ver que después de algunas
iteraciones, los términos sucesivos oscilan entre dos valores dife-
rentes, y quedan atrapados en un bucle sin fin. Es lo que se llama
un ciclo periédico de longitud 2. ;Qué ocurre cuando c = 3.5. jHay
un ciclo peridédico?. ;De qué longitud?

(e) Cuando ¢ = 4, las cosas se ponen mas interesantes. En este caso, las
iteraciones son aleatorias y la situacion se vuelve completamente
caética.

Haz un grafico con ListPlot[ ] y GraficoPuntoFijo[ ] para esta
situacién cadtica.

Gran parte de las preguntas planteadas en el ejercicio han sido contestadas en la
teoria. Algunas otras pueden razonarse de la siguiente manera.

fleo,x] := cx(1 — x)
Plot[Evaluate|Table[f[c, x|, {c,0,4}]],{x,0,1},PlotStyle— > RGBColor[1, 0, 0]]

Comenzamos con un punto z entre 0 y 1, y calculamos f[c,z]. Como f[c, x] sigue
estando entre 0 y 1, tiene sentido escribir f[e, flc, x]], v asi sucesivamente. Este
proceso es conocido con el nombre de iteracion y podemos realizarlo con el programa
Mathematicag utilizando la orden NestList. Empezamos fijando para c el valor de
2 y calculamos las veinte primeras iteraciones del punto 0.25
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glx]:=1£[2,%]
NestList|g, 0.25, 20]

{0.25, 0.375, 0.46875, 0.498047, 0.499992, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5,
0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5}

Resultado 1: Como puede observarse, la érbita converge al punto de equilibrio 0.5.
Si cambiamos el valor de la semilla el resultado sigue siendo el mismo.

glx]:=£[2,%]
NestList[g, 0.7, 20]

{ 0.7, 0.42, 0.4872, 0.499672, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5,
0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5 }

Supongamos que ahora el valor del parametro es ¢ = 3.

glx] == 1[3,]
NestList|g, 0.45, 20]
NestList[g, 0.75, 20|

{0.45, 0.7425, 0.573581, 0.733757, 0.586072, 0.727775, 0.594356, 0.723291, 0.600424,
0.719745, 0.605136, 0.716839, 0.608942, 0.714395, 0.612105, 0.712298, 0.614789,
0.71047, 0.617107, 0.708858, 0.619135}

{ 0.75, 0.5625, 0.738281, 0.579666, 0.73096, 0.589973, 0.725715, 0.597158, 0.721681,
0.602573, 0.718436, 0.606857, 0.715745, 0.610362, 0.71346, 0.61330, 0.71148, 0.6158,
0.709757, 0.618006, 0.708224 }

Resultado 2: Ahora las érbitas tienden a los puntos 0.61 y 0.70. Es decir, presenta
un comportamiento periédico de orden dos.
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Si aumentamos el valor del parametro ¢ = 3.

gl ] = 13,1
NestList|g, 0.15, 20]
NestList|g, 0.83,20]

{0.15, 0.44625, 0.864888, 0.408998, 0.846015, 0.455957, 0.868211, 0.400473, 0.84033,
0.469614, 0.871768, 0.391259, 0.83361, 0.48545, 0.87426, 0.384754, 0.82851, 0.49727,
0.874974, 0.382881, 0.826991 }

{ 0.83, 0.49385, 0.874868, 0.38316, 0.827219, 0.500246, 0.875, 0.382813, 0.826935,
0.500897, 0.874997, 0.38282, 0.826941, 0.50088, 0.87499, 0.38282, 0.82694, 0.50088,
0.874997, 0.38282, 0.826941 }

Resultado 3. Ahora los valores se repiten cada cuatro veces. Si aumentamos
el valor de ¢, podriamos ver que se repiten cada ocho, dieciséis, treinta y dos , ...
veces. Este proceso donde cada periodo duplica al anterior, culmina hasta llegar a un
valor de ¢ que se conoce con el nombre de Punto de Feigenbaum (aproximadamente

¢ = 3.5699456718...).

A continuacion repetiremos el proceso anterior, pero variando el valor del pardmetro,
que se inicia con ¢ = (0.223.

logistic[n_Integer]| := Module[{f,t,x},f = Compile[{x,t},
Evaluate[(3 + t/n)x(1 — x)]]; FoldList|[f, 0.223, Range[n]|]

La celda préxima representa de forma sonora el efecto del barrido del parametro c.
Puede oirse como el periodo del sonido va doblandose hasta llegar al caos.

ListPlay[logistic[8000]];
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NOTAS COMPLEMENTARIAS




Practica 2

MODELOS DISCRETOS 11

2.1 Objetivo

En esta practica, en primer lugar, vamos a usar las operaciones con matrices y la
diagonalizacién para analizar el comportamiento a largo plazo de diferentes modelos
matriciales discretos. En segundo lugar estudiaremos el modelo de Leslie y las tablas
de vida.

2.2 Aplicaciones a la Genética.

EJERCICIO 2.2.1 Un granjero tiene una gran poblacién de flores cuyo
color rojo, rosa y blanco viene determinado por los genotipos AA,Aa,y
aa respectivamente. El granjero decide fertilizar todas las flores con un
color rosa (genotipo Aa).

(a) Siinicialmente tiene 100 flores rojas, 200 rosas y 300 blancas. ;Cual
serd el nimero de flores de cada uno de los colores en la tercera
generacion?. ;Y en la sexta?. ;Y en la décima?. Analizar el com-
portamiento a largo plazo.

(b) Encontrar la expresiéon para la distribucién de los genotipos a lo
largo de las generaciones, para una distribucion inicial de a( flores
rojas, by rosas y ¢y blancas.

(c) ¢Existe alguna distribucién inicial de colores de tal forma que se
mantenga invariante?

21
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Solucion. Paran =0,1,2,--- , llamaremos:

e a, = la fraccién de las plantas del genotipo AA que hay en la generacién de
orden n.

e b, = la fraccion de las plantas del genotipo Aa que hay en la generacién de
orden n.

e ¢, = la fraccién de las plantas del genotipo aa que hay en la generacién de
orden n.

En consecuencia, ag, by y ¢ representaran a la distribucién inicial de los genotipos,
y es evidente que a, +b, +¢, =1, n=0,1,2,---.

La tabla que determina la distribucién de los genotipos en cada generacion, a partir
de la distribucion en la generacién anterior es:

’ HAAXACL‘ACLXACL‘CLCLXACL‘

1 1
A4 2 i 0
1 1
R I : :
aa 0 1 )

que nos permite encontrar las siguientes ecuaciones para t =1,2,---:
Ap = %an—l + ibn—l
bn = %anfl + ibnfl + %Cnfl
Cn = zllbn—l + %Cn—l

Estas ecuaciones podemos escribirlas de manera matricial:

f(n):Mf(n—l);n:l)Z... (21)
donde:
o Lo
Fn)y=| b, |; Zn-1)=| by |; M=|1 11
Cn Cpn—1 0 le %

Como podemos apreciar, las tres columnas corresponden a las primeras columnas
de la tabla. De la ecuacién (2.1), se deduce:

Z(n) = M#(n—1) = M*Z(n —2) = --- = M"%(0)
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Realizamos, en primer lugar, la simulaciéon con el ordenador.

M := {{0.5,0.25,0},{0.5,0.5,0.5},{0,0.25,0.5} }
z0 := {{100}, {200}, {300} }
1l = M.x0

{{100},{300},{200}}

x3 = MatrixPower[M, 3].x0

{{137.5},{300},{162.5}}

x6 = MatrixPower[M, 6].x0

{{148.437} ,{300},{151.562} }

x10 = MatrixPower|[M, 10|.x0

{{149.902},{300},{150.098}}

x100 = MatrixPower[M, 100].x0

{{150},{300},{150}}

Conclusion: ’A largo plazo tendremos 150 flores rojas, 300 rosas y 150 blancas.

También podemos llegar a la misma conclusion encontrando una expresion analitica
para M". Primero se diagonaliza la matriz M; para ello hay que buscar una matriz
invertible C' y una matriz diagonal D tales que:

M =CDC™
Multiplicando n veces
M"=CD"C™!
En nuestro caso:

Eigenvalues|M]|

{0, 1/2, 1}
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Los valores propios asociados son:

Eigenvectors[M]

({1, -2, 1}, {-1,0, 1}, {1, 2, 1}}

Sustituyendo:
1 11
Zn)=1 -2 0 0 (%)" 0 —% 0 % bo
1 11
Es decir:
Zn)=1 b, | = 1/2 1/2 /2 1. bo
Cn —1_2(i/2)n 1/4 —1+2(i/2)n Co
Operando:

]_/4 (ao + 2(1/2)”&0 + b() +co — 2(1/2)”00)
:Z"(n) = 1/2(&0—{—[)04—00)
1/4 (ao — 2(1/2)”&0 + bo + Co + 2(1/2)”00)
y como ag + by + cg = 1, se tiene, paran =1,2,--- :
a, = 1/4(1+2(1/2)"ag — 2(1/2)™cp)
b, =1/2
cn=1/4(1—=2(1/2)"ag +2(1/2)"co)
Estas son las féormulas explicitas que proporcionan las fracciones de los genotipos de
la generacién de plantas de orden n, expresadas en funcién de las fracciones de los

genotipos iniciales. Como (1/2)" tiende a cero cuando n tiende a infinito, de estas
ecuaciones se desprende que:

a, — 1/4; b, —1/2; ¢, —1/4
cuando n tiende a infinito. Es decir, en el limite, existen el mismo nimero de flores

rojas y blancas y el doble de flores rosas.

Respecto a la ultima de las cuestiones, efectivamente existe una distribucién inicial
de colores de tal manera que se mantiene invariante con el tiempo. Por ejemplo 100
rojas, 200 rosas y 100 blancas.

10 100 100
> 3 3 200 | = | 200
0 1 1 100 100

Y esto es cierto debido al hecho de que existe un valor propio que vale la unidad.
Su vector propio asociado es del tipo (a, 2a, @)T. Cualquier combinacién de flores
cumpliendo que el niimero de flores rojas y blancas sean iguales y el niimero de flores
rosas sea la suma de las anteriores, cumplird con el requisito propuesto.
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2.3 Segundo ejemplo

A continuacién vamos a profundizar en el estudio de procesos que requieran el calculo
de potencias de matrices y a determinar en qué medida la evolucion de los mismos
estd o no gobernada por los valores y vectores propios de la matriz en cuestion.
Es decir, queremos conocer el papel de los valores y vectores propios en problemas
lineales discretos que se puedan escribir en la forma U(n + 1) = A.U(n).

Supongamos que la dinamica de la situacién geografica de un animal en
un plano, se rige por las ecuaciones:

donde (X (n),Y(n)) representan las coordenadas de la posicién del animal
en la n-ésima transicion.

EJERCICIO 2.3.1 Contestar a las siguientes cuestiones:

(a) Si, en un instante determinado el animal ocupa la posicién (5/2,3/2).
;. Cual sera su posicion tres etapas después?, ;y cinco?

Diagonalizar la matriz A del sistema

Calcular A% directamente y a través de la matriz diagonal

{Cual sera la evolucién a largo plazo?

Supongamos ahora que la matriz que define el sistema depende de
un parametro ¢ con valores reales:

-3
2 2

;Cual sera la evoluciéon del sistema a largo plazo en funcién de los
diferentes valores de ¢?.

)
)
d) Calcular la posicién del animal para un instante n
)
)
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Las respuestas al ejercicio la obtendremos haciendo uso del ordenador.

A= {{2,-3},{1/2,—-1/2}}
U0 := {{6/2},{3/2}}

U3 = MatrixPower|[A, 3].U0
U5 = MatrixPower[A, 5].U0
U10 = MatrixPower|[A, 10].U0

{{-13{-(1/4)}}
{{-(11/8)}{-(7/16)}}
{{-(383/256)},{-(255/512) } }

Diagonalizacién de la matriz A

paso := Transpose[Eigenvectors[A]]
diagonal = Inverse[paso].A.paso

{{1/2,0},{0,1}}
Potencia de la matriz A
MatrixPower A, n]]
{{3—-2(1/2)",—6+6(1/2)"}{1 - (1/2)", =2+ 3(1/2)" }}
O bien
potencia = paso.{{(1/2)",0},{0,1}}.Inverse[paso]

{{3-2(1/2)",—6+6(1/2)"},{1 — (1/2)", =2+ 3(1/2)" }}

2.4 Modelo de Leslie

Bernadelli considerd una especie de escarabajo que sélo vive tres anos y se propaga
en su tercer ano. Dividié a la especie en tres grupos de edades: de 0 a 1 ano, de
1 a2 anos y de 2 a 3 anos. Observd que la probabilidad de supervivencia de las
hembras del primer grupo era 1/2 y las del segundo 1/3, y que en el tercer grupo el
promedio de hembras que nacen por cada hembra era de 6.

2.4.1 Primer problema

Vamos a plantearnos, en primer lugar, las siguientes cuestiones:
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EJERCICIO 2.4.1 Si inicialmente hay 3000 hembras en cada grupo de
edad, ;cuantas hembras habra a los dos anos?, ;y a los tres?, ;y a los
cinco, a los seis y a los siete?.

Calcular la distribucion de las hembras para diferentes anos y compro-
bar que su comportamiento es oscilatorio. ;Cual es la causa de tal
oscilacién?.

Solucién. Empezamos introduciendo los datos

L:={{0,0,6},{1/2,0,0},{0,1/3,0}}
inicial := {{3000}, {3000}, {3000} }

Calculamos las poblaciones en las sucesivas generaciones

x1 = MatrixPower|L, 1].inicial

).
x2 = MatrixPower[L, 2].inicial
x3 = MatrixPower|L, 3].inicial
x5 = MatrixPower|L,5|.inicial
x9 = MatrixPower|L,9].inicial

)

obteniéndose como respuesta:
{{18000},{1500},{1000}}
{{6000},{9000},{500}}
{{3000},{3000},{3000}}
{{6000},{9000},{500}}
{{3000},{3000},{3000}}

Es decir, la poblacién tiene un comportamiento ciclico. Es facil comprobar que L3
es la matriz identidad /. Entonces

Z(n) = L"Z(0) = L* . L"Z(0), 0<r<2,
dando lugar a las siguientes situaciones:

Z(n)=2(0) si r=0
Zn)=2(1) st r=1
Z(n)=2(2) st r=2

Observemos que, al existir dos clases de edad no fértiles, no tenemos asegurada la
existencia de un valor propio de L que sea estrictamente dominante.
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2.4.2 Tercer problema.

En un estudio demografico de una poblacién se obtuvieron los datos representados
en la siguiente tabla, siendo a; el promedio de hijas nacidas por mujer y b; la tasa
de supervivencia dentro del grupo de edad.

’ Clases H a; ‘ b; ‘
0, 15) 0 0.998937
[15,30) || 0.52952 | 0.999537
[30,45) | 0.403267 | 0.998807
[45,60) 0.29

—

EJERCICIO 2.4.2 Si X(t¢) es el vector de distribucién de mujeres por
grupos de edad en el instante ¢, queremos determinar el mismo vector
en el instante ¢ + 1. (Instantes que han de medirse en intervalos de 15
anos). Supongamos que:

X(O) = (267219, 284598, 233169, 2703()8)T
es la distribucién en 1967.

(a) Construir el modelo de Leslie

(b) ¢(Cudl serd la poblacién femenina en 19827. ;Y en 20127.
(Suponiendo que las tasas de supervivencia y los promedios de na-
talidad de hijas se hubiesen mantenido constantes)

(c) ¢Cudl serd la poblacién femenina en el ano 20577

(d) Comprobar que para t suficientemente grande, XZt) es aproximada-
mente \ X (t —1)

(e) Calcular la proporcién de mujeres en cada una de las clases, para
valores de t suficientemente grandes

Solucion. El modelo de Leslie que describe a la situacion planteada es:

ot +1) 0 052052 0.403267 029\ [ a1(t)
} | 1) | | 0998037 o 0 0 2o (1)
D=1 i+1) | = 0 0999537 0 0 23(t)
za(t +1) 0 0 0998807 0 za(t)
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Para encontrar las poblaciones femeninas en los anos 1982 y 2012 utilizamos el
ordenador

L = {{0,0.52952,0.403267,0.29},{0.998937,0,0,0},{0,0.999537,0,0},
{0,0,0.998807,0}}
x0 = {{267219},{284598},{233169}, {270308}}

Poblacién de mujeres en el ano 1982 (un periodo de tiempo).
x1 = MatrixPower|L, 1].x0

{{323119},{266935},{284466},{232891} }

Poblacién de mujeres en el afio 2012 (tres periodos de tiempo).
x3 = MatrixPower|[L, 3].x0

{{360909},{323258},{322626},{266493} }

Poblacién de mujeres en el ano 2057 (seis periodos de tiempo).
x6 = MatrixPower|[L, 6].x0

{{439152},{414213} {377981},{359929} }

Para estudiar la evolucién de la poblacion a largo plazo, encontramos los valores y
vectores propios de la matriz de Leslie

Eigenvalues|L]
Eigenvectors|L]

{1.07438, -0.724172, -0.175103 + 0.584004 I, -0.175103 - 0.584004 1}

{{-0.553897, -0.515004, -0.479128, -0.445427},{-0.272938, 0.376497, -0.51965, 0.7167},
{0.139396 - 0.116672 I, -0.2487 - 0.163868 I, -0.140232 + 0.467703 I, 0.7999 - 1.93462
10781}, {0.139396 + 0.116672 I, -0.2487 + 0.163868 I, -0.140232 - 0.467703 I, 0.7999
+ 1.93462 10718 1}}

Al ser el valor propio estrictamente dominante A\; = 1.07438 la poblacién crecerd
en cada perfodo de tiempo a un ritmo aproximado del 7.5%. Los porcentajes de
hembras en cada una de las clases se estabilizaran y coincidiran con las componentes
del vector propio asociado al valor propio A;. Esto es:

0.553897/(0.553897 + 0.515004 + 0.479128 + 0.445427)
0.515004/(0.553897 -+ 0.515004 + 0.479128 + 0.445427)
0.479128/(0.553897 + 0.515004 + 0.479128 + 0.445427)
0.445427/(0.553897 + 0.515004 + 0.479128 + 0.445427)
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La conclusidn es que a largo plazo, el 27.28% de las hembras se encontraran en la
primera clase, el 25.83% en la segunda, el 24% en la tercera y el 22.34% en la cuarta
clase.

Podemos comprobarlo con la generacion de orden veinte
x20 = MatrixPower|[L, 20].x0

{{1.20588 10° }, {1.12126 10° }, {1.04308 10° }, {969815.}}
Basta pasar a porcentajes y se obtiene el resultado deseado. Por ejemplo,

1.205887/(1.20588 4 1.12126 + 1.04308 + 0.969815) = 0.277852.

Si encontramos el nimero de hembras en la generacién 21 podemos comprobar que
7(21) ~ \Z(20). En efecto,

x21 = MatrixPower|[L, 21].x0
{{1.29561 10° }, {1.2046 10° }, {1.12074 10° }, {1.04183 10° }}

Dividiendo las componentes

1.29561  1.2046  1.12074  1.04183

~~ ~~ ~~ % 1. 4 .
1.20588  1.12126  1.04308  0.969815 07438

2.4.3 Tablas de vida y matrices de Leslie

Los datos siguientes fueron recogidos para la planta anual Phloz drummondii, donde
la edad esta expresada en dias.

X 0 1 2 3 4 = 6 7 8 o 10 11 12

Edad 0- 63- 124 - F184-  215- [284- 27E.- (293 . F06- 330- | 334- [ 348- 352
63 124 154 215 264 278 293 306 320 334 348 362

S(x) 906 668 205 190 176 172 167 159 154 147 105 22 0

hix) 0 0 0 0 1] 0 0 033 313 542 926 431

Observemos que la planta no se reproduce hasta la clase de edad que corresponde
a los 292-306 dias. Lo primero que necesitamos encontrar es la probabilidad de que
la planta sobreviva desde el inicio hasta la clase de edad z, es decir [(x).

X 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12
Iixy 100 0671 0296 0191 0177 0173 0168 0160 0155 0048 0105 0022 000
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A continuacién encontramos la mortalidad

B B (z+1)  l(z)—Il(z+1)

para ver en que punto de su historia de vida, la planta es mas vulnerable.

X 0 1 2 3 4 5 f 7 8 9 10 11 12
gix) 0329 0558 0354 0073 0022 0029 0047 0031 0045 0290 0.790 1 ]

Podemos representar graficamente estos datos

"

50 100 150 00 250 300 3350

Figura 2.1

Se aprecia que los mayores niveles de mortalidad se da en la segunda clase de edad
(63-124) y que aumenta de una forma considerable en la clase (320-334).

Necesitamos conocer para analizar la evolucion de la poblacion la tasa neta de
reproduccién

y el tiempo de regeneracion

1
21(x)b 1
G = e @@ o IR 0.0955 ,

>0 l(@)b(2) G

y en consecuencia N; = Nye't = Nyel 09551,
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Interpretacion: Esta planta parece ser mas vulnerable (si no tenemos en cuenta
las viejas) en las primeras tres clases de edad, especialmente en la segunda. Si fuese
necesario la conservacion de esta especie deberiamos ser especialmente cuidadosos en
las primeras fases de su desarrollo para asegurar el éxito de esta poblaciéon. Al ser la
tasa neta de reproduccion 2.41, esto quiere decir que la poblacién se incrementara.
En consecuencia, en el momento de recogida de estos datos, la poblacién no se
encuentra en peligro de extincion.

El andlisis posterior lo realizamos con el programa POPULUSg.

"< POPULL

I At 'I

Age-Structured Population Growth

Which output would you like to view?
or or
1 or or

How many age classes do you want to use?
For HxfdHx, which age class do you want to view?
[l How many time intervals do you want to run?

Provide lx and mx values and an initial age structure at TO:
2 Hx3

Press Tab or Shi
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Practica 3

MODELOS POBLACIONALES

3.1 Objetivo

En esta practica estudiaremos los modelos mas simples utilizados para analizar la
dindamica de poblaciones, como son el modelo de crecimiento exponencial y el modelo
logistico, en sus versiones discreta y continua.

3.2 Introduccion

Uno de los métodos para disponer de un cultivo de levadura usada en la fabricacion
de cerveza consiste en lo siguiente. En un gran recipiente con una determinada
cantidad de levadura se inyectan nutrientes a un ritmo constante. Bajo condiciones
ideales el monocultivo de levadura crece al principio exponencialmente, hasta que su
concentracion se hace lo suficientemente grande, punto en el cual se estabiliza. A esta
concentracion se la conoce con el nombre de capacidad de carga del sistema. En este
momento, la concentracion de levadura permanece constante, ya que el ritmo con
el que se crea es idéntico al ritmo con el que extrae la levadura del recipiente. Esto
permite al cervecero un cultivo de levadura uniforme, lo cual asegura un producto
con las caracteristicas deseadas. Desgraciadamente, es casi imposible mantener un
monocultivo consistente de levadura, ya que a menudo el recipiente se encuentra
infectado con otro tipo de levadura que destruye la uniformidad y hace que descienda
la calidad de la cerveza.

35
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3.3 Modelo de crecimiento exponencial

Nuestra intencién es la de construir un modelo matematico que modele la situacion
anterior. Para ello, los datos los extraeremos de los experimentos llevados a cabo
por G.F. Gause en 1930. Uno de los primeros experimentos lo realizé con un tipo
standard de levadura Saccharomyces cerevisiae, y otra que presenta un crecimien-
to mucho mas lento, Schizosaccharomyces kephir. En un principio se estudié el
crecimiento por separado, y posteriormente se mezclaron para ver como competian
ambos organismos por la cantidad de nutrientes disponibles.

Tiempo (h.) | 0 | 1.5 9 10 17 18 23
Volumen 037|163 | 6.2 | 887 | 10.66 | 10.97 | 12.5

Tiempo (h.) || 25.5 | 27 34 38 42 45.5 | 47
Volumen 12.6 | 12.9 | 13.27 | 12.77 | 12.87 | 12.9 | 12.7

Tabla 3.1 Datos para Saccharomyces cerevisiae

La Tabla 3.2 corresponde al cultivo de Schizosaccharomyces kephir y se llevé a cabo
en un periodo mas largo de tiempo, debido a que presenta un crecimiento més lento.

Tiempo (h.) 9 10 | 23 | 255 | 42 | 455 | 66 | 87 | 111 | 135
Volumen 1.2711.0 | 1.7 233 | 2.73 | 4.56 | 4.87 | 5.67 | 5.8 | 5.83

Tabla 3.2 Datos para Schizosaccharomyces kephir

3.3.1 Caso discreto

La S. cerewisiae, es un organismo simple que se reproduce por un proceso de di-
visién. En un cultivo de nutrientes ilimitado (lo cual es cierto cuando la poblacién
es pequena), durante un periodo fijo de tiempo, existe una cierta probabilidad de que
cualquier levadura origine una nueva que crecera hasta llegar a ser madura. Exis-
te también cierta probabilidad de que una que esta creciendo muera. Una unidad
razonable de tiempo que podemos tomar es de 0.5 horas, aunque es evidente que
podemos elegir cualquier otra. Es muy importante llamar la atencién sobre el he-
cho de que bajo las condiciones que estamos considerando las tasas de creacion y
destruccion se mantienen constantes.

Sea b la tasa de creacién de levadura por unidad de volumen y por unidad de tiem-
po (At = 0.5), y d la tasa de destruccién por unidad de volumen y por unidad de
tiempo (At). Entonces la tasa de aumento en volumen de levadura por unidad de
tiempo, At, y unidad de volumen de levadura viene dada por r = b—d. Si P(t) es el
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volumen de levadura en el tiempo t, entonces cuando la poblaciéon es relativamente
baja, podemos escribir

Pt+At) — P(t)=rP(t) = P(t+At)=(1+rP{).

Si n es el nimero de intervalos de medias horas que han transcurrido desde el
instante inicial ¢ = 0 en el que empezamos a tomar los datos y definimos P, como
la poblacion para la n-ésima media hora después del valor ¢ = 0, podemos escribir
la dltima de las ecuaciones como

Py = (1+7)P, (3.1)

La ecuacion (3.1) es el modelo discreto de crecimiento exponencial o malthu-
siano y es un caso particular de un sistema dinamico discreto o de ecuaciones en
diferencia. Para este tipo de modelos, la poblacién en la proxima generacion es
proporcional a la poblacién actual.

Ante esta situacién, lo deseable seria poder encontrar una solucién explicita, lo cuél
no es posible hacerlo en la mayoria de las ocasiones, pero en nuestro caso, (3.1), es
bastante facil

Py=(1+r)"P. (3.2)

La expresion anterior muestra que la solucién del modelo discreto malthusiano viene
dada por una funcién exponencial de base (1 + r) y exponente n, que representa al
nimero de iteraciones que se han dado después de la poblacién inicial.

Para aplicar este modelo a nuestras poblaciones de levadura, debemos suponer que es
cierto en una primera fase del crecimiento, por ejemplo para un volumen de levadura
menor de la mitad de la capacidad de carga del cultivo. Para la primera poblacion
este valor es aproximadamente 13 y para la segunda aproximadamente 3, que nos
definen el rango donde se espera un crecimiento exponencial.

La pregunta fundamental que debemos hacernos es: jqué técnica debemos usar
para ajustar los datos al modelo?. Esta pregunta corresponde al problema
inverso de identificacién de los parametros para un sistema dindmico. Podemos
utilizar dos técnicas diferentes para encontrar los dos parametros que desconocemos
ry P(].

EJERCICIO 3.3.1 [Ajuste algebraico de los datos]. Representar gra-
ficamente los datos y elegir dos puntos que sean mas representativos
para determinar los parametros py y r.
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Solucion.

Saccharomyces cerevisiae Schizosaccharomyces kephir
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Figura 3.1

A la vista de estos graficos, para la S. cerevisiae elegimos los puntos, (n,P) =
(0,0.37) y (n,P) = (18,6.2). Observemos que al ser At = 0.5 horas, el punto
correspondiente al tercero de los datos corresponde a las 9 horas, con n = 18. Si
sustituimos en (3.2), Py =0.37y

Pg=(1+7r)""P=037(1+7r)"®*=62 = r=0.1696.
En consecuencia,

Pn = 0.37(1.1695)" . (3.3)

EJERCICIO 3.3.2 Utilizando el método de los minimos cuadrados, ajustar al
modelo exponencial el logaritmo neperianos de los datos.

Solucion.

Si tomamos logaritmos en (3.2),
In(P,) =nln(l +r)+In(H),

debemos encontrar, por tanto, la recta que mejor ajusta al logaritmo del volumen
de levadura, In(P,), y la iteracién, n.

Para encontrar dicho ajuste utilizamos el programa STATGRAPHICSPlusg, y em-
pezamos introduciendo los datos
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B4 STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio - [malthus.sf3]

ﬂ File Edit PFlat Descibe Compare Relate Special View  'Window  Help

||| @] Rl B ] w2 W | ]
col1 | cd2 | c13 | cl4 | coo
E 0,48858
2 18 1,82455
3 |20 2,18261
4 36 22,3663
5 |38 2,39
6 |16 2,59
T 0 0,317
8

Finalmente realizamos el ajuste deseado

E-"a STATGRAPHICS Flus - Untitled StatFolio - [Simple Regression - Col_2 ws. Col_1]
E File Edt Plot Descibe Compare Relate Special Yiew ‘Window Help

&3
L
EI)

]~

SN R N R =)
[ [

o Fow [ |

Correlation Cosfficient = 0,926811
FE-squared = 55, 3979 percent
Standard Error of Esc. = 0,373119

The Atatlidvisar

The output shows the results of fitting a linear model to describe
Che relationship hetween Col 2 and Col 1. The equation of the fitted
odel iz

Col £ = 0,629466 + 0,03504393%Col 1

La recta que mejor se ajusta al logaritmo del volumen de los datos viene dada por

In(P,) = 0.6294 + 0.048 n,
que corresponde al modelo

P, = e"0294e0048n — 1 .8764(1.0491)™ .

(3.4)

Por tltimo representamos en un periodo de 25 horas la poblacién de S. cerevisiae y

los dos ajustes realizados
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Figura 3.2 Rojo: ajuste algebraico. Azul: ajuste por minimos cuadrados

Los dos procedimientos de ajuste presentan un comportamiento cualitativo muy
similar (crecimiento exponencial) con errores pequenos en los primeros datos, pero
que se alejan de ellos a partir de la sexta observacién.

3.3.2 Caso continuo

Hemos visto en el apartado anterior que el modelo de crecimiento discreto expo-
nencial viene dado por P,,1 = (1 + r)P,, donde P, es el volumen de levadura en
el tiempo n (con el tiempo dado en unidades de 0.5 horas). La ecuacién anterior
podemos expresarla

P,.1— P, =1rP,,

la cual nos indica que el cambio en volumen de la levadura entre el periodo de tiempo
(n+ 1) y n es proporcional al volumen de levadura en el periodo n.

Podemos escribir este modelo considerando la variable tiempo continua. Definimos
P(t) como el volumen de levadura en cualquier tiempo ¢, y suponemos que r es
la tasa de cambio del volumen de levadura por unidad de tiempo y por unidad de
volumen. Si consideramos que el intervalo de tiempo At es suficientemente pequeno,
entonces el cambio en volumen de la poblacién estudiada entre t y ¢ + At cumple la
ecuacion:

P(t+ At) — P(t)

P(t+At) — P(t) = Atr P(t) = - —rP(1),
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y si tomamos limites cuando At tiende a cero obtenemos

P'(t) = rP(t), (3.5)

que se conoce con el nombre de modelo continuo de crecimiento exponencial
o de Malthus. La solucién de esta ecuacion diferencial (3.5) es

P(t) = Pye'. (3.6)

EJERCICIO 3.3.3 [Ajuste algebraico de los datos]. Usar el primer
(t,P) = (0,0.37) y el tercer dato (¢,P) = (9,6.2) para ajustar el modelo
de crecimiento continuo exponencial y encontrar los parametros F, y r.

Solucién. Es inmediato que Py = 0.37 y ademaés

~ In16.76

P(9)=62=037¢" = r =0.3132.

El modelo buscado es:

P(t) = 0.37 231321

EJERCICIO 3.3.4 Tomar los primeros cuatro datos de it S. cerevisiae,
y encontrar la recta que ajusta el logaritmo neperiano de los datos.

Solucion. Procediendo de forma similar a como lo hicimos en el caso discreto,
debemos encontrar la recta que mejor aproxime a In P(t) = In Py + rt. Se obtiene la
recta:

In(P(t)) = 0.269t — 0.5034 = P, =0.6045, r =0.269,
y el modelo quedara:

P(t) = 0.6045 €*299t

3.4 Modelo logistico

En la seccion anterior hemos visto como el modelo exponencial es tinicamente valido
en la primera fase del crecimiento de una poblacién. A medida que ésta aumenta
disminuyen los nutrientes disponibles y el crecimiento dependerd de la densidad de
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la poblacién, por lo tanto necesitamos mejorar nuestro modelo.

Claramente las dos especies de levadura tienen tasas de crecimiento diferentes y
distintas capacidades de carga, aunque las condiciones en las que se llevaron a cabo
los experimentos eran idénticas.

Durante todo el tiempo la levadura esta continuamente creciendo, por esta razon
las herramientas matematicas que debemos utilizar son las ecuaciones diferenciales.
Para una especie concreta, si llamamos P(t) a la poblacién en el tiempo ¢, podemos
escribir un modelo general de la forma

P'(t) = f(t, P(t)),

siendo f una funcién general, que representa el ritmo de crecimiento de la poblacion.
Recordemos que para el caso de crecimiento exponencial, (3.5) es una ecuacién
diferencial lineal con coeficientes constantes, cuya solucién viene dada por (3.6).

Los experimentos de Gause se realizaron en un sistema cerrado con condiciones
ideales para la reproduccion. Al introducir en el recipiente un flujo constante de
nutrientes y al tener un medioambiente constante, la tasa de crecimiento (que viene
incluida en f(t, P)) deberia depender tinicamente del tamano de la poblacién y no del
tiempo. Esto nos indica que nuestro modelo viene representado por una ecuacién
diferencial auténoma de la forma P’ = f(P).

Si desarrollamos por MacLaurin la funcién f(P), podemos escribir

"

f(P)=f(0)+ f(0)P+ fT(mJﬂ + O(P?). (3.7)
Al ser un sistema cerrado, cuando la poblacién es cero, entonces la poblacion per-
manece en cero, (no hay crecimiento), es decir f(0) = 0. El término lineal viene
del crecimiento exponencial, f'(0) = r. De los datos, sabemos que el ritmo de
crecimiento disminuye cuando la poblacion aumenta. En Biologia, este hecho es
conocido como competicion entre las especies. Matematicamente, esto implica que
el término siguiente més significativo en (3.7) después del término de crecimiento
lineal debe ser negativo. Més adelante veremos que es conveniente identificar

f"(0) r

2! M-

si no tenemos en cuenta el resto de los términos de (3.7), entonces podemos escribir
nuestra ecuacién diferencial como

dP P

que es el modelo de crecimiento logistico.
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3.4.1 Analisis cualitativo del modelo

Estamos ante un modelo que viene definido por una ecuacién diferencial no lineal.
Un gran nimero de este tipo de ecuaciones no pueden ser resueltas, y por esta razon
introducimos técnicas de andlisis cualitativo de ecuaciones diferenciales.

EJERCICIO 3.4.1 Realizar el estudio cualitativo del modelo de cre-
cimiento logistico.

Solucién. El primer paso para realizar el estudio cualitativo es encontrar los puntos
de equilibrio (si es que existen). Recordemos que los puntos de equilibrio son las
soluciones constantes P(t) = cte, es decir P'(t) = 0. En modelos de poblaciones
cerradas, un punto de equilibrio es siempre el trivial P(t) = 0. En nuestro caso te-
nemos dos puntos de equilibrio P, = 0 y la capacidad de carga del modelo P, = M.

La capacidad de carga para la primera de las levaduras S. cerevisiae podemos encon-
trarla calculando la media aritmética de aquellos datos que en cierta manera estan
estabilizados.

12.6 + 12.9 + 13.27 + 12.77 + 12.87 + 12.9 + 12.78

M = = 12.86.
7

El siguiente paso es mirar el comportamiento de la solucién cerca del punto de
equilibrio. Para ello, linealizamos el modelo en P; = 0, obteniéndose el modelo de
crecimiento exponencial P’(t) = r P(t). Como sabemos, este modelo siempre crece
desde Py = 0, y en consecuencia el punto de equilibrio P, es inestable.

Para analizar el segundo punto, volvemos a linealizar f(P) en un entorno del punto
P, =M.
F(P) = f(M) + f(M)(P — M)+ O((P = M)?),
al ser M el punto de equilibrio f(M) =0y ademds f'(P) =r — 2rP/M. Entonces
FO1) ==,

lo cual indica que cerca del punto de equilibrio P, = M las soluciones del mode-
lo de crecimiento logistico tienden exponencialmente hacia el punto de equilibrio.
Entonces, el punto P, = M es estable. Esta informacién sugiere que todas las solu-
ciones para el monocultivo de S. cerevisiae tienden a la capacidad de carga cerca
del 12.9 (hemos aproximados a una cifra decimal).



44 Practica 3 Modelos poblacionales

EJERCICIO 3.4.2 Analizar la linea fase del modelo de crecimiento
logistico.

Solucion. En el estudio del modelo de crecimiento continuo exponencial habiamos
encontrado para la primera de las levaduras los valores

Py=0.7, r=025,

y sabemos ademds que la capacidad de carga es M = 12.9. Al ser /M = 0.0194
una aproximacion razonable al modelo de crecimiento logistico, viene dada por el
siguiente problema de valores iniciales

P = f(P) = 0.25P — 0.0194P?, P(0)=0.7.

1(P)

0.8 —

% 7 e
| P,
ol A
o I |

=7 1] Z 4 G g 10 12 14
Poblacién (P)

=
A
W
v
W
L 4

Figura 3.3 Linea fase

El gréfico de f(P) nos da més informacién sobre el comportamiento del modelo
de crecimiento logistico. Como hemos visto anteriormente, los puntos de equilibrio
son P, =0y P, = M = 12.9. Observemos en la Figura 3.3 que a la izquierda
de P, = 0 la funcién f(P) es negativa, entonces cuando P < 0,P'(t) < 0 y la
poblacién P decrece, (aunque en este caso no tenga significado biolégico). Cuando
0 < P < 12.9, entonces P'(t) > 0y P(t) aumenta. Ademds, podemos observar que
el aumento mayor se produce cuando P = 6.45 que coincide con el vértice de la
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parabola. Si P > 12.9, P'(t) < 0y de nuevo la poblacién decrece. Este proceso que
hemos realizado y que estd recogido en la Figura 3.3 se conoce con el nombre de
linea fase del comportamiento de la ecuacion diferencial a lo largo del P-eje. El
comportamiento de la ecuacion diferencial se representa por flechas a lo largo del eje
de abscisas, donde su direccién representa si f(P) es positiva o negativa. El circulo
abierto en P; = 0 representa un equilibrio inestable, mientras que el punto cerrado
en P, = 12.9 simboliza a un punto de equilibrio estable.

Podemos utilizar la informacion de la linea fase para dibujar de forma aproximada
las soluciones de la ecuacion diferencial. Para ello representamos en el eje de abscisas
el tiempo t y en el de ordenadas la poblacién P(t). Como los puntos de equilibrios
son las soluciones que no cambian con el tiempo, es decir las soluciones constantes,
su grafica serd una recta paralela al eje de abscisas. Cuando el valor inicial Py = P(0)
se encuentra a la izquierda de P, = 0, entonces la solucién es decreciente, mientras
que si la poblacién inicial se encuentra entre 0 < Fy < 12.9 la solucién es creciente.
Observemos ademas que por los teoremas de existencia y unicidad de soluciones,
sabemos que por cada uno de los puntos pasa una tinica solucioén, y en consecuencia
ninguna de las curvas solucién pueden cortarse. En la Figura 3.4 se recoge toda la
informacion que poseemos sobre las soluciones.
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Figura 3.4 Modelo de crecimiento logistico

La Figura 3.4 se ha realizado con el programa Mapleg utilizando las siguientes
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instrucciones:

> with(DEtools) :
> de := diff(P(t),t) = 0.25 %« P(t) — 0.0194 * P(t)?;

> DEplot(de,P(t),t = 0..30, [[P(0) = 0], [P(0) = 0.2], [P(0) = 0.7], [P(0) = 2],
[P(0) = 6], [P(0) = 10], [P(0) = 16],[P(0) = 12.9]], stepsize = 0.2,

color = [0.3 xy(t) * (x(t) — 1),x(t) * (1 — y(t)),0.1],

linecolor = t/2,arrows = MEDIUM, color = blue,method = rkf45);

También podemos usar el programa Mathematicag.

<< Graphics‘PlotField’

PlotVectorField[{1,0.25y — 0.0194y?},

{t,0,30},{y,0,16},PlotStyle— > RGBColor[1,0, 0]

Plot[13/(1 + 7.527E( — 0.21827 « t)), {t, 0,30}, PlotStyle— > RGBColor 1,0, 0]]

EJERCICIO 3.4.3 [Ajuste algebraico de los datos.] Se ha demostrado
en teoria que la solucién de (3.8) viene dada por
MPF,
= 0 : (3.9)
P0—|— (M—Po)e_’"t

P(t)

Encontrar su valor para el caso de la levadura S. cerevisiae.

Soluciéon. Para el caso que estamos estudiando sabemos que
P,=07 r=025 M=129,

y podemos sustituir en (3.9) para obtener

(1) = 12.9%0.7 P(t) = 12.9
0.7+ 12.2¢025¢  1417.43 025t

Esta solucion podemos compararla con el modelo propuesto por Gause

13
P(t) = 1+ 7.527 ¢ 021827¢ °

EJERCICIO 3.4.4 [Ajuste por minimos cuadrados.] Utilizando el mé-
todo de los minimos cuadrados, ajustar los datos de la levadura S. cere-

visiae a la curva dada en (3.9)
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Solucion. Tenemos que encontrar los valores de Fy, M, y r que minimizan a la
funcion
14

MPy ?
v =0 <Pd(’”) SR+ (M- Po)e_m> |

j=1

siendo Py(t;) = 0.37, 1.63, 6.2, -+ ,12.7y ; = 0, 1.5, 9, 10, - - - , 47.

Utilizando el ordenador encontramos los valores de los parametros
Py=1.234, M =12.74, r =0.2586,

dando lugar al modelo

_ 12.74
P(t) = 149.3216¢—0-25867

En la Figura 3.5 aparecen los datos experimentales, el ajuste algebraico, el modelo
encontrado por Gause y el modelo obtenido por el método de los minimos cuadra-
dos, para la levadura S. cerevisiae.

'f.__..l.s——.='=‘=.=.:‘

12 / —
0 /(
"//
' %
£
s 6
=
=
4 & Datos de Gause [
Modelo inicial
2 1 — Modeio afustado [ |
] — Modelo de Gause
1] .
0 10 20 30 40 50

tih)

Figura 3.5 Comparacién entre los diferentes ajustes

Como podemos ver, los tres modelos presentan aproximaciones relativamente buenas
de los datos experimentales, aunque el modelo inicial se encuentra algo mas escorado
a la derecha. En todos ellos se obtienen valores de la capacidad de carga muy
cercanos y ademas estos valores estan de acuerdo con el anélisis cualitativo realizado.
Existen discrepancias en las tasas de crecimiento, lo cual nos muestra la necesidad
de contar con mas datos en la primera fase de crecimiento.
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Practica 4

MODELOS DE COMPETICION
ENTRE DOS ESPECIES

4.1 Objetivo

En esta préactica estudiaremos algunos modelos ecolégicos que describen el com-
portamiento de dos especies que compiten en un mismo habitat por los recursos
disponibles. El andlisis se centra fundamentalmente en el estudio cualitativo de los
sistemas que modelan las distintas situaciones.

4.2 Introduccion

El estudio que llevaremos a cabo lo realizaremos con los datos experimentales de
G.F. Gause que presentamos en la Practica 3, para dos poblaciones de levadura de
la cerveza, Saccharomyces cerevisiae y Schizosaccharommyces Kephir.

Tiempo (h) ] 0 | 15| 9 | 10 | 17 | 18 | 23
Volumen | 0.37 | 1.63 | 6.2 | 8.87 | 10.66 | 10.97 | 12.5
Tiempo (h.) || 25.5 | 27 | 34 | 38 | 42 | 455 | 47
Volumen | 12.6 | 12.0 | 13.27 | 12.77 | 12.87 | 12.9 | 12.7

Tabla 4.1 Datos para Sachharomyces cerevisiae

En la Figura 4.1 puede verse el grafico que muestra el ajuste de estos datos al modelo
logistico.

49
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Volumen

a0 35 40 43
Tiempo (horas)

Figura 4.1 Saccharomyces cerevisiae

Si llamamos z(t) a la poblacién de Saccharomyces cerevisiae, vimos en la Préctica
3 que para esta levadura el modelo logistico que mejor se ajusta viene dado por

dx x 9
— = 0.2586 (1 - ﬁ> = 0.2586z — 0.020322, x(0)=1.2,  (4.1)

que tiene por solucién:

12.74

1) = 1579 30ac-0 w0 (4.2)

La Tabla 4.2 corresponde al segundo tipo de levadura

Tiempo (h.) 9 10 | 23 | 255 | 42 | 455 | 66 87 | 111 | 135
Volumen 1.27 1 1.0 | 1.7 | 2.33 | 2.73 | 4.56 | 4.87 | 5.67 | 5.8 | 5.83

Tabla 4.2 Datos para Schizosaccharomyces kephir

EJERCICIO 4.2.1 Ajustar los datos de la tabla anterior al modelo
logistico continuo de crecimiento, y encontrar la solucion del problema
de valores iniciales.

Solucién. Si representamos por y(t) la poblacién para la S. Kephir, entonces pro-
cediendo de forma similar a la practica anterior, estos datos pueden ajustarse al
siguiente modelo.

Y
5.8880

d
Y 0.05744 (1 _

o ) = 0.05744y — 0.00976 %, y(0) =0, (4.3)
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cuya solucién es:

y(t)

5.880

] 4 7.67e-0057441 °

(4.4)

Volumen
| e
/'/
. /
//
*
N
: 4
P

1 /

a 20 40 [=in] g0 100 120 140

Tiempofhoras)

Figura 4.2 Schizosaccharomyces kephir

A continuacién presentamos una tabla donde se muestra la competicién entre los

dos tipos de levaduras.

Tiempo (h) 0 1.5 9 10 | 18 | 19 | 23
C. cerevisiae || 0.375 ] 0.92 | 3.08 | 3.99 | 4.69 | 5.78 | 6.15
C. kephir 0.29 | 0.37] 0.63 | 0.98 | 1.47 | 1.22 | 1.46
Tiempo (h) | 25.5 | 27 38 42 | 455 | 47 -
C. cerevisiae || 991 | 947 | 10.57 | 7.27 | 9.88 | 8.3 -
C. kephir 1.11 | 1.22] 1.1 | 1711096 | 1.84 | -
Tabla 4.3

Nuestro objetivo serd encontrar un modelo que estudie la evolucién de las pobla-
ciones de estas dos especies que compiten por una cantidad de recursos limitados.

Sea x(t) la poblacién de la primera levadura e y(t) la correspondiente a la segunda.
En ausencia de S. Kephir es de suponer que x(t) sigue un modelo logistico; es decir

dx

dt

:alx—agxz.
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Al incorporar la segunda especie se producird una competencia entre ellas, y serd
necesario anadir el término —aszxy. La ecuacion que describe su comportamiento
dindmico sera:

dz 9

— =ar—ayr’ —asxy.

a 1 2 3TY
Del mismo modo,

dy

—~ =by—byy’—b )

i 1Y 2Y 3TY

Recordemos que de experimentos anteriores conocemos los valores de los parametros
ai, as, by, by y sélo necesitamos calcular as, y b3. Las dos ecuaciones diferenciales
dan lugar a un sistema que describe la dinamica de las dos especies de levaduras.
Este sistema no puede resolverse exactamente, de manera que es necesario utilizar
técnicas cualitativas junto con técnicas numéricas para encontrar los pardmetros
desconocidos.

4.3 Analisis cualitativo del modelo

EJERCICIO 4.3.1 Encontrar los puntos de equilibrios del sistema de
ecuaciones diferenciales.

Solucién. Como los puntos de equilibrio son las soluciones constantes z(t) = k; e
y(t) = ko, tendremos que resolver el sistema:

{ r*(a; — asx® — azy*) =0
y*(by —bay* —b3a*) =0

que tiene por solucién

b
Pl:(070)7 P2:(07_1)7 P3:<%70>7
b2 a9

lo que supone la desaparicién de al menos una de las dos especies. Existe ademas,
el punto de corte de las rectas vy = ay — asx™ — azy™ y ro = by — by y™ — b3 2™, que

tiene de coordenadas
a1by — azb; asby — a;bs
P4 — 9 )
a2b2 — agbg a2b2 — CL3b3

lo cual implica la coexistencia de ambas especies.

Existen diferentes casos a estudiar en funcion de los valores de los parametros. Una
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bifurcacién, que como sabemos, es un cambio del comportamiento del sistema de
ecuaciones diferenciales que se produce al variar algunos de los parametros.

Los valores de la Tabla 4.3 sugieren que las dos especies coexisten, aunque los niveles
de poblaciones son bastante bajos.

EJERCICIO 4.3.2 Realizar el estudio cualitativo de nuestro modelo
ajustado:

dt

% — 0.0574y — 0.00976 > — 0.00480 zy,  y(0) = 0.6315

dt

{ dr —0.2586 z — 0.02030 2% — 0.05711zy,  z(0) = 0.4184

Solucién. Los puntos de equilibrio son:
P =(0,0), P,=1(0,588), Py=(12.74,0), P,=(10.37,0.8469).

En la Figura 4.3 se han representado los datos de la Tabla 4.3 y las dos curvas
solucion que ajustan a estos datos.

Volumen
12
L]
10 -
. 5. cerevisiag
| o=
g ] .
/ .
. /./ .
L ]
4 /
R4
2 v
/ 2 'S L] hd
L] |t ¥ o, pn”’ L] *
a 1»-_-5"'4 .
0 5 10 15 20 25 0 » 40 45 50
Tiempo (h.)

Figura 4.3

De forma aproximada, x(50) = 8.9 e y(50) = 0.35, lo cual nos dice que estan
préximos al punto de equilibrio correspondiente al estado de coexistencia, Py. Pero
esta hipdtesis no es cierta, de hecho si simulamos nuestro modelo para valores de
tiempo mayores puede comprobarse que x(500) = 0.01 e y(500) = 5.83. Es decir,
la poblacién maxima de S. cerevisiae se alcanza en x(44) = 8.98 y a partir de este
momento empieza a decrecer. En resumen, cuando el tiempo es suficientemente
grande la levadura S. kephir eliminara a la S. cerevisiae. Este proceso se conoce con
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el nombre de exclusién competitiva y es bastante frecuente entre dos especies en
competencia.

Veamos que a esta misma conclusion podemos llegar por un razonamiento geométrico

AN

o

\ C
\k
A

(0,0) 12.74.0

5 g 10 12 D 14

Saccharomyces cerevisiae

/

=

[ul

Schizosaccharomyces kephir

{10.37, 0.847)

\;

[}
[oul
=

Figura 4.4 Isoclinas nulas del modelo

En primer lugar, dibujamos las isoclinas nulas, es decir aquellos valores que anulan
las derivadas. En la Figura 4.4 hemos dibujado las isoclinas nulas (rectas rojas y
azules) y la solucion en el plano fase. En cada una de las cuatro regiones A, B, Cy D
las soluciones deben tener un comportamiento mondtono. En la region A, tanto x(t)
como y(t) deben de ser crecientes, ya que para valores (z(t), y(t)) pertenecientes a la
regién A sus derivadas 2’(t) e y/(t) son positivas. La solucién continua hasta tocar a
la linea azul o roja, por encima de esta regién (excepto la solucién que une el origen
con el punto de equilibrio P, que se llama separatriz). Dentro de la regién B el signo
de 2'(t) se hace negativo y la solucién gira a la izquierda (la poblacién x(t) decrece)
y tiende al punto de equilibrio (0,5.88), con lo cudl se produce la extincién de la
levadura S. cerevisiae. Del mismo modo, si atravesamos la isoclina roja y pasamos
a la regién D, entonces el signo de la derivada de y(t) es negativa y la poblacién
y(t) decrece y la solucién tiende hacia abajo. Si pudiésemos ver el movimiento en
esta direccién, la solucién tenderfa al punto de equilibrio (12.74,0) y en este caso
S. cerevisiae eliminaria a S. Kephir. Si la soluciéon empieza en la region C, entonces
tanto x(t) como y(t) decrecen y la solucién se mueve hacia abajo y hacia la izquierda
hasta cruzar unas de las isoclinas. Alli es atrapada y tiende hacia uno de los puntos
de equilibrio, dando lugar a la extincion de una de las especies, mientras que la otra
tiende a su capacidad de carga. Solo hay una solucion que dé lugar a la coexistencia
de las dos especies, que es aquella que se dirige a través de la separatriz.
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Figura 4.5 Campo de direcciones

4.4 Analisis numérico del modelo

{

dz _ (9586 — 0.0203022 — 0.05711zy,  x(0) = 0.4184

& — 00574y — 0.00976y2 — 0.00480zy,  y(0) = 0.6315

dt

EJERCICIO 4.4.1 Aplicar el método de Runge-Kutta de cuarto orden
para obtener la solucién numérica del modelo en competencia

Solucién. El método de Rugge-Kutta lo programamos en el Mathematicag. Em-
pezamos introduciendo los datos del problema,

f[x_,y_,z] := 0.2586y — 0.02030y* — 0.05711y * z;
glx_,y_,z| :=0.05744z — 0.009768z2 — 0.004803y * z;a = 0; b = 500;

valor = {0.4184};
cola = {0.6315};
n = 100;

A continuaciéon implantamos el método de aproximacién numérica de este sistema
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de ecuaciones diferenciales con valores iniciales z(0) = 0.4184 e y(0) = 0.6315.

h=(b—a)/n;
nodo = Table[a + ih, {i,0,n}];
For[i =2,i<=n+1,i++,

Y

L1 = g[nodo|[i — 1]],valor|[i — 1

Y

Ji

+ (h/Q])kl cola
)
)

[ I
i - 1]l J]
k2 = f[nodo[[i — 1]] + h/2, valor[[i — 1]] [ —1]] + (h/2)L1];
= g[nodo[[i — 1]] + h/2,valor[[i — 1]] + (h/2)k1, cola[[i — 1]] + (h/2)L1];
k3 = f[nodo[[i — 1]] + h/2,valor[[i — 1]] 4+ (h/2)k2, cola[[i — 1]] + (h/2)L2];
= g[nodo[[i — 1]] + h/2, valor|[i — 1]] + (h/2)k2, cola[[i — 1]] + (h/2)L2];
k4 = f[nodo[[i — 1]] + h,valor[[i — 1]] + hk3, cola|[i — 1]] + hL3];
]

L4 = g[nodo|[i — 1]] + h,valor|[[i — 1]] + hk3, cola[[i — 1]] + hL3];
AppendTo[valor, valor|[[i — 1]] + (h/6)(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)];
AppendTo[cola, colal[i — 1]] + (h/6)(L1 + 2L2 4 2L3 + L4)]; |;

La primera de las graficas de la Figura 4.6, corresponde a la evolucion en el tiempo
de la primera levadura S. cerevisiae y la segunda a S. Kephir

grafRK4 = ListPlot[Table[{nodol[[i]], valor[[i]]},{i,n+ 1}],
PlotStyle— > RGBColor|[1,0, 0]]

(1)

N

%
L] ‘I
2 [ |
[ 5\
Tiempo
100 200 300 400 500
Figura 4.6

gragRK4 = ListPlot|Table[{nodol[[i]], cola|[i]]}, {i,n+ 1}],
PlotStyle— > RGBColor|0, 0, 1]];
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Figura 4.7

La Figura 4.8 muestra las dos graficas superpuestas, y permite observar el triunfo
de la levadura S. kephir sobre la S. Cerevisiae.

Show[grafRK4, gragRKA4]

yit)

At

100 200 300 400 sgo Tiempo

Figura 4.8 Superposicién de las poblaciones de levaduras

ListPlot|Table[{valor[[i]], cola[[i]]},{i,n+ 1}],PlotStyle— >
RGBColor|0, 1, 0], AxesLabel— > {"S.cerevisiae”,”S.Kephir”}];
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Figura 4.9 Abscisas: S. cerevisiae. Ordenadas: S. kephir

NOTAS COMPLEMENTARIAS




Practica b

MODELO LOTKA-VOLTERRA

5.1 Objetivo

En la Practica 4 estudiamos algunas técnicas para hacer el andlisis cualitativo de
una ecuacion diferencial no lineal. En esta practica analizaremos el modelo presa-
depredador, donde nos aparecera un sistema de ecuaciones diferenciales que no puede
resolverse exactamente. Por tanto, necesitaremos emplear métodos numéricos y
cualitativos. En concreto, encontraremos los puntos de equilibrio, linealizaremos el
sistema alrededor de los puntos de equilibrio para hacer el analisis de estabilidad,
demostraremos que las soluciones son periddicas, y por uiltimo lo aplicaremos a un
caso concreto.

5.2 Introduccion

Un ejemplo clasico del modelo presa depredador es el que representa a la poblacion
de linces y conejos de un bosque al norte de Canada. La razon de la frecuencia con
que aparece dicho ejemplo en diferentes textos, es porque la compania Hudson Bay
anoto cuidadosamente las capturas de estas dos especies en el periodo 1800 - 1900, y
se asume que estas capturas son representativas del tamano de las poblaciones. La
Figura 5.1 representa a las capturas de linces y conejos entre los anos 1895 y 1925,
apreciandose un comportamiento oscilatorio con un periodo aproximado de 12 anos.
Nuestro objetivo sera el de construir un modelo que explique de forma matematica
el comportamiento periédico de este sistema. Dicho modelo ha sido elaborado en
teoria y basicamente consiste en lo siguiente.

29
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Sean z(t), y(t) las poblaciones de conejos (presas) y linces (depredadores) respecti-
vamente. La razén de cambio de las presas x'(t) es proporcional en cada momento
al nimero de ellas, (ay2(t)), menos la probabilidad de contacto entre los conejos y
los linces, (aqz(t)y(t)). Es decir,

dx(t

0 ay(t) ~ ase ().

De manera similar, en ausencia de presas la poblacion de linces disminuye a una
tasa proporcional al niimero de ellos, (—byy(t)), y al incluir los conejos su poblacién
aumenta proporcional a la posibilidad de contacto entre las presas y los depredadores
(baz(t)y(t)). Combinando estos factores

dy(t)

= —b1y(t) + bax(t)y(t) .

1916 1920

Figura 5.1 Capturas de linces y conejos en 1895 - 1925

Es evidente que para la realizaciéon de dicho modelo se han efectuado un elevado
niumero de simplificaciones de la realidad. Por ejemplo, no se ha tenido en cuenta la
variacion del clima, las relaciones con otras especies, la presencia del ser humano, y
otros factores muy importantes como son la edad de los animales y su distribucion
espacial. Sin embargo, comprobaremos que este modelo tiene un comportamiento
muy parecido al de la Figura 5.1.

5.3 Analisis cualitativo del modelo

EJERCICIO 5.3.1 Encontrar los puntos de equilibrio del modelo ante-
rior.
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Solucién. Al ser los puntos de equilibrio las soluciones constantes, sus derivadas
2'(t) e y/(t) tienen que ser cero. Tenemos que resolver el sistema

2'(t) = x(a; — agy) =0
y' = y(=by +byx) =0
cuyas soluciones son
by a
P=(0(0) = 0.0, 2= (2]
2 A2
De los puntos de equilibrio encontrados no podemos deducir el comportamiento os-
cilatorio del sistema observado en la Figura 5.1.

EJERCICIO 5.3.2 Linealizar el sistema de ecuaciones diferenciales en
un entorno de los puntos de equilibrio, para estudiar la estabilidad del
sistema.

Solucién Para encontrar el jacobiano definimos las funciones f(z,y) := a1x —asz vy,

g(x,y) := —byy + bz y. Calculamos las siguientes derivadas parciales,
of
%zal—azy ) 6—y=—a296
dg dg
%Zb?y ) a—y:—b1+b2$

y sustituimos en el primero de los puntos P,

J(0,0) = ( %1 _%1 ) .

si calculamos los valores y vectores propios de esta matriz

Ji= {{ala 0}7 {07 _bl}}
Eigenvalues|]]
Eigenvectors|J]

{al, -b1}

{{1, 0}, {0, 1}}

Los resultados muestran que el punto de equilibrio P; = (0, 0) es nodo del tipo punto
de silla, con soluciones que crecen exponencialmente a lo largo del eje x(t) y que
disminuye a lo largo del eje y(t). Las soluciones lineales son de la forma:

(3)-0(3)ren(2)e
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O bien,

z(t) =c e, y(t) =cpe .

Para el segundo de los puntos P, = (b1/bs, a1/as), la matriz jacobiana es
O _aibl
— 2
J(0,0) ( G;ZZ 0 ) :

Sus valores propios son,

J:={{0,—(a2b1)/b2},{(alb2)/a2,0}}
Eigenvalues|J]

{-I Sqrt[al] Sqrt[bl], I Sqrt[al] Sqrt[bl]}

Es decir A = +£v/a1b; = 1w, lo que muestra que P es un centro y sugiere que las
soluciones giraran en torno a él, dando lugar, en este caso, a soluciones periddicas
de las poblaciones. La soluciones son ahora

xz(t) | cos wt n sen wt
y(t) | U\ Asenwt 2\ —Acoswt )

A=l ju

b\ as

con

EJERCICIO 5.3.3 Encontrar las ecuaciones de las 6rbitas del modelo
presa-depredador.

Solucién. Las orbitas del sistema para x,y # 0, son las curvas soluciones de la
ecuacion diferencial de primer orden

@ by by y(—by + byx)

dr a1z — asxy z(ay — asy)

Esta ecuacién es separable, ya que puede expresarse de la forma

a; — asy dy = —b1 + box s

Yy x
Por consiguiente, a; In y — asy + b, In x — byx = k; para una constante k. Tomando
exponenciales en ambos lados de esta ecuacién se obtiene

yal Ibl

a2y eng
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para una constante K. Asi pues, las dérbitas del sistema son la familia de curvas
definidas por la ecuacién

gl = Cem2yym (5.1)

Para probar que las soluciones son periédicas separamos la funcién implicita anterior
en las funciones

Fz) =a7"e Gy) = Ce ®vy™
y las representamos graficamente.
(a) F(z) tiene una asintota vertical en z = 0.

(b) F(z) tiende a infinito cuando x tiende a infinito.
(¢) La derivada de F(z) es
F'(x) = —bya™ "7 e by b1eh2® = g Leb2 (hon — 1) |
que se anula en x = by /by, donde presenta un minimo.
(d) G(0)=0
(e) G(y) tiende a cero cuando y tiende hacia infinito.

(f) La derivada de G(y) es
G'(y) = Cary™ e — Cy™age™ ¥ = Cy™ e ¥ (a1 — any),

que vale cero en y = a;/ay donde tiene un maximo.

FZ;) \ / | GD(;)
" c\ %’ ch

0.08 0.08

0.04 n.04

o 0
a 0 40 &0 80 100 0 20 40 &0 a0

Figura 5.2 Representacién grafica de las funciones F(z) y G(y)
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Por (5.1) sabemos que las funciones F(z) y G(y) deben ser iguales, y si observamos
la Figura 5.2, esto solo es posible si el rango se encuentra entre el valor minimo de
F(z) y el méximo de G(y). Cuando F(z) alcanza el minimo, entonces G(y) puede
tomar dos posibles valores, que corresponden al valor mas alto y méas bajo de la
poblacién de linces (puntos A y B). En el valor maximo de G(y), la funcién F(z)
toma también dos posibles valores, que son los niveles de poblacién més bajo y mas
alto de conejos (puntos C y D). La Figura 5.3 representa a la situacién anterior.

Linces
g0 E

50 /’_\ T~

40

30

/
/
20 (
{
=

/D

| —

———h——— |

0 20 40 g0 Conejos gy

Figura 5.3 Representacién grafica del plano fase

EJERCICIO 5.3.4 En el modelo Lotka-Volterra que venimos estudian-
do, encontrar los niveles medios de las presas y de los depredadores

Solucién. Como ocurre que (Inxz(t)) = 2'(t)/z(t) = a1 — azy(t) se tiene que
1 /
y(t) = —(a1 — (nz (1)) .

a2

El valor promedio de y(t) sobre el intervalo [0, 7] se define como:
1 /7
= t)dt
7 | e,

11 (7 a
= — (lnz@))\dt = — .
Ta /. (a1 — (Inxz(t))") 2

si sustituimos

Razonando de manera similar se prueba que el valor promedio de y(t) es by/by. En
consecuencia, no importa como de grandes sean las poblaciones iniciales de las dos
especies ni importa como sean las variaciones, el promedio en las poblaciones es siem-
pre el mismo. Esta propiedad se puede considerar como la ley de conservacion
de la naturaleza.



5.4 Analisis numérico del modelo 65

5.4 Analisis numérico del modelo

La siguiente tabla muestra el indice de capturas de linces y conejos elaborada por
la compania Hudson Bay entre los anos 1900 y 1920.

’ Ano H Conejos \ Linces H Ano H Conejos \ Linces ‘
1900 30 4 1911 40.3 8

1901 47.2 6.1 1912 57 12.3
1902 70.2 9.8 1913 76.6 19.5
1903 7.4 35.2 1914 52.3 45.7
1904 36.3 59.4 1915 19.5 51.1
1905 20.6 41.7 || 1916 11.2 29.7

1906 18.1 19 1917 7.6 15.8
1907 21.4 13 1918 14.6 9.7
1908 22 8.3 1920 16.2 10.1

1909 254 9.1 1921 24.7 8.6
1910 27.1 7.4 1922 - -

Tabla 5.1 Capturas de linces y conejos en miles

Para poder aplicar el modelo presa-depredador a los datos de la Tabla 5.1, es nece-
sario conocer ay, as, by, by, (0), y(0). Empezamos tomando como valores iniciales
x(0) = 30 e y(0) = 4. Para encontrar el resto de los pardmetros debemos tener en
cuenta los valores medios

Si elegimos los datos comprendidos entre dos valores maximos (o minimos) y hace-
mos su media, podemos estimar Z(t) e g(t). Por ejemplo, en el caso de los conejos
consideraremos la poblacion comprendida entre los anos 1903 y 1913

7744 36.3+20.6 +18.1+21.4 422 + 254+ 27.1 +40.3 + 57

10 =34.6,
y para los linces los comprendidos entre 1904 y 1915
594 +41.7+19+13+83+91+ 74+ 8+ 123+ 19.5+45.7 _ 9919
11
De esta manera.
B = 2 Z3u6, g =D =221, (5.2)

by a2
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Todavia necesitamos otras dos ecuaciones para poder estimar todos los coeficientes.
Para ello razonamos de la siguiente manera: cuando la poblacién de depredadores
sea muy baja, es de esperar que las presas estén creciendo de manera exponencial.
A partir de esta hipdtesis calcularemos a;. En efecto, en la Tabla 5.1 observamos
que una poblaciéon baja de linces, y al mismo tiempo un crecimiento rapido de los
conejos, corresponde al ano 1910. Para estos anos los datos son x(t) = 27.1 en 1910
y x(t+ 1) = 40.3 en 1911. Si sustituimos en la férmula del crecimiento exponencial
x(t) = x(0)e™?, se obtiene

40.3
40.3=271e" = a;=I (ﬁ) =0.397. (5.3)

En el otro caso, una poblacién muy baja de conejos que implica un ritmo elevado en el
descenso de la poblacién de linces, se da en el afio 1905. Sean y(0) = 41.7,y(1) = 19,
si sustituimos en y(t) = y(0)e "¢,

19

19=41.7¢™™ = —In(—
9 Te = b n(417

) =0.786. (5.4)

De las expresiones (5.2, 5.3, 5.4) deducimos
x(0) =30, y(0)=4, a =04, ay;=0.018, b =038, b =0.023, (5.5)
que nos permiten escribir nuestro modelo presa-depredador
2'(t) = 0.4x(t) — 0.018z(t)y(t) ; x(0) =30

(5.6)
y'(t) = —0.8y(t) + 0.023z(t)y(t) ; y(0) =4

EJERCICIO 5.4.1 Utilizar el método de Runge-Kutta de cuarto orden
para la resolucién numérica del sistema de ecuaciones diferenciales (5.6).

Solucién. Empezamos introduciendo los datos

flx_,y_,z] := 0.4y — 0.018yz;
glx_,y_,z] := —0.8z + 0.023yz;
a=0;

b = 22;

valor = {30};

cola = {4};

n = 200;

h=(b—a)/n;
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construimos los nodos

nodo = Table[a + ih.{i,0,n}];

y encontramos los valores de Ly, Lo, L3, Ly, K1, Ko, K3, Ky.

For[i =2,i <=n+1,i+ +,K1 = f]nodo[[i — 1]], valor][[i — 1]], cola[[i — 1]];
L1 = [nodo[[l — 1]], valor[[i — 1]], cola[[i — 1]]];

K2 = f[nodol[[i — 1]] + h/2,valor[[i — 1]] + (h*K1)/2, colal[i — 1]] + (h*L1)/2];
L2 = g[nodo[[i — 1]] + h/2,valor[[i — 1]| + (b *K1)/2, cola[[i — 1]] + (h*L1)/2];
K3 = f[nodo[[i — 1]] + h/2,valor([i — 1]] + (h*K2)/2, cola[[i — 1]] + (h * L2)/2];
L3 = g[nodo|[i — 1]] + h/2,valor[[i — 1]] + (h % K2)/2, cola[[i — 1]] + (h * L2)/2];
K4 = f[nodol[i — 1]] + h, valor|[i — 1]] + hK3, cola[[i — 1]] + hL3];

L4 = g[nodo|[i — 1]] + h, valor|[i — 1]] + hK3, cola[[i — 1]] + hL3];
AppendTo[valor,valor|[i — 1]] + 1/6 x h * (K1 4 2K2 + 2K3 + K4)];
AppendTo[cola, cola[[i — 1]] + 1/6 xh * (L1 4+ 2L2 + 2L3 4 L4)]; |;

Construimos la grafica que nos muestra la evolucion de las presas

grafical = ListPlot|[Table[{nodo[[i]], valor[[i]|},{i,n+ 1},PlotStyle— >
RGBColor|[1,0,0],PlotJoined— > True];

la grafica que nos muestra la evolucién de los depredadores

grafica2 = ListPlot[Table[{nodo[[i]], cola[[i]]},{i,n + 1},PlotStyle— >
RGBColor|0, 0, 1],PlotJoined— > True];

y finalmente introducimos los datos de la Tabla 5.1

conejos = ListPlot[{{1,30},{2,47.2}, {3,70.2}, {4,77.4}, {5,36.3}, {6,20.6},
{7,18.1}, {8, 21.4}, {9, 22}, {10,25.4}, {11, 27.1}, {12, 40.3}
,{13,57},{14,76.6},{15,52.3},{16,19.5}, {17, 11.2}, {18, 7.6},
{19,14.6},{20,16.2},{21,24.7}}, PlotStyle— > RGBColor|1,0, 0]

linces = ListPlot[{{1,4},{2,6.1},{3,9.8},{4,35.2}, {5,59.4},
{6,41.7},{7,19},{8,13},{9,8.3},{10,9.1}, {11,7.4}, {12, 8},
{13,12.3},{14,19.5}, {15,45.7}, {16,51.1}, {17,29.7}, {18, 15.8}, {19,9.7},
{20,10.1},{21,8.6}},PlotStyle— > RGBColor|0, 0, 1]]



68 Practica 5 Modelo Lotka-Volterra

Poblacion
S0

B Datos conejos
m— Ajuste conejos
® Datos linces
— fjste linces

=1]

40

Z0

Tiempo (Afio)

Figura 5.4 Ajuste de los datos

A continuacién dibujamos las orbitas

grafica3 = ListPlot|Table[{valor[[i]], colal[i]]},{i,n + 1},PlotStyle— >
RGBColor|0,1,0],PlotJoined— > True];

y representamos la nube de puntos correspondientes a las poblaciones de conejos y
zorros de la Tabla 5.1

grafica4 = ListPlot[{{30,4},{47.2,6.1},{70.2,9.8},{77.4,35.2}, {36.3,59.4},
{20.6,41.7},{18.1,19}, {21.4,13},{22,8.3},{25.4,9.1},{27.1, 7.4},
{40.3,8},{57,12.3},{76.6,19.5}, {52.3,45.7}, {19.5,51.1}, {11.2,29.7},
{7.6,15.8},{14.6,9.7},{16.2,10.1},{24.7,8.6} }]

Poblacion linces /,_-\ \

ol 7 w \
50 5
| ]
4n .
30

20 = -
- :
L] [ ]
10 sl I
= L it

Foblacién conejos

20 40 (=1 (=18

Figura 5.5 Ajuste de las 6rbitas
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Practica 6

CONSTRUCCION DE
MODELOS DINAMICOS CON
VENSIM PLE

6.1 Objetivo

El proposito de esta practica es dar unas breves ideas que nos ayuden a fami-
liarizarnos con la construccion y simulacion de modelos de sistemas dinamicos usan-
do el programa Vensim PLEg.

6.2 Introduccion

Una manera interesante de poder resolver un problema cientifico, es hacer uso de
un modelo matematico. La modelizacion es un tema que en los ltimos anos ha
adquirido una gran importancia, por la naturaleza y la complejidad de los problemas
a los que se aplica. Las razones que justifican esta gran expansion, hay que buscarlas
en el importante desarrollo que ha tenido el uso del ordenador, la aparicién de
nuevas teorias matematicas y el analisis de sistemas. Uno de los programas mas
faciles de utilizar para construir y posteriormente simular un sistema dinamico es
Vensim PLEg. Ademds presenta la ventaja anadida de utilizar el sistema operativo
Windowsg).

Comenzaremos la practica construyendo un modelo econémico muy simple que nos
analice la evolucién del déficit, y posteriormente construiremos y simularemos los
modelos mas sencillos que estudian el crecimiento de poblaciones.

71
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6.3 Construccion de modelos dinamicos

6.3.1 Introduccién

Para comenzar necesitamos cargar el programa. Al abrir por primera vez Vensim PLEg
nos aparecerd la siguiente pantalla.

+]

Sl=lE]| S| *[5@| BFe kot ] &[=]0)
Bellh uboinl || o] W x| v

DR |7 o2

Ml Miewl  [@  TimesMewRoman [12]b]iuls[EEINS=20k%

Para empezar a trabajar en un nuevo modelo seleccionamos New Model en el menu
file, y el programa nos mostrara el siguiente cuadro de didlogo.

En primer lugar debemos elegir el horizonte temporal del modelo (cuando debe
comenzar y acabar la simulacién), el paso temporal apropiado (como deseamos exac-
tamente que simule nuestro modelo), y la unidad de tiempo. En nuestro ejemplo, el
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déficit se iniciara en 1988 y deseamos acabar la simulaciéon en el ano 2010. Como paso
temporal seleccionamos 0.25 anos. Finalmente, cambiamos la unidad del tiempo de
mes a ano. Para finalizar hacemos clik en OK con el raton.

Para darle un nombre al modelo, elegimos Save as del mend file e introducimos
el nombre deseado. El programa asignara automaticamente la extension .mdl al
nombre del archivo, y estamos en condiciones para construir nuestro modelo.

6.3.2 Niveles (stock), Flujos (Flow) y estructuras de re-
troalimentacién (feedback)

El area grande vacia en la mitad de la pantalla es el area de trabajo. Los diferentes
botones en el borde superior del area de trabajo representan las distintas “herra-
mientas” disponibles para trabajar con el modelo. La barra superior contiene a
la barra del titulo, la barra de herramientas principal y las herramientas del es-
critorio. La barra de herramientas principal consiste en dos conjuntos: operacién
con archivos, que controla las funciones standard con archivos (abrir, cerrar,
grabar, imprimir, cortar, copiar y pegar)

q Yensim:C:\basuratborrar. mdl Var:FINAL TIME
File Edit ¥Yiew Model Toolz “Windows Help

al=E| 2| #[Ee® BEFE]gcwen || 2|0

([ & || B V| W €] w
<l

@

DDC

=4

&

L= wa =  Deuda
Fg, Deeficit federal neto

Figura 6.1

Ademas estan las herramientas de simulacion y graficos que nos permiten realizar
distintas simulaciones y diferentes representaciones graficas. Las herramientas de
escritorio nos permiten construir los distintos componentes de un modelo. Las herra-
mientas de la barra de estado nos permiten cambiar la forma del diagrama. Las
herramientas de andlisis a la izquierda de la ventana se utilizan para analizar el
modelo y entender su comportamiento.
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Comenzamos dibujando un nivel que representara a la Deuda federal pendiente de
pago de nuestro modelo. Hacemos clic en el botén correspondiente de la barra de
herramientas del escritorio (tercero por la izquierda) y a continuacién volvemos a
pulsar el botén correspondiente. Tecleamos la palabra Deuda y pulsamos la tecla
Enter.

Ya hemos creado la primera variable en nuestro modelo, el nivel de dinero que consti-
tuye la Deuda federal. Ahora anadimos un flujo de entrada a la Deuda . Pulsamos
en el quinto de los iconos de la barra de herramientas y nos situamos a la izquierda
de la variable Deuda, pulsamos el ratén y posteriormente nos desplazamos hasta
situarnos dentro del rectangulo del nivel flujo, en este momento volvemos de nuevo
a pulsar el boton izquierdo del ratén. El programa nos dara una caja de texto vacia
y el cursor parpadeante. Tecleamos déficit federal neto y pulsamos la tecla Enter.
Nuestra pantalla tiene ahora el aspecto que aparece en la Figura 6.1. Observemos
que el dibujo de la nube representa la frontera del modelo. En este caso la nube
nos indica que no debemos preocuparnos, por el momento, de donde viene el déficit.
Pero debemos ser cuidadosos hacia donde va dicho flujo, ya que lo estamos acumu-
lando en el nivel Deuda.

C| Yensim:C:\proyect.. Asimulal.mdl ¥ar:FINAL TIME

File Edt “iew Model Toolz ‘Windows Help
Blzle] &) b= Bl simen | sl2(0]
pell™ dbfiinl ]| [dn] W] @] w
iE
@
E
2
W Deuda
E Deficit fe deral netn
/ \
By
Ingresos netos (Gasto total
Figura 6.2

Si deseamos borrar algo del escritorio, elegimos el undécimo de los iconos de la
barra de herramientas (comecoco) nos situamos encima de lo que deseemos borrar
y pulsamos el botén del raton. También podemos cambiar el nombre del nivel
Deuda. Elegimos el tercer botén de la barra de herramientas, pulsamos encima del
nivel Deuda y escribimos el nuevo nombre.
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Ahora necesitamos crear las variables necesarias para determinar el flujo déficit
federal neto. Asumamos que esta determinada por dos variables, Ingresos netos
y Gasto total. Seleccionamos el segundo de los iconos (VAR) y anadimos estas dos
variables al modelo. Estas variables no estan conectadas a la valvula o a la caja y
reciben el nombre de variables auxiliares. Para mostrar graficamente que el déficit
federal neto esta determinado por las variables auxiliares, tenemos que conectarlo
a través de flechas. En primer lugar, elegimos de la barra de herramientas el cuarto
de los botones, pulsamos encima de la variable auxiliar Ingresos netos y arras-
tramos el raton hasta colocarnos encima del flujo déficit federal neto, finalmente
volvemos a pulsar el botéon del raton.

File Edit “iew Model Toolz Windows Help

A== & 2|\ 2FE

S ICurrent J .@' %l@'

Bel[ % g ] e]an] | 2@

i{g

2|

E

B = Denda

DEﬁClt fe clera.l neto +

=

.

= Ingresos netos Gasto total Pagp intereses

‘ki,//)

Otr t i
05 gastos Tasa de interes

Figura 6.3

Si pulsamos en el primer botén de la barra de herramientas (aquella que tiene dibuja-
da una flecha) entonces podemos seleccionar la variable que hemos creado y moverla
por la pantalla. También podemos pulsar en el pequeno circulo que tienen las flechas
y cambiar su curvatura. En este momento nuestro modelo tiene el aspecto que mues-
tra la Figura 6.2.

Ahora deseamos simbolizar en el diagrama la manera como afectan las variables
auxiliares al flujo que hemos construido. Un incremento de los Ingresos netos
hace disminuir la Deuda, mientras que un incremento del Gasto total ocasiona un
aumento del déficit. Seleccionamos el primer botén de la barra de las herramientas
(el que tiene dibujada una flecha), elegimos el circulo de la flecha que deseamos
etiquetar con (+) o (-). Ahora, pulsamos con el ratén la tecla +-S0 que est4 situada
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en la barra inferior del escritorio (segunda por la derecha) y aparecerd un menu
del que elegimos el valor que nos interese. Repitiendo los pasos anteriores debemos
completar el modelo hasta que tenga el aspecto de la Figura 6.3.

Finalmente, si deseamos etiquetar de forma positiva el ciclo de retroalimentacion
que hemos creado, procedemos de la siguiente manera: Elegimos el noveno de los
botones de la barra de herramientas del escritorio y pulsamos en el centro del ci-
clo de retroalimentacién. Después de pulsar en el centro del ciclo, nos aparecera el
cuadro de didlogo situado a la izquierda de la Figura 6.4.

Options for Atiow from Gasto total to Deficit federal neto Editing equation for - Deuda
_ [pelich e el i
¥ Biiovhead [~ Delsy making  Color __1 sirEy o
-~ Line Style/Thickness Iridizi
.
: _ Time_ Unda] 7] 8] 8]+
(‘—-(‘—("—(‘—-(‘_ Level =] & 5] =
= | Memal F| 1]2] ]
Polarit T Sioemeriy [ 5] 0] 1
- Folanty Help- % =
CMNere &« C- C S5 (0 C Other s “"J‘U'T'
Pasition polarity mark at the
€ Anowhead + Handle onthe : t;:"*
& Inside C Outside  of the amow's curve :
™ Hidden Guap I ___.___]____j______ju___j__mJ
E_}‘Mt Ao rampios S oo
_Cancel | e e R

Figura 6.4

6.3.3 Especificacién de las ecuaciones

Una vez que hemos construido nuestro modelo, necesitamos escribir las ecuaciones
para cada una de las variables. La formulacién de las ecuaciones es un paso fun-
damental en el proceso de construccion de un modelo dinamico. Para comenzar a
escribir las ecuaciones, pulsamos el tltimo de los botones (y = z?) de la barra de
herramientas del escritorio. Entonces se iluminaran las variables de nuestro diagra-
ma en el escritorio. Una variable iluminada nos indica que la ecuaciéon para esa
variable estd incompleta. Las variables se clasifican en exdgenas o enddgenas. Las
variables exdgenas son aquellas que no forman parte del ciclo de retroalimentacion.
La Deuda de nuestro modelo tiene tres variables exdgenas (Ingresos netos, Otros
gastos, Tasa de interés) y cuatro variables enddgenas.

Comenzamos escribiendo las ecuaciones para las variables exdgenas. Pulsamos en
la variable iluminada Ingresos netos. Entonces veremos el cuadro de didlogo que
aparece a la derecha de la Figura 6.4. Una buena practica en la construccién de
modelos requiere que cada ecuacion en un modelo tenga tres elementos: la ecuacion,
la unidad de medida y un comentario completo. Para escribir una ecuaciéon para
los Ingresos netos asumimos que éstos son constantes, y necesitamos introducir
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el nimero apropiado. En 1988 los Ingresos netos fueron aproximadamente de
9 x 10'2 délares anuales. Ahora, necesitamos rellenar las unidades. Los ingresos
son una variable del flujo, por lo tanto una unidad apropiada para esta ecuacion
es ddlares/year. Finalmente, necesitamos dar una descripcién de esta ecuacion.
Podemos por ejemplo escribir el siguiente texto: Hemos asumido como constante el

Ingreso neto, con un valor de 9 billones de délares anuales, basado en el valor actual
de 1988.

IIngresu:us nekos | vl (el

9211

s

I
Typet. U”dolllil 9| +| Wanables |Functinn3| More |

I"f'\"u:'"h‘f"-IIJ jv {[[]]}l ilil B - Chooze Yariable... | IInputs j
IanmaI j Llil 3

[ Supplementary llil A

_teip | 0] 1]

itz IdélaresNear J
G Hemns azumido como conztante el Ingrezo neto, con wn valor de 3 |
i billonez de dalares anualez, bazadao en el walor actual de 1338
=
Group: |- vI Mitibd 2w INf-'n. IN.-'B. GoToo Prew I Mext | Hilite: | Choose I Mew |
Erars: | Equation Madified j
ok | Check Syntax | Check Model | Delete Variable | Cancel |

Cuando pulsamos OK volvemos al escritorio y apareceran iluminadas todas las varia-
bles del diagrama excepto aquellas que hemos completado sus ecuaciones (Ingresos
netos). A continuacién proseguimos con el proceso de escribir las ecuaciones para
el resto de las variables exdgenas. Para ello utilizaremos la siguiente informacion:

e Los gastos, excluidos los intereses de la deuda, fueron aproximadamente de
900 billones de dolares en 1988.

e FEl porcentaje de interés de la deuda nacional en 1988 fue alrededor del 7%
anual.

Ahora nos debemos centrar en las variables endégeneas. Escribir las ecuaciones para
los niveles y los flujos es ligeramente diferente. Empecemos por el nivel Deuda, para
ello pulsamos de la barra de herramientas del escritorio el botén de las ecuaciones
(y = x?) y posteriormente pulsamos dentro del nivel Deuda. Nos aparecerd la si-
guiente ventana de didlogo
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E diting equation for - Deuda I
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I
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Group: ﬁ Mink au: W GoTo: Prev | M ext | Hilite: | Ehu:u:usel Newl
Erors: | E quation Modified j
[ ok | Check Syntax | Check todel | Delete Variable | Cancel |

Al contrario que los flujos y las constantes, los niveles requieren especificar un ele-
mento adicional en su formulacién. Después de escribir la ecuacién, en primer lugar
necesitamos un valor inicial. Escribimos la ecuacion para el nivel en la caja corres-
pondiente a la palabra Integ, que son las iniciales de Integrate. Significa que el
nivel en cualquier momento en el tiempo es igual a la suma de todos los flujos de
entrada, menos los flujos de salida, més el valor inicial.

Cuando creamos el diagrama con el nivel, los flujos, y la retroalimentacion, habiamos
conectado el déficit federal neto al nivel Deuda. El programa captura esta de-
pendencia entre el flujo y el nivel, proporcionando una lista de las variables que se
requieren y aparecen a la derecha de la caja de didlogo de la ecuacién . (La varia-
ble que estamos formulando Deuda, también aparece por si misma en la caja de
las variables, pero nosotros solo necesitamos la entrada correspondiente al Déficit
federal neto.) Debajo de la caja Integ estd la correspondiente al valor inicial. En
este lugar colocamos nuestro punto de partida para el correspondiente nivel. En
1988 la deuda federal era aproximadamente 2.5e12 de ddlares. Escribimos por tanto
2.5e12, con lo cual completamos todas las especificaciones para la Deuda. Es decir,
la Deuda es simplemente la acumulacion del déficit federal neto desde 1988 anadida
al valor inicial.

A continuacién necesitamos especificar las ecuaciones para las variables auxiliares y
el flujo. Usando la herramienta de las ecuaciones (y = x?), y pulsando sobre el Pago
de intereses, nos aparecerd la ventana de didlogo correspondiente a esta variable.
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Esta caja es idéntica a la anterior, y nos aparecen dos variables en su correspondi-
ente caja. Estamos obligados a usar estas dos variables en nuestra ecuacién. Cuando
dibujamos el diagrama del modelo, habiamos conectado con flechas la variable Deu-
da y la constante Tasa de interés a la variable Pago de intereses. Si intentamos
escribir la ecuacién sin hacer uso de estas dos variables, Vensim PLEg nos dara un
mensaje de error.

La cantidad de interés pagado es igual a la deuda actual que tenemos en el ni-
vel multiplicada por la tasa de interés. Para introducir esta ecuacién, pulsamos la
variable Deuda de la caja de las variables, a continuaciéon introducimos el signo
* de multiplicar y a continuacién volvemos a pulsar Tasa de interés de la caja
de las variables. Para completar la ecuacién, necesitamos especificar las unidades,
Délares/year, e introducir un comentario adecuado para esta variable. Seguimos
un proceso similar para completar el modelo.

6.3.4 Usando las herramientas de analisis de la estructura
del modelo

El programa tiene cinco herramientas para analizar y entender la estructura de nues-
tro modelo, pero la mas importante de ellas es la herramienta de revisar (unit -
checking). Lo més importante en las ecuaciones de cualquier sistema dindmico es
su consistencia dimensional, que es tanto como decir que las unidades de medida
deben ser las mismas a la izquierda y a la derecha de una ecuacion. Por ejemplo,
supongamos que hemos elegido como unidades en la Deuda los ddlares y en la Tasa
de interés délares/year. Sipulsamos en Units Check nos aparecera el siguiente
mensaje de la Figura 6.5 (izquierda),

Stop from Yenszim Meszzage from Venzim [ <]

Q There were 2 unit ermors discovered. @ rits are A, 0. k..

Figura 6.5

el problema es que, en este ejemplo, la ecuaciéon Pago de intereses no estd con-
sistentemente dimensionada: el lado izquierdo y el derecho de la ecuacion tienen
unidades diferentes. Los Intereses pagados estdn medidos en ddlares por year.
La Deuda, al ser un nivel, estd medida en ddlares. Si multiplicamos Deuda por
algo con unidades en ddlares/year el resultado estard medido en délares2 /year y
aqui aparece el error. La unidad apropiada para la Tasa de interés es 1/year.
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Si la introducimos en el lugar apropiado y pulsamos Units Check nos aparecera el
mensaje de la Figura 6.5 (derecha).

6.3.5 Simulando el modelo

El programa que estamos utilizando también tiene herramientas para analizar el
comportamiento de nuestro modelo. Para ejecutar una simulacion debemos pulsar
el icono del hombre corriendo en la barra de herramientas superior, Vensim PLEg
nos mostrara la siguiente ventana de dialogo:

Question from Yensim E

@ [ratazet Current already exiztz. Do wou want to ovensrite it?

Mo | Cancelar |

Si deseamos crear otra base de datos, pulsamos No, en caso contrario si queremos
sobreescribir pulsamos Si, y empezard la simulacién de nuestro modelo. Si hemos
pulsado No debemos guardar los datos con un nombre (por ejemplo simulal), y a
continuacion pulsamos Save.

Una vez que la simulaciéon se ha completado, podemos mirar los resultados. Tenemos
muchas opciones diferentes, pero la més til es la herramienta grafica. Para crear
un grafico de la Deuda debemos seleccionarla en primer lugar. Para visualizar
el grafico, pulsamos el sexto de los botones en la barra de herramientas vertical
(barra de herramienta de analisis). Para el afio 2010, bajo los supuestos realizados,
la deuda federal sera de mas de 10 trillones de ddlares, cuatro veces la deuda de 1988.

|0 (=8 7] Graph for Deuda

Graph for Deuda
1.15072e+013 1

9.2553%:+012 /
7.00359:+012
475184012

25e+012

1988 1992 1956 2000 2004 2008
Titne (Year)

Deuda : Current + + + + % + i - + + délares
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El programa tiene otras maneras diferentes de presentar el resultado de la simu-
laciéon. Pulsando el quinto de los botones de la barra de herramientas de analisis,
nos aparecera un grafico de la variable seleccionada, con todas las variables que la
determinan. También podemos presentar las salidas en forma de tablas, eligiendo el
pentltimo de los botones de la barra de herramientas de analisis.

Una vez que hemos realizado una simulacién, podemos ejecutar diferentes simula-
ciones modificando por ejemplo la tasa de interés anual. Supongamos que ésta fuera
un 5.5% en lugar de un 7%. Para ello pulsamos el botén correspondiente a las ecua-
ciones (y = x?) y cambiamos el valor en la variable adecuada. Volvemos a realizar
la simulacion y obtenemos el siguiente resultado.

e [nN (== (W] Graph for Deuda Oj=
Graph for Deuda
1.15072e+013

8.2553%e+012
7.00358:+012
4.7518e+012

2.5e+012

1988 1982 1986 2000 2004 2008
Timne (Year)

Deuda : Current t 5 + 1 + 1 1 3 1 5 délares
Deuda : sepunda délares

El programa nos permite crear nuestros propios graficos, para ello elegimos el tltimo
de los botones (el reloj) de la barra de herramientas superior y nos aparecera la sigu-
iente ventana de didlogo

Control Panel I

Variablel Time Axisl Scaling Datasets IGraphsl Placeholdersl
Avvailable Loaded
Current

segunda
»]

Delete | Load From... |

[~ Keepontop
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Practica 7 jmsis

SIMULACION DE MODELOS
POBLACIONALES

7.1 Objetivo

En esta practica construiremos, simularemos y analizaremos diversos modelos sim-
ples que estudian el crecimiento de poblaciones, a través del programa Vensim PLEg).

7.2 Flujos constantes

En primer lugar tenemos que crear el nivel llamado POBLACION. El tamano de
la poblaciéon en cualquier momento es igual al nimero de personas que han entra-
do al nivel (a través de los nacimientos, inmigracién, o cualquier otro proceso de
entrada) hasta ese momento, menos las que han salido del nivel (por mortalidad,
emigracién, etc.) hasta ese momento.

Nuestra POBLACION, por ahora, no tiene manera de cambiar ya que no tiene
entradas ni salidas. Vamos a anadirle una entrada. Construimos un flujo de entrada,
y le ponemos de nombre nacimientos. El circulo que aparece en el centro recibe
el nombre de convertidor. Dependiendo de la senal generada por el convertidor, el
grifo puede abrirse para admitir mas volumen de entrada, o estar completamente
cerrado, para que nada fluya, o a veces situarse entre los dos extremos. Juntos, el
circulo y el grifo controlan la velocidad del flujo. Observamos que al dibujar el flujo
nos aparece una nube. La nube es el simbolo que el programa utiliza para indicarnos
que no tenemos que preocuparnos de donde fluye el flujo, y ademéds nos definen la

83
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frontera del modelo. En nuestro caso no debemos preocuparnos de donde viene el
flujo de los nacimientos (por ejemplo, del nivel de huevos fertilizados). Finalmente
debemos establecer las relaciones algebraicas.

EJERCICIO 7.2.1 Un determinado pueblo tiene 5000 habitantes. Ca-
da ano, aproximadamente nacen 150 bebés. Nuestro objetivo es el de
estimar la poblacion en los proximos anos.

Solucién. Del enunciado del problema se desprende que

e POBLACION: valor inicial = 5000; unidades: Personas.
e nacimientos: 150; unidades = Personas/ano.

-:| Yensim:C:\proy__. \poblacionT.mdl Var:FINAL TIME

File  Edit Wiew odel Todls Windaws - Help
al2(E] S| &[e@] BFEE]scuen ] s[=]0]

Y T P T

{ j=——————o—P-POBLACION
nacimientos

Figura 7.1 Diagrama causal

Finalmente debemos ejecutar el programa y analizar los resultados

12,500 Personas
200 Personas/Year

2750 Personas
150  Personas/Year

o

53,000  Personas
100 Personas/Year

0 10 20 30 40 50
Time (Year)

FORLACION : Current 1 + + + + 1 + +  Personas
nacitnientos | Current PersonasiTear
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EJERCICIO 7.2.2 Ahora necesitamos algo mas de informacioén sobre el
pueblo. Nos hemos enterado que nacen 150 personas cada ano, pero
también mueren 75 personas cada ano. Analizar la evolucién de la
poblacién en los préximos anos.

Solucion. Construimos un flujo de salida y le denominamos muertes, e introduci-
mos las ecuaciones:

e muertes = 75; unidades = Personas/Ano.

A continuacién procedemos a simular el modelo.

8.750 FPersonas
200  Personas/Year
80 PersonasiYear 3
6,875 Personas /
150 &

FPersonas(T ear

70  PersonasiYear

5,000 Fersonas
100 PersonasiYear
60 PersonasiYear

0 10 20 30 40 30
Time (Year)
POBLACION : Current 1 1 1 1 1 1 1 + Personas
nacimentos | Current 2 2 2 2 2 2 2 Personas/ Y ear
muertes : Current 3 3 3 3 = = 3 3 Personas/ T ear

. Por qué aumenta la poblacién?. En el grafico podemos ver que la linea correspon-
diente a los nacimientos esta por encima de la linea correspondiente a las muertes.
Cada ano nacen 150 personas y mueren 75, de este modo la poblacién se incrementa
en 75 personas al ano. La poblacion se comporta como el agua en una banera. Si el
agua que entra es mayor que la que sale, el nivel del agua en la banera se incrementa.

EJERCICIO 7.2.3 Ahora tratemos de situarnos en otro escenario:
Supongamos otro pueblo B que tiene hoy 5000 habitantes. Una media
de 50 bebés nacen por ano, y sin embargo una media de 125 personas
fallecen al ano. ;Qué sucedera en el pueblo en los préximos anos.?

Solucién. Procedemos de la misma manera que en el ejercicio anterior introducien-
do los nuevos datos y obtenemos la gréfica siguiente.
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5,000 Personas
60  Fersonas/Y ear

200 Personas/Tear

3,125 Personas

50 Personas/Year &
150 Personas/Year \
1,250 Ferszonas 3

40 Personas/Year
100  Personas/Y ear

] 10 20 30 40 50
Time (Year)
POBLACION : Current 1 3 3 1 3 1 3 +  Personas
nacimientos | Current 2 2 2 2 2 2 2 Fersonas/Year

5]
(A5
[AK)
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K]

5]

muertes : Current 2 3 3 Personas/Year

A diferencia del primer pueblo, en el B el flujo de las muertes es superior al flujo de
los nacimientos, por esta razén la poblacién decrece en el tiempo.

7.3 Retroalimentacién (Feedback)

Si realizamos la simulacién para los proximos 100 anos, la poblacion de B llega a
ser negativa en 2.500 personas, lo cual es imposible. ;Por qué se comporta de ésta
manera el modelo?. Como sabemos, cada ano nacen 50 nuevos bebés, y mueren
125 personas, de tal manera que en cada ano la poblacién decrece en 75 personas.
Después de 65 anos habra descendido a 5000-65*75=125 personas. De manera que
durante los proximos anos de mantenerse este comportamiento, la poblacién sera
negativa.

La razén de que nuestro modelo no se comporte de forma realista es que hemos
simplificado enormemente los flujos de nacimientos y muertes. No hay forma de que
el flujo de las muertes pueda ser mas grande que la poblacién en ese momento. En la
vida real, la tasa de muertes de una poblacién depende del tamano de la poblacion
actual. Lo mismo le ocurre, evidentemente, a la tasa de nacimientos.

Habiamos supuesto inicialmente que las tasas de nacimientos y muertes en ambos
pueblos eran constantes. Lo hicimos porque estabamos interesados en hacer la si-
mulacion en un periodo corto de tiempo, por ejemplo 12 anos. En 12 anos, los bebés
que nacen llegan a ser muchachos - as, pero no contribuyen al crecimiento de la
poblacién. Sin embargo, cuando decidimos realizar la simulaciéon para 100 anos, ya
no podemos suponer que las tasas de crecimiento y muerte sean constantes.

. Qué es lo que realmente determina la tasa de nacimientos?. Diremos que el niimero
de nacimientos por ano es una fraccion de la poblacién existente. Para cualquier
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ano, el nimero de nacimientos dependera del tamano que la poblacién tiene en ese
ano. Nosotros mostramos la dependencia con un conector (el cuarto botén de la
barra de herramientas del escritorio -flecha arqueada-).

e Seleccionamos el icono del conector.
e Nos situamos sobre el nivel POBLACION.

e Con el ratéon pulsado, lo movemos hasta hacer contacto con el flujo nacimien-
tos.

e Podemos cambiar la curvatura del conector, seleccionando el primer icono de
la barra de herramientas del escritorio (flecha), y pulsando sobre el circulo
pequeno del conector. Nos desplazamos con el ratéon hasta darle la forma
deseada.

Cuando hemos conectado la POBLACION con los nacimientos, estamos dicien-
do que la ecuacién para los nacimientos debe contener la variable poblacion, por lo
tanto la ecuacién anterior 150 personas/year, no serd valida. Necesitamos redefinir
nuestro flujo.

Habiamos dicho que la tasa de nacimientos sera una fracciéon de la poblacién exis-
tente. La fraccion representara la fertilidad de la poblacién, es decir, con qué fre-
cuencia se reproduce la poblaciéon. El primero de los pueblos tenia una poblacion
al inicio de 5000 personas y una tasa de nacimientos de 150 personas/year. Para
calcular la fraccién de nacimientos dividiremos los nacimientos por la poblacion
y de esta manera obtendremos la fracciéon de nacimientos por persona que viven en
el pueblo. La fraccién de nacimientos sera de 150/5000=0.03, es decir, el 3% anual.
De la misma manera, como en el segundo pueblo habia inicialmente 5000 personas
y la tasa de nacimientos era de 50 personas por ano, la fracciéon de nacimientos
serda de 50/5000 = 0.01.

Para poner la variable fraccion de nacimientos en el diagrama de nuestro modelo,
procedemos de la manera siguiente

e Seleccionamos el botén correspondiente a las variables (segundo por la derecha
-VAR-).

e Nos situamos en el lugar deseado del escritorio y pulsamos el boton izquierdo
del ratén.

e Liscribimos fraccion de nacimientos.

e Conectamos esta variable con el flujo nacimientos.

Necesitamos reescribir las ecuaciones del modelo. Seleccionamos el botén corres-
pondiente a las ecuaciones (y = x?), y pulsamos sobre la variable fraccién de
nacimientos
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Tecleamos 0.03 en la caja de las ecuaciones.
Como unidad escribimos (personas/year)/personas = 1/year.

Comentario: La fraccion de nacimientos para el pueblo se ha calculado divi-
diendo la tasa de nacimientos por la poblacion. La fraccion de nacimientos
representa la fertilidad de la poblacion.

Pulsamos O.K.

Ahora debemos redefinir las ecuaciones para el flujo nacimientos.

Seleccionamos el nivel POBLACION de la caja correspondiente.
Tecleamos el signo de multiplicar *.
Seleccionamos la variable fraccién de nacimientos.

Comentario: Los nacimientos dependen de la poblacion actual y la fraccion de
nacimientos que representa la fertilidad de la poblacion.

Pulsamos O.K.

Para finalizar tenemos que repetir el mismo proceso para el flujo muertes. La fra-
ccién de muertes en el primer pueblo serd de 75/5000=0.015, y en el segundo es de
125/5000 = 0.025. El proceso se finaliza volviendo a escribir las ecuaciones para el
flujo muertes y la variable fraccion de muertes. Nuestro diagrama del modelo tendré
el siguiente aspecto.

q Yensim:C:\proyect._ \simulaZ_mdl ¥ ar:muertes

File Edit “iew Model Toolk ‘windows Help

gl=E 2 ¥ EBEel =5

&}ICurrent J .@.I %I@l

s

l[ & w2 (o] b (@ v
iE
@
Pl P pORLACION 3
%} nacumentos muertes
[E]
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fraccion de nacimientos fraccion de muertes
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Si simulamos el modelo durante los préximos 100 anos obtenemos los resultados que
refleja la Figura 7.2. La clave para comprender el comportamiento de las pobla-
ciones estd en entender el principio de la retroalimentacién (feedback). La retroa-
limentacién ocurre cuando una salida de un sistema regresa al mismo como una
entrada.

22,160 i 5,000
17,870 4,025
13,580 / 3,051

9,290 2,077

5,000 1,103
1] 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100 ] 10 20 30 40 50 50 70 20 0 100
Time (Year) Time (Year)

POBLACION : Current +—+—+—+—+—+—+—+ Personas POBLACION : Current +—+—+—+—+—+——+——+ Personas

Figura 7.2 Evolucién de la poblacién de los dos pueblos

Tomemos como ejemplo las dos ciclos de retroalimentacién de nuestro ejemplo.
La fraccion de nacimientos determina la POBLACION. Al mismo tiempo,
la POBLACION determina los nacimientos. Cuanto mayor es la poblacion, mas
nacimientos se producen. A este proceso se le llama retroalimentacion positiva, o
de refuerzo. La retroalimentacion positiva genera un crecimiento exponencial, que
es lo que ocurre en el primero de los pueblos. Si repetimos el mismo proceso en
el segundo de los pueblos, el resultado aparece a la derecha de la Figura 7.2. La
poblacién experimenta un decaimiento exponencial. El primer pueblo se caracteri-
zaba por una elevada tasa de nacimientos, mientras que el segundo tiene una elevada
tasa de muertes. La poblacion de la primera de las ciudades estaba conducida por
una retroalimentacion positiva, por el contrario la segunda de las ciudades posee
una retroalimentacion negativa. Cuanto mayor sea el nivel POBLACION mayor
serd la fraccion de muertes, la cual reduce el tamano de la poblacion.

7.4 Modelo logistico

Un crecimiento exponencial sostenido no puede existir en el mundo real. Todo
crecimiento exponencial lleva encubierto otro proceso que actia como freno a ese
crecimiento. El cambio de crecimiento exponencial al crecimiento asintético, o bien
de retroalimentacién positiva a negativa, recibe el nombre de crecimiento logistico
o crecimiento en forma de S. La figura siguiente muestra una curva tipica en S. La
retroalimentacién positiva nos genera un crecimiento exponencial, el cual es com-
pensado por la retroalimentacién negativa, que obliga a la poblacion a estabilizarse.
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El crecimiento logistico puede observarse en multitud de situaciones de la vida dia-
ria. La propagacién de la moda, de los rumores, etc, estan caracterizados por un
crecimiento logistico. La saturaciéon de un mercado y la propagacién de epidemias
son ejemplos tipicos de crecimiento logistico o en forma de S.

7.4.1 Estructura genérica

Un sistema que responde al modelo logistico, comienza con ciclo de retroalimentacion
positiva. Un gran incremento en este ciclo despierta a un dormido ciclo negativo.
El ciclo negativo no aparece espontaneamente, estd presente en cualquier momento,
pero su tamano depende de la fuerza de una variable que estd en el ciclo positivo.
Cuando el ciclo positivo comienza a incrementar todas las variables que aparecen
involucradas en él, el ciclo negativo se ve también amplificado hasta que cambia la
dominacién y el ciclo negativo se hace dueno de la situacion.

Supongamos una poblaciéon de conejos situados en un medioambiente con recursos
limitados. La variable critica es el nimero de conejos que comen por el prado.
La poblacién de conejos aumenta debido a la tasa de nacimientos. Esta tasa de
nacimientos refuerza el ciclo de retroalimentaciéon positivo. Sin embargo, un ciclo
de retroalimentacién negativo esta latente. Al aumentar el nimero de conejos y al
ser fija la cantidad de agua, esto hace que el agua que corresponde a cada conejo
descienda. Cuando la cantidad de agua no es suficiente algunos conejos empiezan a
morir. El ciclo negativo reduce la velocidad de crecimiento hasta que la cantidad de
agua es suficiente para soportar a la poblacién de conejos.

Los sistemas que siguen un comportamiento logistico estan caracterizados por con-
tenciones o limites del crecimiento. En el caso de los conejos, la contenciéon es la
cantidad fija de agua. Esta contencién indica el nimero maximo de conejos que el
sistema puede soportar. En el ejemplo de una epidemia, la contenciéon podria ser la
poblacién total expuesta a la enfermedad.

Varios niveles y flujos producen un comportamiento del tipo logistico. La siguiente
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figura representa a una estructura genérica que muestra de forma intuitiva ciclos de
retroalimentacion y la contencién de un sistema.

3 g p NIVEL > -’
entrada \_/;ah da ‘-\
fraccion depérdida
efecto del nivel
fraccion de ganancia
fraccion de pérdida normal
nivel normal

El modelo esta compuesto por tres ciclos de retroalimentacion. El ciclo positivo esta
asociado con la entrada NIVEL. El flujo entrada es el producto del NIVEL y la
variable constante fraccién de ganancia, el cual lleva al sistema a un crecimiento
del tipo exponencial.

Dos ciclos de retroalimentacién regulan el flujo salida del NIVEL. Un conector
enlaza el valor actual del NIVEL al flujo de salida y origina un ciclo negativo. El
segundo de los ciclos negativos pasa a través de la variable fraccion de pérdida,
la cual es la responsable de que cambie la dominacion del ciclo.

El NIVEL inicialmente crece solamente si la fracciéon de ganancia es mas grande
que la fracciéon de pérdida. Cuando la fraccién de ganancia es més grande
que la fracciéon de pérdida, el flujo de entrada es mayor que el flujo de salida
y el sistema crece exponencialmente. El NIVEL, sin embargo, no puede crecer
siempre. Cuando el NIVEL aumenta, hace que la variable efecto del nivel se
multiplique. Esta variable determina el efecto del NIVEL en la variable fraccién
de pérdida. Cuando el efecto del nivel toma valores mayores de 1, la variable
fraccién de pérdida aumenta. Cuando efecto del nivel aumenta hasta que las
variables fraccion de pérdida y fraccién de ganancia sean iguales, entonces el
flujo de salida coincide con el flujo de entrada y cesa el crecimiento. El sistema se
encuentra en equilibrio.

El tamano del flujo positivo es constante. Por el contrario, el ciclo negativo va
aumentando a medida que lo hace el NIVEL. El flujo de salida es el producto
del NIVEL y la variable fraccion de pérdida. Aqui esta la clave para entender
cual es el ciclo que domina: la fraccion de pérdida aumenta cuando lo hace el
NIVEL. Cuando éste es pequeno el ciclo de retroalimentacion negativa es muy
pequeno, pero cuando el nivel aumenta, el ciclo negativo se va haciendo cada vez
mayor. Finalmente la retroalimentacion negativa conduce al sistema al equilibrio.
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. Qué tipo de curva origina la variable efecto del nivel.? Esta curva esta determinada
por las caracteristicas de la accion de la contencién sobre el sistema. En nuestro
diagrama la contenciéon estda modelada por el nivel normal, el cual determina cuanto
puede crecer el NIVEL. Cuando el valor del NIVEL llega a ser mas grande con
respecto al nivel normal, la fraccion de pérdida aumenta debido al aumento de
la presién de la contencion.

A continuacién escribimos las ecuaciones del modelo.

e NIVEL(t) = NIVEL(t - dt) + (entrada - salida) * dt

— Valor inicial =10

— Unidades = conejos

— ENTRADA:

— Entrada = fraccién de ganancia * NIVEL
— Unidades = conejos /time.

— SALIDA:

— Salida = fraccién de pérdida * NIVEL

— Unidades = conejos /time.
e fraccién de ganancia = una constante

— Unidades: 1/time.

— Comentario: La fraccion de ganancia debe ser mayor que la fraccion de
pérdida normal para que inicialmente el NIVEL crezca.

e fraccién de pérdida = fraccién de pérdida normal * efecto del nivel

— Unidades: 1/time.

— Comentario: La fraccion de pérdida es un multiplo de la fraccion de
pérdida normal, la cual depende del tamano relativo del NIVEL. La fra-
ccion de pérdida cuando aumenta determina cual de los ciclos es el que
domina.

e nivel normal = una constante
— Unidades: conejos.
e fraccién de pérdida normal = una constante

— Unidad = 1/Time.
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— Comentario:La fraccion de pérdida normal debe ser menor que la fra-
ccion de ganancia para que inicialmente crezca el NIVEL. La fraccion
de pérdida normal representa la fraccion de pérdida inicial. Si no actua-

ran contenciones sobre el sistema la fraccion de pérdida seria igual a la
fraccion de pérdida normal.

e Efecto del nivel = grafico (NIVEL / nivel normal)
— Por ejemplo = (0,1), (0.2,1.4), (0.4,1.80), (0.6, 2.20), (1,3), (1.2,3.40),
(1.4,3.8), (1.6,4.2), (1.8,4.6), (2,5).

— Unidades = dimensionless

— Comentario: La curva mds simple que genera un crecimiento logistico, es

una linea recta que aumenta linealmente. Cuando el nivel es 0, el factor
de multiplicacion es 1.

7.4.2 Modelo para estudiar el crecimiento de una poblacion
de conejos.

La Figura 7.3, representa al diagrama causal para un modelo que analiza el cre-

cimiento de una poblacion de conejos en un medioambiente que cuenta con recursos
limitados.
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Las ecuaciones del modelo son las siguientes:

e CONEJOS(t) = CONEJOS(t - dt) + (Nacimientos - Muertes) * dt

— Valor inicial =10

— Unidades = conejos

— ENTRADA:

— Nacimientos = fraccién de nacimientos * CONEJOS

— Unidades = conejos /meses.
— SALIDA:

— Muertes = fraccién de muertes * CONEJOS

— Unidades =conejos /meses.
fracciéon de nacimientos = 0.5

— Unidades: 1/meses

— Comentario: La fraccion de nacimientos es la velocidad con que los cone-
jos pueden reproducirse.

fraccién de muertes = fraccién normal de muertes * efecto de hacinamiento

— Unidades: 1/meses

— Comentario: La fraccion de muertes es la velocidad actual con la que los
COnejos Mmueren.

Poblacion normal de conejos = 500

— Unidades: conejos.

— Comentario: La poblacion normal de conejos representa a la capacidad
de carga del sistema.

fraccién de normal de muertes = 0.5/3

— Unidad = 1/meses.

— Comentario: La fraccion normal de muertes es la velocidad con la que cada
conejo moriria si la fuente de alimentos fuese ilimitada. FEs la tercera
parte de la fraccion de nacimientos.

efecto del hacinamiento = grafico (CONEJOS /poblacién normal de conejos)

— Por ejemplo = (0,1), (0.2,1.1), (0.4,1.20), (0.6, 1.3), (0.8,2), (1,3), (1.2,4.2),
(1.4,5.6), (1.6,7.8), (1.8,11.1), (2,15)
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— En nuestro ejemplo hemos utilizado la funcién:
efecto de hacinamiento = FUNCION(CONEJOS /poblacién normal de
conejos) = 5*CONEJOS / poblacién normal de conejos -3 * CONEJOS
/ poblacién normal de conejos + 1

— Unidades = dimensionless

— Comentario: El hacinamiento no tiene efecto en la fraccion de muertes
cuando el numero de conejos no alcanza la mitad de la capacidad de carga
(aprozimadamente). Cuando el nimero de conejos llega a ser el mdzimo
de la poblacion, el factor de multiplicacion aumenta de 1 a 3.

A continuacién simulamos el modelo, y obtenemos para la poblacién de conejos, la
siguiente grafica:

= ol = @[] _Graph for CONEJOS
Graph for CONEJOS
599.06
451.80
304.53
157.26
10
0 5 10 15 20 25
Time (Mlonth)
CONEIOS : correr2 1 4 1 3 1 1 1 1 1 CONejos

En la grafica anterior podemos observar un crecimiento del tipo exponencial en los
primeros meses, como consecuencia del ciclo de retroalimentacién positivo. Apro-
ximadamente a los 12 meses, la curva cambia la concavidad. Los conejos estan
empezando a sentir la contenciéon debido a un medio ambiente con recursos limitados.
El crecimiento exponencial se convierte en un crecimiento asintético. El punto de
la curva en el cual cambia la concavidad es el punto de inflexion y estd situado en
aquel valor donde la poblacién llega a ser la mitad de la capacidad de carga (300
conejos).

En el modelo podemos observar que también hemos creado una variable llamada flujo
neto que es la diferencia entre los Nacimientos y las Muertes. Existen dos posibles
puntos de equilibrio en todo modelo logistico. El primero de ellos corresponde al
valor cero del tiempo. No habran nacidos los conejos y ninguno habra muerto. Los
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Nacimientos y las Muertes son cero, y el sistema esta en equilibrio. Sin embargo, se
necesitan solo dos conejos para que el equilibrio se rompa, pero 25 meses después el
sistema volvera a estar de nuevo en equilibrio. La diferencia entre los Nacimientos
y las Muertes es cero. El primer punto de equilibrio es inestable y el segundo es
estable.
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298.6%  conejosMonth
29927  conejosMonth
58.9%  conejos

14988  conejosdonth
152,13 conejoslonth
30.28  conejos

1.066 conejosMdonth
3 conejosTlonth
0.5792  conejos
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Time (Month)

Muertes : correr? 1 1 1 | } 1 t  conejosidonth
conejosdonth

E 5 = 5 = = 5 = E conejos

Nacimientos : correr2

flujo nete : correr?

Figura 7.4 Flujos

El comportamiento obtenido de la poblacion de conejos nos sirve para ilustrar las
caracteristicas que determinan el crecimiento. Los cambios en el flujo neto del nivel
hace cambiar la forma del crecimiento. Cuando el flujo neto tiene pendiente positi-
va (derivada) el ciclo de retroalimentacién positivo es el que domina y entonces el
crecimiento es del tipo exponencial. Cuando el ciclo que domina es el negativo, la
pendiente a la curva del flujo neto es negativa y entonces el nivel tiene un crecimien-
to del tipo asintético. El cambio de uno al otro ocurre cuando la pendiente del flujo
neto es cero. Esto significa que el flujo neto alcanza el valor maximo. El nivel cesa
de crecer cuando el flujo neto es cero.

EJERCICIO 7.4.1 Si la poblaciéon que estamos analizando es una parti-
da de animales, es importante incluir el efecto de la caza. Si la poblacién
sigue un modelo logistico y H es el nimero de animales que se cazan en
un periodo de caza (generalmente un ano), entonces el modelo puede
modificarse en el sentido siguiente

y'(t) =ay(t) (1 —y(t)/K) — H.

Construir y simular el modelo anterior para valores diversos de los
parametros a, K, H.
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Practica 8

SIMULACION DE MODELOS
DINAMICOS BIOLOGICOS

8.1 Objetivo

Construir, simular y analizar a través del programa Vensim PLEg sistemas dindmicos
mas complejos que los vistos en la practica anterior, como son el modelo neuronal
de Fitzhugh - Nagumo, un modelo que describe la evolucion del virus del sida, y
el modelo presa - depredador de Lotka - Volterra.

8.2 Modelo neuronal de Fitzhugh - Nagumo

La Figura 8.1 representa a una célula nerviosa o neurona. Las neuronas se componen
béasicamente de tres partes: el cuerpo neuronal o soma, una prolongacion larga y
poco ramificada llamada axon, y prolongaciones muy ramificadas alrededor del soma
llamadas dendritas.

\ f 49
; soma. axon ¥
r _— Y
f:,- l'-,'k_ dentritas
f':f f lH
Figura 8.1
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En forma esquematica, se puede decir que las dendritas actiian como antenas que
reciben los contactos de otras células. En el soma se lleva a cabo la integracion
de toda la informacion obtenida en las dendritas. Finalmente el axon transmite
a otras células el mensaje resultante de la integracién. Las células permanecen
inactivas hasta que las entradas colectivas de las dendritas alcanzan un nivel critico,
momento en el cual, se dispara, reacciona de tal manera que amplifica las senales
colectivas y aporta este potencial a su tltimo terminal. Si el conjunto de senales de
entrada no es lo suficientemente grande, entonces muere fuera de la célula debido a
la accién de un mecanismo de recuperacion.

El modelo de Fitzhugh - Nagumo describe el comportamiento de células nerviosas en
condiciones ideales de laboratorio, de tal manera que todas las dendritas receptoras
retienen el mismo potencial. Se ignora, por ejemplo, el cambio de potencial a lo
largo del axon y a través de la célula. Por tanto, lo inico que causa la reaccién de
la célula es que exista un potencial externo lo suficientemente grande que permita
establecer una senal de entrada a través de la dendrita de conexiéon. Las ecuaciones
que describen al modelo son:

d
° =—x(zr—x)(r —x9) —y+ E

gt (8.1)
Y e(z — ky)

dt ’

donde x es el potencia de partida de la membrana desde su equilibrio, e y la variable
de recuperacion. Estas son las dos variables de estado del sistema. Los parametros
r1 y %o indican la influencia de x sobre su tasa de cambio y son constantes de
valores x1 = 0.2, x5 = 1. El pardmetro F mide la corriente eléctrica actual a la que
se encuentra sometida la neurona.

La tasa de cambio de la variable de reconversion y, depende de la diferencia entre
el potencial de salida de la membrana x y la variable y que decae con una tasa
constante k. En el modelo elegimos de forma arbitraria k = 0.5 y ¢ = 0.02. La
Figura 8.2 muestra el diagrama causal elaborado con el programa Vensim PLEg.
Las ecuaciones que definen al modelo son las siguientes:

E=232

Epsilon = 0.02

entradal = (x1 + x2) * potencial * potencial + E

entrada2 = Epsilon * potencial

salidal = x1 * x2 % potencial + potencial * potencial * potencial+
recuperacion

salida2 = Epsilon * recuperacion * 0.5

x1=10.2

x2=1
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potencial = INTEG(entradal — salidal,0)
recuperacion = INTEG(entrada2 — salida2,0)

xl /w
& £ 3
AN -
C,Bntradal salidal
\_/ o«

s t
entrada? salida2
K Epsilon J

Figura 8.2

Si tomamos como valores iniciales del potencial 0, recuperacién 0, y como valor de
E = 0, entonces al simular el modelo utilizando el método de Euler con un paso
h = 0.1 no obtenemos respuesta de la célula, ya que el potencial es nulo. Para
valores de corriente eléctrica F = 0.23, se producen ciclos que estan representados
en la Figura 8.3

= & - o [
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Timne (hlonth)

recuperacién . Current
potencial | Current

Figura 8.3 Respuesta para E = 0.23
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La Figura 8.4 corresponde al caso en el que todos los valores se mantienen iguales
excepto E = 0y el valor inicial del potencial = 0.4. Ahora, la célula responde cuando
el potencial inicial de la membrana es positivo. El potencial de la membrana tiende
asintoticamente hacia cero desde el valor inicial, después de subir y atravesar el valor
nulo.
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Figura 8.4 Respuesta para E = 0y potencial(0) = 0.4

Finalmente, en la Figura 8.5 puede verse el comportamiento cadtico del modelo
cuando tomamos F = 32.
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Figura 8.5 Comportamiento cadtico para E = 32
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8.3 Modelo que estudia la respuesta inmunolégica

Para el afio 2010 aproximadamente 40 millones de personas de todo el mundo lle-
garan a estar infectadas con el VIH (virus de inmunodeficiencia humana), el cual
causa el SIDA (Acquired Inmune Deficience Syndrome). Comenzaremos haciendo
una breve introduccion del sistema inmunolégico humano.

8.3.1 Sistema inmunoloégico sano

El sistema inmunolégico es poderoso por ser muy especifico (células que atacan a los
invasores) y su memoria (células preparadas para lanzar un rapido ataque si regresan
el mismo tipo de invasores). Cuando una célula extrana entra en el cuerpo humano,
el intruso comienza a multiplicarse y se distribuye a través del flujo sanguineo. Cada
célula extrana tiene su propio antigeno especifico. Un antigeno es una larga molécula
con una configuracién distinta que activa una respuesta inmunolégica. Las células
ayudantes T, son un tipo especifico de glébulos blancos, que circulan por el cuerpo
humano, buscando antigenos extranos.

Una vez que una célula auxiliar T reconoce un antigeno extrano, se activan las células
B, que son otro tipo de glébulos blancos, y comienzan a reproducirse rapidamente.
La mayoria de las células B producen células en el plasma que segregan anticuerpos
en el caudal sanguineo. Los anticuerpos se unen a los antigenos y causan su destru-
ccién. Otras células B se reservan como células de memoria. Cuando un antigeno
similar invade de nuevo el cuerpo, entonces las células B estan listas para atacar-
los. Una respuesta inmunoldgica que crea anticuerpos, se llama una respuesta in-
munolégica “mediante - anticuerpo”.

fuerza de la respuesta inmunologica

£3

GLOBULOS BLANCOS L

fuerza de proliferacion

antigenos por célula extrafia

antigenos ‘\\ tiempo para proliferar los glébulos blancos

Q:Eg;cp{ CELULASEXTRANAS | o o
Multiphi ] iy ’

(M Destruccion

tiempo para destruir una célula extrafia

tiempo para multiplicar una célula extrafia

Figura 8.6 Diagrama causal
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Si el invasor es intracelular (como un virus) en lugar de extracelular (como una bac-
teria), entonces las células del tipo T activan una respuesta inmunolégica del tipo
“mediante - células”. Una vez que una célula T reconoce a un intruso exterior, se
activan las células asesinas T, que son otro tipo de glébulos blancos, y comienzan a
reproducirse rapidamente. Las células T atacan y destruyen directamente al invasor.
De nuevo, las células de memoria T, permanecen preparadas para un futuro ataque.

Las células T y B se conocen como globulos blancos. En general los glébulos blan-
cos responden a la invasion de extranos produciendo y reproduciendo antigenos
especificos que destruyen a los invasores. El nimero de globulos blancos en un cuer-
po humano indica como de fuerte es el sistema de defensa inmunolégico durante una
batalla en el tiempo.

La Figura 8.6 muestra un modelo simplificado del sistema inmunolégico. Como to-
do modelo es una simplificaciéon de una parte pequena de otro modelo mucho mas
grande.

La proliferacién de GLOBULOS BLANCOS se activa cuando células del tipo
T entran en contacto con antigenos. La presencia de un numero pequeno de
antigenos pone en marcha la respuesta masiva del sistema inmunolégico. Las
CELULAS EXTRANAS se multiplican muy rapidamente. La fuerza de la
respuesta inmunolégica representa a la fraccion de antigenos que son detecta-
dos por células del tipo T.

Cuando el numero de antigenos crece, entonces mas antigenos son detectados,
y los GLOBULOS BLANCOS proliferan méas rapidamente. El aumento de la
proliferacion es la fuente del ciclo de retroalimentacion positivo y conduce al crec-

imiento de los GLOBULOS BLANCOS.

Un ciclo de retroalimentacién negativa empieza a ocupar su lugar cuando los GLO-
BULOS BLANCOS llevan a cabo su tarea y destruyen CELULAS EXTRA-
NAS. Como el nimero de GLOBULOS BLANCOS crece exponencialmente, se
producen los anticuerpos o células asesinas T y el nimero de CELULAS EX-
TRANAS se reduce drdsticamente.

La respuesta inmunoldgica siente la ausencia de las CELULAS EXTRANAS y
entonces las células T entran en contacto cada vez con menos antigenos y la prolif-
eracion de GLOBULOS BLANCOS cae, dejando al cuerpo con un buen niimero
de GLOBULOS BLANCOS dispuestos a enfrentarse a una segunda invasion.

Si simulamos el modelo anterior en un periodo de 30 anos, obtenemos la evolucion
de la enfermedad que puede observarse en la Figura 8.7.
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Figura 8.7

La figura describe el crecimiento de los GLOBULOS BLANCOS y de las CELU-
LAS EXTRANAS en el sistema inmunolégico de un individuo. La velocidad de
crecimiento de los dos niveles no son proporcionales, ya que la multiplicacion de las
células extranas depende del nimero de antigenos que hay en el sistema. El niimero
méximo de CELULAS EXTRANAS es mayor que el d¢ GLOBULOS BLAN-
COS debido al retraso causado por la fuerza de la respuesta inmunolégica. Las
células T detectan solo 1 de cada 1000 antigenos. Cuando cientos de células extranas
por mililitro de sangre atacan, sélo unos pocos glébulos blancos (por ejemplo, diez
por mililitro) estdn presentes para liberar al cuerpo de la invasion.

Observemos, que el nivel de los GLOBULOS BLANCOS no tiene un flujo de
salida. Los globulos blancos moriran, excepto aquellas células del tipo de memo-
ria, las cuales continian reproduciéndose, pero durante las 24 horas de guerra estas
fuerzas no se agotan. Las células extranas, sin embargo, terminan por agotarse.
Cada glébulo blanco produce un anticuerpo especifico o célula tipo T que destruyen
a una célula extrana cada hora.

El nimero de CELULAS EXTRANAS alcanzan el méximo antes de que los
GLOBULOS BLANCOS lleguen al punto de equilibrio. El nimero maximo de
CELULAS EXTRANAS corresponde al punto de inflexién en la curva de los
GLOBULOS BLANCOS.



106 Practica 8 Simulacién de modelos dinamicos biolégicos
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Figura 8.8

En la Figura 8.8, se han representado conjuntamente los tres flujos Multiplicacién,
Proliferacién y Destrucciéon. Son curvas no ”suaves”, ya que por ejemplo la
Destrucciéon de las células extranas depende solo de forma indirecta del niimero
de CELULAS EXTRANAS que aun permanecen. La Destruccion no tiene
un crecimiento exponencial suave, se esta continuamente destruyendo hasta que no

quedan CELULAS EXTRANAS.

La respuesta del sistema inmunoldgico después de una invasion de CELULAS EX-
TRANAS es un ejemplo de estado de equilibrio. Si células invasoras del mismo
tipo volvieran a atacar, las células que quedan del tipo “memoria”, las destruirian
inmediatamente. Aunque muchos de los glébulos blancos mueren, células del tipo
T permanecen latentes en la sangre (en este principio se basan las vacunas).

La repuesta del sistema inmunoldgico tiene un estado de equilibrio inestable que
corresponde al tiempo t = 0. Una vez que entran unas pocas células extranas el
sistema se activa y sucede una respuesta masiva inmunoldgica.

Las ecuaciones que definen el modelo son las siguientes:
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fuerza de la respuesta inmunologica = 1/1000; Unidades : Dmnl
Proliferacion = fuerza de proliferacion * GLOBULOSBLANCOS/tiempo para
proliferar los globulos blancos; Unidades : globulos blancos/Hour

fuerza de proliferacion = antigenos * fuerza de la respuesta
inmunologica;

Unidades : Dmnl

antigenos = CELULAS EXTRANAS x antigenos por celula extrana;

Unidades : antigenos

antigenos por celulas extrana = 2

Unidades : antigenos/ celulas extranas

CELULAS EXTRANAS = INTEG(Multiplicacion — Destruccion, 100)

Unidades : celulas extranas

Destruccion = IF THEN ELSE (CELULAS EXTRANAS < 0, O,GLOBULOS BLANCOS/
tiempo para destruir una celula extrana

Unidades : celulas extranas/Hour

GLOBULO BLANCOS = INTEG (Proliferacion, 10)

Unidades : globulos blancos

Multiplicacion = IF THEN ELSE (CELULAS EXTRANA < 0, 0, CELULAS EXTRANA/
tiempo para multiplicar una celula extrana

Unidades : celulas extranas/Hour

tiempo para destruir una celula extrana = 1

Unidades : Hour * globulos blancos / celulas extrana

tiempo para multiplicar una celula extrana = b5

Unidades : Hour

tiempo para proliferar los globulos blancos = 5

Unidades : Hour

8.3.2 Un sistema inmunolégico infectado con VIH

El efecto del VIH en el sistema inmunolégico humano puede ser modelado cambian-
do la constante fuerza de la respuesta inmunolégica de nuestro modelo. EL
VIH lesiona al sistema inmunoldgico saboteando el material genético de las células
T. En un cuerpo sano, las células T circulan y reconocen, por ejemplo, 1 de cada
1000 antigenos presentes en cada mililitro de sangre. Cuando el sistema esta danado,
este nivel desciende. Con pocas células T patrullando, los antigenos no se detectan
facilmente. Las células extranas pueden multiplicarse antes de que responda el sis-
tema inmunologico.

Supongamos que la constante fuerza de la respuesta inmunolégica sea 1/10000.
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Veamos lo que ocurre simulando el modelo. La Figura 8.9, nos muestra el cre-
cimiento de los GLOBULOS BLANCOS y las CELULAS EXTRANAS en un
individuo con VIH positivo. Un sistema inmunolégico destruye a las células invaso-
ras en 24 horas aproximadamente. El cuerpo es capaz de soportar 900 CELULAS
EXTRANAS por mililitro de sangre. Cuando el nimero de células T se divide por
un factor de 10, las mismas 100 CELULAS EXTRANAS se multiplican en un
ejército de 25.000 y a los GLOBULOS BLANCOS le lleva ahora 36 horas para
destruirlas.

El VIH se replica muy réapidamente. Fluye por la sangre hasta llevar al sistema
inmunolégico a un punto donde el cuerpo sucumbe ante cualquier pequeno ataque
exterior. Es en este momento cuando al paciente se le diagnostica como que tiene
SIDA. Si la constante fuerza de la respuesta inmunoldgica es 1/1500 o 1/2000, el
cuerpo todavia es capaz de soportar a las invasiones. Sin embargo, si la constante
fuerza de la respuesta inmunoldgica es cada vez mas y mas pequena, los efectos

llegan a ser desastrosos. El cuerpo solo puede soportar la presencia de un numero
finito de CELULAS EXTRANAS antes de sucumbir.

k(= W] EVOLUCION DE LA ENFERMEDAD olx
EVOLUCION DE LA ENFERMEDAD

25,517  célilas extrafias
25,168  glébulos blancos

12,586  células extrafias
12,58%  glébules blancos

-344 86 células extrafias
10 glébulos blances -

0 & 12 18 24 30 36

CELULAS EXTEATNAS : Current 4 3 3 1 1 1 células extrafias
GLOBULOZ BLAWCOS : Current —=+—2——2——=2——=2 glébulos blancos

Figura 8.9

8.4 El modelo de Lotka-Volterra

El modelo presa-depredador lo hemos estudiado teéricamente y lo hemos resuelto
numéricamente en la Practica 5. El objetivo de esta seccién es el de construir y
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simular el mismo modelo a través del programa VensimPLEg.

Sabemos que existe una competicién constante por la supervivencia entre las dife-
rentes especies animales que habitan un mismo entorno, un tipo de animales (depre-
dadores) sobreviven alimentandose de otros (presas). El modelo con ecuacién dife-
rencial mas simple recibe el nombre de sus creadores: Lotka - Volterra (1926).
Representemos por z(t) al nimero de presas en el tiempo t y y(¢) al nimero de
depredadores. Si no existen depredadores, las presas creceran de acuerdo con la
ley malthusiana 2/(t) = az(t). Si suponemos que el nimero de muertes de presas
por unidad de tiempo es proporcional al niimero de contactos depredador - presa
bx(t) y(t) para una constante positiva b. Por tanto,

dx(t)

Z'(t) = e azx(t) —bx(t)y(t).

Por otro lado, en el tiempo t, los depredadores estaran muriendo a una razén de
cy(t), para alguna constante positiva c¢. Podemos suponer que al mismo tiempo los
depredadores estéan prosperando a una razén e z(t) y(t).

2(t) = dfg) — ax(t) — ba(t) y(t)
(82)
v =20 — ey 1 eattyuie

describe la interaccién entre presas y depredadores. El modelo es bastante exacto
cuando las especies viven en ecosistemas aislados.

El modelo que construiremos y simularemos serd el (5.6), estudiado en la Préctica
5.

2'(t) = 04x(t) — 0.018z(t)y(t) ; x(0) =30

y'(t) = —0.8y(t) + 0.023z(t)y(t) ; y(0) =4

Empezamos construyendo el diagrama causal que aparece en la Figura 8.10.
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33

== PRESAS i > ==
tasa nacimiento

tasa mmertes presas

fraccion muertes presas

= DEPREDADORE S
tasa muertes depredadores

tasa nacimi tos depredadores \_‘/ )

fraccion nacimientos depredadores

\ fraccion muertes depredadores
de .

predador nacido por presa

Figura 8.10

Si simulamos el modelo obtenemos la grafica de la Figura 8.11, que nos da la evolu-
cion de las presas y los depredadores a lo largo del tiempo.

depredadores
presas

depredadores
presas

depredadores
presas
8 12 1& 20 24 283 32 36 40
TIEMP O ANOS)

DEPEEDADORES : simull 1 1 depredadores
PEESAS @ simull 2 2= presas

Figura 8.11
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Ambas poblaciones en nuestro modelo oscilan con un periodo aproximado de 12
anos. El periodo en ambas debe ser el mismo, ya que el comportamiento de las
presas depende directamente del de los depredadores y viceversa.

Las ecuaciones del modelo son las siguientes:

DEPREDADORES(t) = DEPREDADORES(t — dt) + (tasa nacimientos depredadores—
tasa muertes depredadores)

Valor inicial = J

Unidades : depredadores

tasa nacimientos depredadores = DEPREDADORES * fraccion nacimientos
depredadores

Unidades : depredadores/year

tasa muertes depredadores = DEPREDADORES * fraccion muertes
depredadores

Unidades : depredadores | year

PRESAS(t) = PRESAS(t —dt) + (tasa nacimientos presas — tasa
muertes presas)

Valor inicial = 30

Unidades : presas

tasa nacimientos presas = PRESAS x fraccion nacimientos presas
Unidades : presas/year

tasa muertes presas = fraccion muertes presas * PRESAS

Unidades : presas/year

fraccion nacimientos presas = 0.4

Unidades = 1 /year

fraccion muertes presas = DEPREDADORES * presa matada por depredador
Unidades : 1/year

presa capturada por depredador = 0.018

Unidades : 1/(year x depredadores)

fraccion muertes depredadores = 0.8

Unidades : = 1 /year

fraccion nacimientos depredadores = depredador nacido por presa x PRESAS
Unidades : 1/year

depredador nacido por presa = 0.005

Unidades = 1/(year % presas)

La simulacién por ordenador permite visualizar distintos comportamientos y propie-
dades del modelo.
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Depredadores

120.21

103 Prezzs 128

Depredadores 1 depredadores

Figura 8.12

Por ejemplo, si deseamos poner de manifiesto el principio de Volterra, esto es, que
el uso de insecticidas en realidad incrementa la poblacion de aquellos insectos que
son mantenidos bajo control, por otros insectos depredadores. Usamos la siguiente
instruccion para eliminar un porcentaje de depredadores durante un periodo de
tiempo:

tasa muertes depredadores = IF THEN ELSE

(Time < 15 : AND : Time > 11, DEPREDADORES * fraccion muertes depreda—
dores + DEPREDADORES # 0.1, DEPREDADORES * fraccion muertes depredadores )
Unidades : depredadores/year

El resultado es que en un momento decrece la poblacién de depredadores seguido de
un incremento de la poblacién de presas. Rociar los cultivos con insecticidas puede
tener consecuencias indeseables. En un primer momento, fumigar tiene el efecto de
disminuir la poblacion de insectos y aumentar el rendimiento del campo. Un poco
tiempo después, la poblacién de insectos sera mayor que nunca.
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NOTAS COMPLEMENTARIAS
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