Practica 5:
Sistemas lineales. Vectores

Uno de los problemas que mas se plantea en los distintos campos de la ciencia es el de la resolu-
cion de sistemas de ecuaciones. Aunque el tema contemplado en el programa de teoria esta
referido exclusivamente al estudio de sistemas de ecuaciones lineales, los comandos que vamos a
utilizar para su resolucion también permiten resolver sistemas de ecuaciones no lineales.

Como caso particular de sistema de ecuaciones tenemos la resolucion de ecuaciones de una
variable.

Sistemas de ecuaciones lineales

Trataremos de encontrar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales de la forma

A Xp+apXo+...+ain X1n= bl

Am1 X1 + @ma X2 + ... + 8mn Xmn = bmy

Comando Solve
Este comando resuelve una ecuacion o un sistemeudeiones y la salida incluye todas las soluciones
posibles, caso de que existan. Su sintaxis es
Solve[{ecuacién 1, ... , ecuacién m}, {incognita 1, incégnita 2, ..., incégnita n}]

Debe saberse que:

(1) El simbolo igual debe escribirse dos veces en cada ecuacion.

(2) Si el sistema no tiene ninguna solucion (sistema incompatible) el programa nos devolvera la
salida "{}".

(3) Si el sistema tiene infinitas soluciones (sistema compatible indeterminado) nos dar4 un men-
saje de error y nos devolvera las soluciones despejando unas incognitas en funcion de las otras.

Veamos algunos ejemplos:

Solve[{X+Yy+Z =0, X-y+2Z =22, XxX+22z==4}, {X, Y, z2}]

En este caso la Unica solucion es (-2, -1, 3).

Solve[{2X+y =3, y+2z =1, x+y+z =0}, {X, Y, 2}]

En este caso el sistema no tiene solucidn, es decir, es un sistema incompatible.
Solve[{2X+Yy =3, y+2z =1, X+y+2 =2}, {X, Y, 2}]

Se trata de un sistema compatible indeterminado, con lo cual tenemos infinitas soluciones gener-
adas por (1 +A, 1 -2 A, A), siendo A un nimero real.
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Comando Reduce

Se utiliza para resolver sistemas de ecuacionedependan de parametros. Su sintaxis es
Reduce[{ecuacion 1, ... , ecuacion m}, {incégnita thcognita 2, ... , incdgnita n}]
Veamos algunos ejemplos:

Resolver el sistema siguiente, que depende dainetida

n
QD

ax +y +z
X+ay +z = a’
X+y+az =as

Reduce[{axx+y+z=a, x+axy+z=a’, x+y+axz=a’}, {X, y, z}]

Debemos interpretar que si a = 1, el sistema es compatible indeterminado. Sia # 1y a # -2, el
sistema es compatible determinado. Si a = -2 el sistema es incompatible

Espacios vectoriales

Un espacio vectorial V sobre los nimeros reales es un conjunto de vectores en el cual hay definida
una operaciéon suma y una operacion producto por escalar.

Para trabajar con vectores los expresaremos en forma matricial, es decir, consideramos un vector
como una matriz fila o columna. Por ejemplo:

v ={1, 2, 2};

Las operaciones con vectores se realizan de la misma manera que se vio en la practica de
matrices.

vl = {0, 0, 13};
V2 = {_11 21 0}7
VS = {31 21 _1}1

vl+v2
v3-v2+vl

3vl-2v2+5v3

Combinacién lineal. Dependencia e independencia lineal

Usando que un conjunto de vectores vq, Vs, ..., Vi €s linealmente independiente si la Gnica solucién
de la ecuacion ci vy +Cy Vo +... +C V=0 es la solucién ¢, =c, =...=¢, =0, podemos ver directa-
mente si un sistema es linealmente independiente usando la orden Solve .

vl = {1, 3, 1};
v2 = {1, 0, 2};
v3 = {1, 6, 0};

Solve[cl*vl+c2xv2+c3%v3=={0, 0, 0}, {cl, c2, c3}]

como el sistema es compatible indeterminado tenemos infinitas soluciones. Con lo cual los vec-
tores v1, v2, v3 son linealmente dependientes.

Otra forma sencilla de estudiar si el sistema es linealmente independiente o no, es estudiar el
rango de la matriz que forma el sistema. El sistema serd linealmente independiente cuando el
rango coincida con el nimero de vectores.
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Para ello utilizaremos el comando
MatrixRank[Matriz formada por los vectores]]

El resultado de evaluar este comando son todos los menores de |la matriz del sistema de orden =
ndmero de vectores.
Veamos algunos ejemplos:

vl={2, 1, -2, 0};

v2 = {3, 2, -1, 1};

v3 = {0, 1, 4, 23};

s = {vl, v2, v3};

(*Nos genera la matriz cuyas filas son los vectores vl,v2 y v3x)
Mat ri xFor m[s]

Matri xRank [s]

con lo cual los vectores son linealmente dependientes puesto que el rango es menor que el
ndmero de vectores.

vl={2, 1, -2, 0};
v2 = {3, 2, -1, 4};
v3 = {0, 2, 1, 03};

s = {vl, v2, v3};

Mat ri xForm[s]

Mat ri xRank [s]

En este caso, los vectores son linealmente independientes.

Sistema generador

Dado un sistema de vectores vq, Vo, ..., V¢ para calcular una base del subespacio que generan
podemos utilizar dos métodos. El primero de ellos es utilizando la orden

RowReducgM]

Supongamos un sistema generador formado por lésrescsiguientes, y sea M la matriz que tiene g8 f
dichos vectores:

vl={2, 4, -2, 1};

v2 ={1, 0, -1, 2};
v3={-1, 4, 1, -5},
vd = {0, 2, 1, 0};

vb = {7, 0, -13, 5};

M= {v1, v2, v3, v4, v5};

RowReduce [M]

Esto nos dice que existen tres vectores linealniedépendientes, por tanto, el espacio vectoria¢glo por
vl, v2, v3 v4 y v5 tiene dimension tres y una mas@ estard formada por los vectores que se obtareel
comando RowReduce, es decir,

Base= {(1 0, 02] (0, 1,0,- z) (0’ 0, 12]}

La segunda forma de calcular la base seria con un proceso de eliminacion de los que no sean
linealmente independientes. El proceso a seguir es el siguiente :

1. Se toma un vector no nulo.
2. Afadimos un vector mas y comprobamos si el sistema es linealmente independiente. Si el
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sistema es linealmente independiente dejamos ese vector y si es linealmente dependiente lo
eliminamos.

Y volvemos a repetir el paso 2 hasta que terminemos con todos los vectores.
Calculemos una base a partir del siguiente sistema de generadores:

vl ={2, 4, -2, 1};

v2 ={1, 0, -1, 23};

v3={-1, 4, 1, -5};

v4 = {0, 2, 1, 0};

v6 = {7, 0, -13, 5};

s2 = {vl, v2};

Mat ri xRank [s2]

Como v1 y v2 son linealmente independientes no eliminamos v2 y afiadimos v3:
s3 = {vl, v2, v3};

Mat ri xRank [s3]

2

Como v1, v2 y v3 son linealmente dependientes eliminamos v3 y afiadimos v4:

s4 = {vl1, v2, v4},
Mat ri xRank [s4]

Como v1, v2 y v4 son linealmente independientes dejamos v4 y afiadimos v5:

s5 = {vl1, v2, v4, v5};
Mat ri xRank [s5]

Asi el sistema v1, v2, v4, v5 es linealmente dependiente y, por tanto, una base la formarian v1, v2 y
V4.

Subespacio vectorial

Diremos que S es un subespacio vectorial de V si es cerrado para la suma y el producto por
escalares, es decir, si verifica:

(1) Dados u, veS, se cumplequeu+ves.

(2) Dado ue Sy A numero real, se cumple que AueS.

Dado un subespacio vectorial y una base suya, B = {b4, b,,...,b}, estudiaremos si otro vector, v,
pertenece o0 no a dicho subespacio vectorial.

Para ello, escribiremos el sistema formado por los vectores de la base y el nuevo vector, v. Si dicho
sistema es linealmente independiente el vector no pertenece al subespacio. Si el sistema es lineal-
mente dependiente el nuevo vector si pertenecera al subespacio.

Veamos un ejemplo: sea un subespacio vectorialjy®, base esta formada por

bl=(2,5,1,3), b2=(10, 1,5, 10), b3 =X41, 1)

bl = {2, 5, 1, 3};
b2 = {10, 1, 5, 10};
b3 = {4, 1, -1, 1};

Comprobemos en primer lugar que se trata de ureg baglecir, que son linealmente independientes :

M= {bl, b2, b3};
Mat ri xRank [M]
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Veamos si los vectores u = (1, 1, 1, 1) y w = (&,5L2) pertenecen al subespacio vectorial S

u= {11 11 11 1}7
w= {8, 5, 7, 12};

sl = {bl, b2, b3, u};
Mat ri xRank [s1]

Los vectores son linealmente independientes, pbo & vector u no pertenece al subespacio vet®ria

s2 = {bl, b2, b3, w};
Mat ri xRank [s2]

En este caso los vectores son linealmente depéeasljgror 1o que w si pertenece al subespacio vakcgr
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Ejercicios
1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

a)
X+y+z2=2
2x—y+3z=1}
X+z=1

c)
X+2y+2z=1

y+z=0
X+y+z=1

b)
3x+2y-2z2=5
X-y+2z=1
—x+z—t=0}
5x+y-2z+3t=6

d)
-X+y=-1
y+z=0
-X+2y+z=1

2. Discute y resuelve, en los casos en que sea posible, los sistemas de ecuaciones lineales:

a)
X-y=a
x+¥z=2a+1}
x-y+a(@a+l)z=2a
b)
X-y+z=1
X+az=2
2X+y+2z=Db
c)
3x-y+2z=1
X+4y+z=Db }

2x-5y+az=-2

3. Estudia la dependencia o independencia lineal de los vectores:
a v1=(531), v,=(0,-2,7) y va = (15, 11, -4)
b. V1 =(1,0,1,1), v;=(0,1,1,0), V3=(1,1,-1,1) yv,=(0, 0, 3, 0)
c.Vvi=(1,1,11), v»=(313,0), va=(5,23,1) y vs =(9, 4,7, -1)
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4. Dados los vectores v_)l =(1, 2, 3), v_)z =(-2,0,-1) y V_)3 =(a, 1, b)
¢, Qué relacion debe existir entre a y b para que los vectores sean linealmente independientes?

5. Sea el espacio vectorial S generado por los vectares(t, 2, 3, 4,
V2 = (11 0: 11_2)1 V3 = (3! 21 5: QyV4 = (11 4! 51 6

a. Encontrarunbase de S
b. Encontrar una base de S creada a partir de los vectores geedran.
c. Estudiar silosvectores i (-1, 2, 1,-2) yu2= (3, -2, 4,-3) pertenecen al subespacio S

6. Una empresa cinematografica dispone de tres salas, A, By C. Los precios de entrada a estas

salas son de 3, 4 y 5€, respectivamente. Un dia de recaudacion conjunta de las tres salas fue de
720€ y el ndmero total de espectadores fue de 200. Si los espectadores de la sala A hubieran
asistido a la sala B y los de la sala B a la sala A, se hubiese obtenido una recaudacion de 20€ mas.
Calcula el nimero de espectadores que acudié a cada una de las salas.

7. Un tendero dispone de tres tipos de zumo en botellas que llamaremos A, B y C. El mencionado
tendero observa que si vende a 1€ las botellas del tipo A, a 3€ las del tipo B y a 4€ las del tipo C,
entonces obtiene un total de 20€. Pero si vende a 1€ las del tipo A, a 3€ las del tipo B y a 6€ las del
C, entonces obtiene un total de 25€.

a) Plantea un sistema de ecuaciones que relacione el nimero de botellas de cada tipo que posee
el tendero.

b) Estudia y resuelve dicho sistema.

C) ¢Puede determinarse el nimero de botellas de cada tipo de que dispone el tendero? (Ten en
cuenta que el nimero de botellas tiene que ser entero y positivo)



