Practica 3:
Integracion de funciones

En esta practica se estudiaran en una primera seccién los comandos que permiten el célculo de
integrales indefinidas y definidas. Finalmente, se abordara el calculo de areas utilizando estas
herramientas.

Integral indefinida e integral definida

La integracién constituye una poderosa herramienta para la resolucion de los mas variados proble-
mas, tanto de las mateméaticas como del resto de las ciencias. Mathematica incorpora varios coman-
dos relativos al célculo de integrales, algunos de los cuales referimos a continuacion.

jf [X] dx

nos proporciona una funcion primitiva de f respecto a la variable x.

jSin [x] dx

Nos ha proporcionado la primitiva de la funcién sen(x). Observar que afiadiendo una constante se
tiene la integral indefinida de la funcién sen(x).

También se podia haber utilizado el comando
Integrate[funcién, variable sobre la que se integra ]

Integrate  [Sin [X], X ]

El programa Mathematica nos permite el calculo de integrales definidas mediante la orden:

ff [X] dx
a

gt/ 2
J Cos [x] dx
0

Nos ha calculado la integral definida de la funcion cos(x) en el intervalo [0,%]. Al igual que antes

podemos usar el comando
Integrate[funcidn, {variable, a, b}]

donde a y b son los extremos del intervalo sobre el cual queremos hacer la integral.
Integrate  [Cos[x], {X,0, x/2}]
Mathematica detecta puntos singulares en las integrales definidas, por ejemplo

11

— dx
-1 x2

Nos da un mensaje de error en el cual especifica que la integral de la funcién % no converge.
X
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Veamos su gréfica para poder entenderlo mejor.
Plot [1/x? {x, -1,11}]

En determinadas circunstancias puede resultar interesante encontrar aproximaciones numeéricas a
la integral definida. Para ello, Mathematica posee los siguientes comandos:

N[be [X] dX, n ]

gue calcula una aproximacion condigitos de la integral definidff(x)a?x. También podemos usar el
comando

Nintegrate[f[x], {x, a, b}]
para obtener una aproximacién de la integral cdadimales.

r\/ 16 - x? dx

0

N[ij dax, 10 ]

Si nos da igual el nimero de decimales, podemasloac

r\/ 16 -x2 dx // N

0

No siempre las integrales tienen solucién en Mathematica:

1 2
j e dx
)

La funcién no tiene primitva. El comando explicado anteriormente nos permite el calculo aproxi-
mado de una integral definida, es decir, en los ejemplos en los que la funcién no posee primitiva
podemos obtener un resultado aproximado de la integral definida.

1
f e dx // N
0

Aplicaciones de la integral definida. Area de una region

plana

El area limitada por la grafica de una funcién f positiva con el eje de abscisas y las rectas x=a y
x = b, coincide con la integral definida de la funcion f entre a y b.
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Asi, por ejemplo, el 4rea que determina la curva y =x?+1 con el eje de abscisas en el intervalo
[-1,1] vendra determinada por la expresion:
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f (x2 + 1) ax

1

Veamos qué ocurre si ahora queremos calcular el area que determina la curva cos(x) con el eje de
abscisas en el intervalo [0, 71

JCos[x] dx
0

Como se observa en este Ultimo ejemplo, Mathematica calcula la integral de la funcion cos(x) en el
intervalo [0, 711 y no el area que determina la funcidon cos(x) con el eje de abcisas en el citado
intervalo. Esto ocurre porque cos(x) no es positivo en todo el intervalo [0, 7], con lo cual a la hora
de calcular areas habra que tener en cuenta los intervalos en los que el correspondiente integrando
sea positivo 0 negativo.

Plot [Cos[x], {xX,0,Pi }]

Para calcular el area que determina la funcién cos(x) con el eje de abscisas habra que considerar
las dos integrales definidas:

7t/ 2
J Cos [x] dx
0

f Cos[x] dx
/2

El resultado de la segunda integral es negativo, es decir, el area se encuentra por debajo del eje de
abscisas. Asi, el area determinada sera la suma de los dos resultados anteriores considerados en
valor absoluto, es decir:

7T

7t/ 2
area = Abs[L Cos [X] dlx] +Abs[J

Cos [X] dlx]
n/2

Por tanto siempre que tengamos una funcién f que no sea positiva habrd que considerar separada-
mente los intervalos en los que es positiva y aquellos otros en los que es negativa.

Nos planteamos ahora el problema de calcular el area de los recintos acotados limitados por
curvas. Por ejemplo, sonsideramos las curvas f(x) =3x3 -x? - 10X y g(x)=-x2+2x.

Representamos las curvas:

Clear ["Global® "]
fIx_1:=3x3-x%2-10x
gIXx_]:=-x%2+2x

PIOt [{f [X]! g [X]}, {X, _51 5 }]

Se observa que son dos recintos acotados limitpdodas gréficas de ambas funciones. Calculamos los
puntos de corte de ambas curvas

Solve [f [X] ==g[x],X ]
El area que tratamos de determinar seria :
Plot [{f [x],90 [X]}, {X, -2,2}, Filing - {1-{2}}]

El area vendra dada por la suma de los valores absolutos de las areas de cada uno de los recintos.
Es decir,

2
Abs[ﬁ(f [X] -gIx]) dlx] +Abs[jO (f X1 -gIx1) dlx]
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Ejercicios
1. Calcula las siguientes integrales:
e2>< dX
J’\/ e*+1
cos? x

a)

2. Calcula el area del recinto limitado por el eje de ordenadas y las curvas de ecuaciones y =e™%,
y=xe™

3. Seaf :R- R la funcién definida por f(x) = x* - 2 x + 2.
a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 3.
b) Calcula el &rea del recinto limitado por la gréfica de f, la recta tangente obtenida y el eje OY.

4. Calcula el area del recinto acotado limitado por las curvas siguientes
fx)=x-2x2+x-1
g(x)=-x?+3x-1.
5. Calcula el area del recinto limitado por las cursigsiientes:
f(x) = x2
g(x) =2*

6. Dada la siguiente funcion definida a trozos

X+1 x<0
f(x)={ x?+1 0<x<1
In(x) + 2 x21

a) Calcular [f(x)dx, [ f)dx y [f(x)dx.

b) Calcular el area encerrada bajo la funcion y el eje de abscisas en el intervalo [-1,5].
7. En cierto proceso productivo la funcion de coste marginal es
C'(X) = == xe* = 12x? e+ 203 €/unidad
Calcula lo que cuesta fabricar las 5 primeras piezas ¢y las 10 primeras?
8. La tasa de natalidad (=nacimientos/afio) de cierta regién viene dada por la funcién
T(t)=t>e™'100

donde t indica el tiempo transcurrido expresado en afios. Si la poblacién inicial (t =0) es de 350000
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individuos, calcula la poblacién que habra al cabo de 50 afios. Calcula asimismo la tasa de natali-
dad media durante esos 50 afios.



