Practica |:
Funciones

Funciones reales de variable real

Recordemos que todas las funciones implementadas en Mathematica comienzan con la letra
mayuscula. Ademas de éstas, podemos trabajar con cualquier funcién que se desee, es decir,
podemos definir funciones.

x2+1
f [X_1:=
x-1
(» Usanps : = en lugar de = cuando no querenos que el program nos

devuel va el resultado al ejecutar |a celda =)

Una vez definida la funcién, podemos evaluar en cualquier punto. Por ejemplo, vamos a evaluar la
funcién f(x) en los puntos 0 y 2:

f [0]
f[2]
Veamos que ocurre cuando evaluamos la funcién en el punto 1:
f[1]

Como podemos ver, en este caso Mathematica advierte de la existencia de un error (la funcién no
esta definida para x = 1, es decir, x=1 no es un punto del dominio de esta funcién).

El programa Mathematica también nos permite trabajar con funciones definidas por intervalos, es
decir, nos permite trabajar con funciones definidas a trozos. Para hacerlo se utiliza el comando

Which[condicion 1, expresion 1, condicion 2, expres ion 2,...]

gue nos devuelve la expresion 1 si es cierta la condicién 1 y, en caso contrario, nos devolvera la
expresion 2 si es cierta la condicién 2, y asi sucesivamente hasta que haya una condicion que sea
cierta, en cuyo caso nos devolverd su expresion, y en el caso de no ser cierta ninguna de las
condiciones no nos devolvera nada. Veamoslo con un ejemplo:

g[x_] :=V\hich[xso, 1-%x, 0<x<2, \/x_]
Podemos evaluarla en distintos puntos:

gl[-11]

g[0]

g[1]

Observamos que la funcion estd definida en el intervalo (-, 2), por tanto veamos qué ocurre
cuando le damos el valor 2, para el cual no esta definida

g[2]
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Limites y continuidad de funciones reales de variable real

Limites

Uno de los conceptos mas importantes de las matematicas es el de limite. Esta nocion no sélo es
importante por si misma para describir el comportamiento de una funcién, sino que es clave para
conceptos tan importantes como el de derivada. Los limites de funciones no solo se pueden calcu-
lar en nimeros reales sino también en el infinito. EI comando

Limit[funcion, x —a]
nos devolvera el limite cuando "x" tiende a "a" de la "funcién". Veamos algunos ejemplos:

Tan[x]
[_

Limit ,x—»O]

X
Limt [i, X - oo]
X

Con Mathematica también podemos calcular limites laterales. Para ello, el comando
Limit[funcion, x —a, Direction —-1]

nos devolvera el limite por la derecha, mientras que el comando
Limit[funcion, x —a, Direction -1]

se usard para el limite lateral por la izquierda.

1
Lim't[—, X - 0, Direction->l]
X

1
Lim't[—, X = 0, Direction-»—l]
X

En todos los ejemplos que hemos visto se podria haber definido la funcién antes de haber calcu-
lado el limite. Por ejemplo,

Sin[x]
fIx ]1:= ——

Limt [f[x], x-0]

Continuidad
Diremos que una funcién "f" es continua en un punto "a" cuando exista el limite de la funcién en
dicho punto y ademas lim,_,,f(x) =f(a). Estudiamos la continuidad de la funcién f(x) = zz—:i en el
punto 2:
. o x3-1
[x_1:= 2.1

f[2]
Limt [f[x], x-2]

Cuando se trabaja con funciones definidas a trozos hay que tener mas cuidado a la hora de estu-
diar la continuidad. Observemos el siguiente ejemplo:
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g[x_]::V\hich[xsl, x2, 1<x <3, 4, x >3, x+1]

Si queremos estudiar la continuidad en el punto x =1 no podemos utilizar directamente el comando
Limit[g[x], x=1], sino que tenemos que calcular los limites laterales para poder estudiar la existen-
cia de limite

g[l]
Limt[g[x], Xx-»1, Direction - 1]
Limt[g[x], Xx-»1, Direction- -1]

Para x =1 hemos comprobado que no existe el limite de la funcion, con lo cual no es continua en
dicho punto. Estudiamos ahora la continuidad en el punto x = 3:

g[31]
Limt[g[x], Xx-»3, Direction- 1]
Limt[g[x], Xx-»3, Direction- -1]

Para x =3, la funcion g(x) es continua. Por tanto, la funcion g(x) es continua en todo la recta real
salvo en x=1.

Representacion grafica de funciones reales de
variable real

E

En esta seccién se describira la forma en la que Mathematica realiza gréficos de curvas planas y
como puede agruparlos y superponerlos. Puede decirse, sin ningun lugar a duda, que esta posibili-
dad de dibujo ha influido notablemente en la difusion y utilizacion del programa, ya que los coman-
dos que Mathematica posee para su realizacién permiten la construccidon de complicadas y llamati-
vas figuras. Esta posibilidad gréfica le diferencia de otros paquetes de célculo simbdlico.

comando Plot

El comando que utiliza Mathematica para dibujar la grafica de una funcién de una variable es Plot
seguido de la funcién o funciones correspondientes y de los limites de variacién de las variables
(entre llaves), todo entre corchetes.

Plot[funcién, {x, xmin, xmax}]
Veamos algunos ejemplos:
x2-4

X+1) (x-1) (x-3)

Plot | . X, -4, 10}]

Mathematica permite representar graficamente de forma simultdnea varias funciones, siempre que
en todas ellas se considere el mismo dominio para la variable independiente. En este caso, el
primer argumento de Plot se sustituye por una lista cuyas componentes son las descripciones de
estas funciones.

Plot[{funcidn 1, funcién 2,...},{x, min, xmax}]
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Pl ot [{Sin[x], Cos[x]}, {x, 0, 2x}]

1.0

05

-0.5

Opciones de un grafico.

En orden a conseguir un grafico mas atractivo, Mathematica dispone de una serie de opciones que
pueden ser cambiadas en funcién de lo que nos interese. Para ver todas las opciones del comando
Plot hacemos lo siguiente:

Options[Plot]

1
{AI i ghment Poi nt — Center, AspectRatio - ——  , Axes - True,
Gol denRati o

AxeslLabel —» None, AxesOrigin - Automatic, AxesStyl e —» {}, Background - None,
Basel i nePositi on - Automatic, BaseStyle - {}, CippingStyle - None,

Col or Functi on — Aut omati ¢, Col or Functi onScal i ng » True, Col or Qut put — Aut omati c,
Cont ent Sel ect abl e - Aut onat i ¢, Di spl ayFuncti on > $Di spl ayFunction, Epilog - {},
Eval uat ed - Aut ormat i ¢, Eval uati onMonitor - None, Excl usi ons » Aut omati c,

Excl usi onsStyl e - None, Filling - None, FillingStyle - Autonati c,

For mat Type > Tradi ti onal Form Frane - Fal se, FraneLabel - None,

FrameStyl e - {}, FrameTi cks - Automatic, FranmeTi cksStyle - {1},

G i dLi nes - None, GridLinesStyle — {}, I mageMargi ns - 0., | magePaddi ng » Al |,

| mageSi ze - Automati c, Label Style - {}, MaxRecursi on —» Aut omati c, Mesh — None,
MeshFunctions - {#t1 &}, MeshShadi ng - None, MeshStyl e - Aut omati c,

Met hod —» Aut omati c, PerformanceCGoal > $Perf or manceGoal ,

Pl ot Label - None, Pl ot Poi nts —» Aut omati c, Pl ot Range » {Ful |, Automatic},

Pl ot Ranged i ppi ng - True, Pl ot RangePaddi ng - Aut omati c, Pl ot Regi on — Aut omati c,
Pl ot Styl e - Automati c, Preservel nageOpti ons —» Autonmatic, Prolog - {},

Regi onFunction —» (True &), RotatelLabel — True, Ti cks —» Autonmati c,

Ti cksStyl e » {}, Worki ngPreci si on » Machi nePreci si on}

Las opciones de un comando deberan escribirse después de los argumentos.
Plot[funcion, {x, xmin, xmax}, opciones]
Las opciones mas comunes o0 mas utilizadas son :

AspectRatio: Indica la proporcion entre la altura y la anchura.

Axes: Toma el valor True si incluye los ejes del grafico y False en caso contrario. El valor por
defecto es True. También permite dibujar un eje y el otro no. Para ello debera escribir entre llaves
valor True o False para cada uno de los ejes.

AxeslLabel: Permite etiquetar los ejes.

AxesOrigin: Corresponde al punto en el que se considerara el origen. El valor por defecto es
Automatic.
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Background: Permite dar color al fondo del grafico.
Frame: Permite incorporar o no un marco al grafico segiin que el valor sea, respectivamente, True
o False. El valor por defecto es False.
GridLines: Permite la incorporacion de una cuadricula segun las marcas (ticks) en los ejes consider-
ados. Automatic incluye una linea para cada marca de tick. El valor por defecto es None.
PlotRange: Incluye el rango de coordenadas en el que se quiere realizar la grafica. Las opciones
son:

- Automatic: Muestra la parte que Mathematica considera interesante del gréfico. Para ello utiliza
un algoritmo de muestreo de puntos.

- All: Muestra todos los puntos.

- {ymin,ymax}: Corresponde al rango de y =f(x) que se quiere mostrar en la grafica.
PlotStyle: EIl valor por defecto es Automatic. Mediante esta opcidn se puede cambiar el grosor, el
color y el aspecto de la gréfica.

- Thickness: Representa el grosor de la linea utilizada en la gréfica. Depende de un argu-
mento incluido entre corchetes que representa la razén entre el ancho de la linea y el de toda la
gréfica.

- RGBColor: Permite incorporar la tonalidad del color. Depende de tres parametros inclui-
dos entre corchetes. El primero de ellos corresponde al color rojo, el segundo al verde y el tercero
al azul. Estos nimeros estan comprendidos entre 0 y 1. El valor 0 indica la ausencia del color.

- GraylLevel: Analogo al anterior pero el efecto del sombreado es una tonalidad de gris.
Depende de un numero comprendido entre 0 y 1, siendo 0 el color negro y 1 el color blanco.

- Dashing: Crea una linea a trozos.

PlotPoints: Corresponde al nUmero minimo de puntos en los que se evalla la funcién. El valor por
defecto es 25.

Veamos un ejemplo en el cual vamos a utilizar algunas de estas opciones.

Podemos cambiar el color que asigna por defectmduncion. Para ello usamos PlotStyle y RGBCalon,
intensidades comprendidas entre O y 1.

Pl ot [Sin[x], {x, 0, 2x}, PlotStyle -» RGBCol or [0.5, 0.8, 0]]

Como se puede apreciar las escalas de los ejes son distintas. Si se quiere otra escala hay que
utilizar la sentencia AspectRatio, que indica la proporcién entre la altura y la anchura. Para que los
dos ejes se representen en la misma escala habria que asignhar a AspectRatio el valor Automatic.

Pl ot [Si n[x], {x, 0, 2x},
Pl ot Styl e - RGBCol or [0.5, 0.8, 0], AspectRati o » Autonati c]

Usaremos la sentencia de estilo Thickness, que es la razén entre el ancho de la linea y el ancho de
todo el grafico, para darle mayor grosor a la curva.

La funcién Dashing crea una linea a trozos en la que los sucesivos trazos dibujados son de longi-
tud di, d2, ..., argumentos de la funcion. Dibujamos la grafica de sen(x) con una linea naranja
gruesay a trazos.

Pl ot [Sin[x], {x, 0, 2Pi},
Pl ot Styl e - {RGBCol or [0.8, 0.2, 0], Thi ckness[0.01], Dashing[{0.04, 0.04}1}]

comando Show.
Asignando un nombre a la grafica de una funcion, posteriormente puede ser recuperado con el
comando Show que nos permite al mismo tiempo combinar varias gréficas.

GlL =Plot [Sin[x], {x, 0, 2},
Pl ot Styl e » {RGBCol or [0.8, 0.2, 0], Thickness[0.01], Dashing[{0.04, 0.04}1}]
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& =Pl ot [Cos[x], {X, 0, 2m}]

Show[Gl, &]

Ejercicios

1. Calcula los siguientes limites.

. x2-4
a) IImx—>2 2
b) limy_q 5%

0) limyo- 5%

d) My X2 =X = (X +1)

=X \ X

e) Iimx_,m(l + 27)
2. Representa graficamente las siguientes funciones:

a)f(x)==
b) g(x) =

Xé—

x P

N

X“+2

C) h(x)=x*-12x3+48x% -64x

3. Seaf :R- R la funcion definida por

X% +2X x<3
f(x):{ -X 3<x<5
1 5<x

a) Calcula f(-1), f(5), f(6).
b) Estudia la continuidad de f.
C) Representa graficamente la funcion.

4. Estudia la continuidad de la funcién f : R - R definida por

X+2 x<1
f(x)={
-2x-1 1<x

5. Sean f,g:R— R las funciones definidas, respectivamente, por
f)=x(x-1) 'y gx)=|x]|
a) Halla la funcién p:R - R dada por p(x) = (f 0 g) (x) y represéntala graficamente.
b) Halla la funcién q:R - R dada por q(x) = (g of) (x) y represéntala graficamente.

6. Las ganancias de una empresa, en millones de euros, se ajustan a la funcién
f(X) — 50 x-100
2x+5
donde x representa los afios de vida de la empresa cuando x = 0.

a) Representa graficamente la funcion f.
b) ¢A partir de qué afio la empresa deja de tener pérdidas?

C) A medida que transcurre el tiempo, ¢estan limitados sus beneficios? En caso afirmativo,
¢cual es su limite?
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