MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
ECUACIONES DIFERENCIALES

Dindmica de poblaciones con retardos !

L

I “‘1/ LOS modelos matemaéaticos elementales elaborados para estudiar la

dindmica de una poblacion progresan desde el mas simple como es el modelo expo-
nencial hasta los distintos modelos dependientes de la densidad de la poblacién. Para
cada uno de ellos la evolucion de la poblacién es muy distinta, desde un crecimiento
exponencial ilimitado, un punto de equilibrio estable, un comportamiento periddico,
y en algunos casos un comportamiento cadtico. En general, y en una primera etapa
del modelado no suele tenerse en cuenta los retardos. No obstante, existen pobla-
ciones donde se produce un retraso entre el cambio en el total de la poblacion y la
respuesta del animal.

Las investigaciones llevadas a cabo durante los tltimos cincuenta anos en relaciéon a
este tema se centraron en poblaciones de lemmings que son unos roedores que viven
en las tundras y praderas articas, en el norte del continente americano, y en algunas
regiones de eurasia que se alimentan principalmente de hierbas, raices y frutos.

El interés por su estudio se debe a la dindmica tan curiosa que presentan. Se ha
observado que el nimero de lemmings fluctia de forma ciclica con una serie de in-
terrupciones que suelen producirse cada 2 o 4 anos.
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1.- Modelo basico

En esta seccion elaboraremos un modelo matemético que trate de reproducir la
dindmica de este roedor. El punto de partida sera el modelo logistico,
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donde z(t) representa al nimero de individuos en el tiempo ¢, r > 0 la tasa intrinse-
ca de crecimiento y K la capacidad de carga del sistema. Como sabemos, con este
modelo la poblacién z(t) tiende a K al aumentar los valores de ¢, independiente-
mente del valor inicial de la poblacion.

Ahora debemos introducir las modificaciones oportunas en nuestro modelo para que
pueda originar los ciclos observados en los datos experimentales. Para ello tendremos
en cuenta el fenémeno conocido con el nombre de dependencia de la densidad re-
tardada. Es decir, la densidad de poblacion actual depende de la densidad de un
periodo de tiempo T anterior, con lo cual el modelo logistico se transforma en,

d“";it) — ra(t) (1 - x;((t)) , (1)

donde x*(t) es el tamano de la poblacién en un momento anterior de periodo 7.

La Figura 1 muestra el Diagrama de Forrester del modelo
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Figura 1.- Diagrama de Forrester de (1)

De todas las ecuaciones que debemos introducir, la mas interesante es,
retardo = DELAY FIXED(poblacion, periodo, 0)

donde se refleja un retraso del nivel poblacion a partir del momento inicial de 18
meses. El resto de las ecuaciones son:

poblacion = INT(entrada — salida,2); entrada = tasa * poblacion
salida = tasa * poblacion * retardo/capacidad carga
capacidad carga = 78; periodo = 18; tasa = 0.15




En la Figura 2 se han superpuesto los resultados de las tres simulaciones realizadas
para distintos valores del periodo T'. En verde se encuentra la tipica curva logisti-
ca para un modelo sin retraso, mientras que en rojo y en azul pueden observarse

distintos comportamientos periddicos como consecuencia de introducir retrasos de
periodos T' =12 y T' = 18 meses.
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Figura 2.- Resultados de la simulacién con Vensimg para r = 0.15; K = 78; x(0) = 2

Para conocer el efecto que cada parametro ejerce sobre el modelo realizamos un
analisis de sensibilidad.
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Figura 3.- Anilisis de sensibilidad con 0.10 < tasa < 0.20; T = 12

En el primer caso hemos variado de forma aleatoria el parametro tasa entre los
valores 0.10 y 0.20 con 200 simulaciones (Figura 3 izquierda). El resultado refleja
que cambios pequenos hacen que se alteren de forma significativa tanto la amplitud
de las oscilaciones como su periodo, (Figura 3 derecha).
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Figura 4.- Anélisis de sensibilidad con 50 < capacidad carga < 100; T' = 18



Un resultado distinto se obtiene si variamos los valores de capacidad carga entre
50 y 100 (Figura 5), de tal manera que ahora la tnica alteracion en el resultado se
debe a la amplitud de la funcion pero no afecta a su periodo.
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Figura 6.- Izquierda: 10 < periodo < 20. Derecha: 10 < periodo < 40.
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En la Figura 6 se encuentran los resultados del analisis de sensibilidad del modelo
con los pardmetros tasa = 0.15; capacidad carga = 78 y variando el periodo T
desde 10 hasta 20, en el primer caso, y desde 10 hasta 40 en el segundo. El com-
portamiento es diferente ya que puede observarse como a partir de un determinado
momento para valores de T' la poblacion puede llegar a extinguirse.

2.- Dinamica de la poblacién con estacionalidad

En esta segunda fase del modelado vamos a introducir en nuestro modelo el hecho
de que la tasa intrinseca de crecimiento r no sea constante sino que dependa de la
estacién del ano r(t). El nuevo diagrama de Forrester es el siguiente,

entrada 'da
senmn\ /)
r'l';:l capacidad carga_

poblamon
WVierno: \¥r retardada

@ pPEHO do -

Figura 7.- Diagrama de Forrester del modelo modificado

En concreto, deseamos que durante el tiempo que dura el invierno (aproximadamente
16 semanas) esta tasa sea nula, mientras que en el resto su valor sea de 0.15. La



funcién que tenemos que definir es,

ry= [ 015 si 0<t<36
10 s 36<t<52

y corresponde a la variable,
tasa = IF THEN ELSE(semana >= (52 — invierno) : AND : semana <= 52,0, r)

siendo
semana = MODULO(Time, 52) + 1

invierno = 16
Ademas, se han introducido en el modelo las siguientes ecuaciones,

poblacion retardada = IF THEN ELSE(Time > periodo, retardo,0)
salida = tasa * poblacion x poblacion retardada/capacidadcarga

En la Figura 8 izquierda se encuentra el resultado de la simulacién a lo largo de
600 semanas con T'= 18; K = 78 y x(0) = 2, mientras que a la derecha aparece el
andlisis de sensibilidad del modelo cuando el periodo T varia entre los valores 10 y 40.
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Figura 8.- Resultados de la simulacién.

3.- Dinamica de la poblacion con cambios estacionales sinusoidales

En esta tercera versién del modelo haremos que la tasa intrinseca de crecimiento r
cambie de forma continua entre cero y su méaximo valor 0.15 de forma senoidal y
con una amplitud de un ano (52 semanas). Es decir,

tasa = 0.075 x SIN(Time * 2 * 3.14/52) + 0.075
Las ecuaciones mas significativas del modelo que aparece en la Figura 9 son,

poblacion retardada = IF THEN ELSE(Time > periodo, retardo,0)
retardo = DELAY FIXED = (poblacion, periodo,0)
salida = tasa * poblacion * poblacion retardada/capacidadcarga
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Figura 9.- Diagrama de Forrester del tercer modelo

El resultado de la simulacién con K = 78; x(0) = 2; T" = 18 se encuentra en la
Figura 10 izquierda,
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Figura 10.- Resultados de la simulacién.

La Figura 10 derecha corresponde al andlisis de sensibilidad del modelo para valores
del periodo entre 10 y 40.
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