MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelo presa-depredador II !

: En general, un modelo del tipo presa-depredador responde al si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

a(t) = 20 = g f(x,y)
Y (t) = 4 =y g(z,y)

donde y(t) es el nimero de depredadores en el tiempo ¢, y z(t) es el nimero de
presas.

Introduccién
Para elaborar nuestro modelo tendremos en cuenta las siguientes hipotesis:

1. En ausencia de los depredadores las presas crecen segiin un modelo logistico
con una tasa de crecimiento de 2/3 dia™! y una capacidad de carga de 4 presas

2. El efecto de depredacién sobre las presas viene dado por la funcion

S(a(t), y(1)) = 2

T 1+ 2()

'Basado en el modelo propuesto en Lecture 28. Math 19. de T. Judson. 2005



3. Los depredadores evolucionan segin un modelo logistico con una tasa de cre-
cimiento r dia~! y una capacidad de carga variable que coincide con el ntimero
de presas presentes en cada momento x(t)

Por tanto, la dinamica del sistema esta controlada por el sistema,

L 2 z(t) z(t)y(t)
2'(t) = ¢(x,y) = (1) (1 T ) C 1ta(t) (1)

y'(t) = oz, y) =1y ( _ %)

Observemos que cuando el niimero de presas es muy pequeno, el término de depreda-
cién §(z,y) coincide con zy que es la probabilidad de que una presa se encuentre
con un depredador. Por otro lado, si el niimero de presas es elevado, entonces 6 (z, )
es aproximadamente igual al nimero de depredadores.

Estudio cualitativo. Puntos de equilibrios

Para estudiar el comportamiento de ambas poblaciones procederemos en primer
lugar a realizar un estudio cualitativo del sistema (1). Para ello, es necesario en
primer lugar encontrar las isoclinas nulas.

= Las correspondientes a z(t) se calculan resolviendo la ecuacién z/(t) = 0, que
coinciden con el eje # = 0y la pardbolay = —3(2? =3z —4) = —¢(x+1)(x—4)

» Las isoclinas de y(t) son el eje y =0 y la recta y = x

Las intersecciones de estas isoclinas definen a los puntos de equilibrio del sistema.
En nuestro caso los puntos, P, = (0,4) y P, = (a,«) siendo a > 0 la solucién
positiva de la ecuacion —¢(z + 1)(z — 4) = . Es decir, a = 1.
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Figura 1.- Evolucién de ambas poblaciones



Como muestra la Figura 1 las isoclinas nulas dividen al plano = > 0, y > 0 en cuatro
regiones.

El estudio del signo de las derivadas,
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nos indicara el comportamiento de ambas poblaciones. El cuadro siguiente es un
resumen de la evolucion de las poblaciones.

| | Regién I | Region II | Regién III | Regién IV |

'(t)

Negativa

Positiva

Positiva

Negativa

x
y'(t) || Negativa

Negativa

Positiva

Positiva

Tabla 1.- Signo de las derivadas

Si clasificamos los puntos de equilibrio podemos conocer el comportamiento local
de las soluciones. Para ello serd necesario encontrar el jacobiano de las funciones
o(z,y), p(x,y), y por tanto se deben calcular todas las derivadas parciales.
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1. El valor del jacobiano en el punto de equilibrio P, = (4,0) es,

2 4
J, = 3 5
0 r

Es estudio de estabilidad podemos hacerlo de dos formas:

= Calculando los valores propios de la matriz J;

||J1—)\I||:O — )\1:—2/3, )\2:7“

s Calculando la traza y el determinante de la matriz J;

2
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En ambos casos, y como consecuencia de que el parametro r es positivo, pode-
mos afirmar que el punto P; = (4,0) es inestable.

2. El valor del jacobiano en el segundo punto de equilibrio P, = (1, 1) es,

o1

Lo | 12 2

roo—r
donde . .
T’I“(IZCL(JQ):E—T, |J2|:E.

Al ser el parametro r > 0 hace que el valor del determinante sea siempre
positivo y en consecuencia para que el punto P, sea asintéticamente estable
serd necesario que la traza(Jy) sea negativa, lo que obliga a que r sea mayor
de 1/12.

Cuenca de atraccion

Recordemos que una regién C del plano (z,y) es una cuenca de atraccién para el
sistema de ecuaciones diferenciales que estamos estudiando, cuando una solucién
(x(t),y(t)) que entre en dicha regién C no la abandona. Como puede apreciarse en
la Figura 1, donde se ha realizado la evolucién de ambas poblaciones (plano fase), el
cuadrado C = {(z,y) € R? /0 < z(t) <4, 0 < y(t) < 4} es una cuenca de atraccién
para (1).

Soluciones periodicas

Para conocer si un sistema del tipo (1) tiene soluciones periddicas es necesario aplicar
el Teorema de Poincaré-Bendizson cuyo enunciado es:

Si C es una cuenca de atraccion del sistema ' = f(x,y), v = g(x,y) que contiene
a un punto de equilibrio simple que es inestable (repulsor), entonces el sistema tiene
una solucion periodica dentro de C.

En nuestro caso, el punto P, es inestable cuando r < 1/2 y estd dentro del cuadra-
do C, por tanto el sistema presa-depredador (1) tiene una solucién periédica si el
pardmetro 7 sea menor de 1/12.

Simulacién con Vensim

Para construir el diagrama de Forrester es necesario detectar aquellos flujos que in-
crementan la tasa de crecimiento de las dos poblaciones y los flujos de salida. Para
ello reescribimos el sistema inicial de ecuaciones diferenciales como,

1 9 Ly

¥ =rx——z°—
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) = oy — oY
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Podemos apreciar, en el sistema anterior y en el diagrama de Forrester de la Figura
2, que el primer nivel correspondiente a las presas tiene un flujo de entrada relativo
al crecimiento exponencial de las presas, un nivel de salida asociado a la lucha entre
las presas y otro nivel de salida donde se refleja el hecho de que una presa compite
contra un depredador. El segundo de los niveles (depredadores) tiene un flujo de
entrada como consecuencia del crecimiento exponencial de la poblacién y otro flujo
de salida que representa a la competencia entre las especies.
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Figura 2.- Diagrama de Forrester

Para poner de manifiesto los resultados encontrados en los apartados anteriores
hemos realizado dos simulaciones manteniendo fijo los parametros , = 2/3 ,k = 4
y con los valores iniciales y(0) =4 y x(0) = 3.
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Figura 3.- Resultados de la simulacién con ro = 0.03



La primera simulaciéon corresponde al caso donde r, = 0.03 y el punto de equilibrio
P, = (1,1) es inestable ya que ro < 1/12. En las Figuras 3 y 4 se aprecia como
ambas poblaciones tienen un comportamiento periédico.

El campo de direcciones, las orbitas y el plano fase pueden dibujarse con mayor
precision con Mapleg,.
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Figura 4.- Plano fase para r = 0.03

En la segunda simulacién hemos considerado 7, = 0.3 donde el punto de equilibrio
P, = (1,1) es asintéticamente estable ya que 7o > 1/12. En la Figura 5 podemos
ver como como las dos poblaciones, a largo plazo, tienen al punto de equilibrio.
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Figura 5.- Resultados de la simulacién con 7 = 0.3

En la Figura 6 se ha dibujado el campo de direcciones, algunas orbitas y el plano
fase de la segunda simuilacion .
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Figura 6.- Resultados de la simulacién con 3 = 0.03

Finalmente incluimos las ecuaciones del modelo introducidas con Vensimg,

presas = INTEG(crecimiento presas — depredacion presa — depredador
—depredacion presa — presa, 3))
depredadores = INTEG(crecimiento depredadores — competencia,4)

crecimiento presas = rl * presas, ry =2/3;

depredacion presa — presa = rl x presas * presas/k), k=4
depredacion presa — depredador = presas * depredadore s/(1 + presas)
crecimiento depredadores = r2 * depredadores, = 0.03

competencia = r2 *x depredadores * depredadores/presas
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