
MODELOS MATEMÁTICOS BASADOS EN

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelo presa-depredador II 1

En general, un modelo del tipo presa-depredador responde al si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

{
x′(t) = dx(t)

dt
= x f(x, y)

y′(t) = dy(t)
dt

= y g(x, y)

donde y(t) es el número de depredadores en el tiempo t, y x(t) es el número de
presas.

Introducción

Para elaborar nuestro modelo tendremos en cuenta las siguientes hipótesis:

1. En ausencia de los depredadores las presas crecen según un modelo loǵıstico
con una tasa de crecimiento de 2/3 d́ıa−1 y una capacidad de carga de 4 presas

2. El efecto de depredación sobre las presas viene dado por la función

δ(x(t), y(t)) =
x(t)y(t)

1 + x(t)

1Basado en el modelo propuesto en Lecture 28. Math 19. de T. Judson. 2005
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3. Los depredadores evolucionan según un modelo loǵıstico con una tasa de cre-
cimiento r d́ıa−1 y una capacidad de carga variable que coincide con el número
de presas presentes en cada momento x(t)

Por tanto, la dinámica del sistema está controlada por el sistema,





x′(t) = φ(x, y) =
2

3
x(t)

(
1− x(t)

4

)
− x(t)y(t)

1 + x(t)

y′(t) = ϕ(x, y) = ry

(
1− y(t)

x(t)

) (1)

Observemos que cuando el número de presas es muy pequeño, el término de depreda-
ción δ(x, y) coincide con xy que es la probabilidad de que una presa se encuentre
con un depredador. Por otro lado, si el número de presas es elevado, entonces δ(x, y)
es aproximadamente igual al número de depredadores.

Estudio cualitativo. Puntos de equilibrios

Para estudiar el comportamiento de ambas poblaciones procederemos en primer
lugar a realizar un estudio cualitativo del sistema (1). Para ello, es necesario en
primer lugar encontrar las isoclinas nulas.

Las correspondientes a x(t) se calculan resolviendo la ecuación x′(t) = 0, que
coinciden con el eje x = 0 y la parábola y = −1

6
(x2−3x−4) = −1

6
(x+1)(x−4)

Las isoclinas de y(t) son el eje y = 0 y la recta y = x

Las intersecciones de estas isoclinas definen a los puntos de equilibrio del sistema.
En nuestro caso los puntos, P1 = (0, 4) y P2 = (α, α) siendo α > 0 la solución
positiva de la ecuación −1

6
(x + 1)(x− 4) = x. Es decir, α = 1.

Figura 1.- Evolución de ambas poblaciones
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Como muestra la Figura 1 las isoclinas nulas dividen al plano x ≥ 0, y ≥ 0 en cuatro
regiones.

El estudio del signo de las derivadas,





x′ = x
1

x + 1

(
2(x + 1)

3

(
1− x

4

)
− y

)
=

x

x + 1

(
−1

6
(x2 − 3x− 4)− y

)

y′(t) = ry

(
1− y(t)

x(t)

)
=

ry

x
(x− y)

nos indicará el comportamiento de ambas poblaciones. El cuadro siguiente es un
resumen de la evolución de las poblaciones.

Región I Región II Región III Región IV

x′(t) Negativa Positiva Positiva Negativa
y′(t) Negativa Negativa Positiva Positiva

Tabla 1.- Signo de las derivadas

Si clasificamos los puntos de equilibrio podemos conocer el comportamiento local
de las soluciones. Para ello será necesario encontrar el jacobiano de las funciones
φ(x, y), ϕ(x, y), y por tanto se deben calcular todas las derivadas parciales.

J =




∂φ

∂x

∂φ

∂y

∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y


 =




2

3
− 1

3
x− y

(1 + x)2
− x

1 + x

ry2

x2
r − 2ry

x




1. El valor del jacobiano en el punto de equilibrio P1 = (4, 0) es,

J1 =



−2

3
−4

5

0 r




Es estudio de estabilidad podemos hacerlo de dos formas:

Calculando los valores propios de la matriz J1

‖J1 − λI‖ = 0 =⇒ λ1 = −2/3 , λ2 = r

Calculando la traza y el determinante de la matriz J1

Traza(J1) = −2

3
+ r , |J1| = −2

3
r
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En ambos casos, y como consecuencia de que el parámetro r es positivo, pode-
mos afirmar que el punto P1 = (4, 0) es inestable.

2. El valor del jacobiano en el segundo punto de equilibrio P2 = (1, 1) es,

J2 =




1

12
−1

2

r −r




donde

Traza(J2) =
1

12
− r , |J2| = 5r

12
.

Al ser el parámetro r > 0 hace que el valor del determinante sea siempre
positivo y en consecuencia para que el punto P2 sea asintóticamente estable
será necesario que la traza(J1) sea negativa, lo que obliga a que r sea mayor
de 1/12.

Cuenca de atracción

Recordemos que una región C del plano (x, y) es una cuenca de atracción para el
sistema de ecuaciones diferenciales que estamos estudiando, cuando una solución
(x(t), y(t)) que entre en dicha región C no la abandona. Como puede apreciarse en
la Figura 1, donde se ha realizado la evolución de ambas poblaciones (plano fase), el
cuadrado C = {(x, y) ∈ <2 / 0 < x(t) < 4 , 0 < y(t) < 4} es una cuenca de atracción
para (1).

Soluciones periódicas

Para conocer si un sistema del tipo (1) tiene soluciones periódicas es necesario aplicar
el Teorema de Poincaré-Bendixson cuyo enunciado es:

Si C es una cuenca de atracción del sistema x′ = f(x, y) , y′ = g(x, y) que contiene
a un punto de equilibrio simple que es inestable (repulsor), entonces el sistema tiene
una solución periódica dentro de C.

En nuestro caso, el punto P2 es inestable cuando r < 1/2 y está dentro del cuadra-
do C, por tanto el sistema presa-depredador (1) tiene una solución periódica si el
parámetro r sea menor de 1/12.

Simulación con Vensim

Para construir el diagrama de Forrester es necesario detectar aquellos flujos que in-
crementan la tasa de crecimiento de las dos poblaciones y los flujos de salida. Para
ello reescribimos el sistema inicial de ecuaciones diferenciales como,





x′ = r1x− r1

k
x2 − xy

1 + x

y′(t) = r2y − r2
y2

x
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Podemos apreciar, en el sistema anterior y en el diagrama de Forrester de la Figura
2, que el primer nivel correspondiente a las presas tiene un flujo de entrada relativo
al crecimiento exponencial de las presas, un nivel de salida asociado a la lucha entre
las presas y otro nivel de salida donde se refleja el hecho de que una presa compite
contra un depredador. El segundo de los niveles (depredadores) tiene un flujo de
entrada como consecuencia del crecimiento exponencial de la población y otro flujo
de salida que representa a la competencia entre las especies.

Figura 2.- Diagrama de Forrester

Para poner de manifiesto los resultados encontrados en los apartados anteriores
hemos realizado dos simulaciones manteniendo fijo los parámetros r1 = 2/3 , k = 4
y con los valores iniciales y(0) = 4 y x(0) = 3.

Figura 3.- Resultados de la simulación con r2 = 0.03
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La primera simulación corresponde al caso donde r2 = 0.03 y el punto de equilibrio
P2 = (1, 1) es inestable ya que r2 < 1/12. En las Figuras 3 y 4 se aprecia como
ambas poblaciones tienen un comportamiento periódico.

El campo de direcciones, las órbitas y el plano fase pueden dibujarse con mayor
precisión con Mapler.

Figura 4.- Plano fase para r2 = 0.03

En la segunda simulación hemos considerado r2 = 0.3 donde el punto de equilibrio
P2 = (1, 1) es asintóticamente estable ya que r2 > 1/12. En la Figura 5 podemos
ver como como las dos poblaciones, a largo plazo, tienen al punto de equilibrio.

Figura 5.- Resultados de la simulación con r2 = 0.3

En la Figura 6 se ha dibujado el campo de direcciones, algunas órbitas y el plano
fase de la segunda simuilación .
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Figura 6.- Resultados de la simulación con r2 = 0.03

Finalmente incluimos las ecuaciones del modelo introducidas con Vensimr,

presas = INTEG(crecimiento presas − depredacion presa− depredador

−depredacion presa− presa, 3))
depredadores = INTEG(crecimiento depredadores − competencia, 4)
crecimiento presas = r1 ∗ presas , r1 = 2/3;
depredacion presa− presa = r1 ∗ presas ∗ presas/k) , k = 4

depredacion presa− depredador = presas ∗ depredadores/(1 + presas)
crecimiento depredadores = r2 ∗ depredadores , r2 = 0.03
competencia = r2 ∗ depredadores ∗ depredadores/presas
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[19] GÜNDÜZ Ancient and Current Chaos Theories, Interdisciplinary Description
of Complex Systems, Vol. 4, n0 1, 1-18, (2006).

[20] HAEFNER, J.W. Modeling Biological Systems. Principles and Applications.
Chapman and Hall, New York, (1996).

[21] HANNON B.; RUTH M. Modeling Dynamic Biological Systems. Systems
Springer, New York 82-86, (1997).

[22] HANNON B.; RUTH M. Modeling Dynamic Biological Systems. Systems
Springer, New York 65-68, (1997).

[23] HARTLOVE J.; SHAFFER D.; RAGAN S. Glucose-Insuline Model. The
Maryland Virtual High School of Science and Mathematics, (2001).

[24] HORN H.S. The ecology of secondary succession. Annual Review of Ecology
and Systematics 5:25-37, (1974).

[25] LEMAIRE V.; TOBIN F.L.; GRELLER L.D.; CHO C.R.; SUVA L.J.
Modeling the interactions between osteoblast and osteoclast activities in bone re-
modeling, Journal of Theorical Biology, 229, 293-309, (2004).

[26] LI B.L. Ecological Modelling, 132, 33-50, (2000).

9



[27] MAHAFFY J.M.; ZYSKIND J.W. A model for the initiation of replication
in Escherichia coli. Journal Theory Biology, 140, 453-477, (1989).

[28] MANDELBROT B. The Fractal Geometry of Nature, Eds. W.H.Freeman and
Company, New York, (1983).
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