OBJETIVOS

NOS proponemos como objetivo principal elaborar material docente multimedia de
utilidad para los estudiantes de diferentes titulaciones, que incluya:

= El desarrollo de las aplicaciones biomatematicas resultado del Proyecto de
Innovacién Docente del curso 2005/06

= Disenar y desarrollar nuevos modelos matematicos avanzados de casuisticas
biolégicas previamente no incluidas en el Proyecto anteriormente citado

= Incorporar y desarrollar ejemplos de aplicacion en las asignaturas:
o Técnicas Estadisticas Aplicadas a la Investigacion Bioldgica
(Titulaciéon de Biologia)

e Bioestadistica
(Diplomatura de Enfermeria)

e Fundamentos de Organizacion Molecular y Celular
(Titulacién de Ciencias Ambientales)

o Andlisis de datos Multivariantes-1
(Diplomatura de Estadistica)




PARTICIPANTES

Para garantizar la viabilidad y la calidad de los resultados que puedan obtenerse
de los objetivos propuestos, al equipo de profesorado que Hev% a cabo el Proyecto
de Innovacién Docente del curso 2005/06 se han incorporado docentes especialistas
en Estadistica e Investigacion Operativa, responsables bien de las asignaturas de
Estadistica en la Titulacion de Biologia y en la Diplomatura de Enfermeria, asi co-
mo de una asignatura de la Diplomatura de Estadistica en la que suelen utilizarse
ejemplos de aplicacion bioldgica.

A continuacion se indican las asignaturas implicadas, y los profesores con docencia
en las mismas:

= Bioestadistica: Sonia Castillo GutiUrrez
» Bioquimica y Biologia Molecular: Juan B. Barroso Albarracin
= Anadlisis de Datos Multivariantes I: José Rodriguez Avi

= Fundamentos de Organizacion Molecular y Celular: Francisco J. Este-
ban

= Genética Aplicada: Ménica Bullejos Martin
s Genética de Poblaciones: Antonio Sanchez Baca

» Miéster en Olivar, Aceite de oliva y Salud (materias asignadas): Eu-
sebio Cano Carmona

= Gestion de Pesca Continental y Caza, y Parasitologia Animal: Jesus
M. Pérez Jiménez

= Metodologia de Evaluacién de Ecosistemas: Julio Alcantara Gamez
= Modelos Matematicos en Biologia: Juan Navas Urena, José M. Quesada
» Pastos y Forrajes: Antonio Garcia Fuertes

= Técnicas Estadisticas Aplicadas a la Investigaciéon Bioldgica: Maria
Dolores Estudillo Martinez.



También contaremos con la participacion de los investigadores y colaboradores del
Departamento de Biologia Animal, Biologia Vegetal y Ecologia, Ana Cano Ortiz y
Emmanuel Serrano Ferron, y de la alumna colaboradora Irene de la Haza Campan,
todos con una experiencia acreditada en modelos biolégicos.




MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelos epidemiolégicos !

. Supongamos que una determinada enfermedad se esta propagando
en una ciudad. Si z(t) representa al nimero de individuos susceptibles de contraer
la enfermedad en el dia ¢ e y(¢) indica el nimero de personas infectadas en el dia
t, entonces para analizar su evolucion sera necesario establecer unas determinadas
hipétesis. Segin sean las que se establezcan se obtendra un tipo de modelo u otro.
En esta seccién nos centraremos en tres casos muy parecidos pero cuyo compor-
tamiento a largo plazo es diferente.

Primer caso

En primer lugar consideraremos que la evolucién de ambas poblaciones viene deter-
minada por:

» Los individuos susceptibles crecen a una tasa constante a de personas/dia y
disminuyen segun la probabilidad de encuentro de una persona infectada con
una persona inmune

= Los individuos se infectan a un ritmo directamente proporcional a la proba-
bilidad de que una persona infectada se encuentre con una persona susceptible.

'Basado en los modelos propuestos en Lectures 7 y 10. Math 19. de T. Judson. 2005



= En ausencia de personas susceptibles el nimero de infectados disminuye expo-
nencialmente

= Las personas infectadas después de un cierto tiempo se recuperan o mueren.
Si se recuperan se convierten en personas inmunes a la enfermedad. Ademas,
la duracion del periodo de incubacion de la enfermedad se considera insignifi-
cante.

Las condiciones anteriores pueden resumirse en el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales,

xﬂ)=¢@w)=a—bﬂﬂﬁﬂsz6%_y> (1)
M@%:M%y%:W@M@%—W@V:@(x_g)

siendo a, b, pardmetros positivos y 1/c con ¢ > 0 el tiempo que por témino medio
permanece infectada una persona.

Para realizar el estudio cualitativo del modelo (1) debemos representar las isoclinas
nulas

» Las correspondientes a x(t) son aquellos valores que anulan a la derivada z/(t),
que coincide con la hipérbola:

= Del mismo modo, las isoclinas de y(t) son el eje y(t) = 0 y la recta z(t) = ¢/b

Los puntos de interseccion de estas isoclinas son los puntos de equilibrio del modelo,
en nuestro caso P = (¢/b, a/c).

Las isoclinas dividen al plano x > 0, y > 0 en cuatro regiones tal y como puede
apreciarse en la Figura 1.
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Figura 1.- Evolucién de ambas poblaciones



En cada una de estas regiones las poblaciones se comportan de manera diferente. Por
ejemplo, en la primera de ellas al ser 2'(t) < 0y 3/(t) > 0 las personas susceptibles de
contraer la enfermedad entaran disminuyendo mientras que aumentara el niimero de
personas infectadas. Al transcurrir el tiempo se atravesara la region 11 donde ambas
poblaciones disminuiran. Un resumen de este comportamiento aparece en la Tabla 1.

| | Region I | Region II [ Regién I | Regién IV |
2'(t) | Negativa | Negativa | Positiva Positiva
y'(t) || Positiva | Negativa | Negativa | Positiva

Tabla 1.- Signo de las derivadas

Podemos hacer un estudio local del comportamiento asintético del modelo en torno
al inico punto de equilibrio. Para ello empezamos calculando la matriz jacobiana de
las funciones ¢(x,y) v ¢(x,y) en el punto P = (¢/b, a/c).

9¢ 04 ba

oxr 0Oy . ¢
J: p—

o0 00 | | W

or 0Oy

La traza de esta matriz es —ba/c < 0 y el determinante ba > 0. En consecuencia, el
punto de equilibrio P sera asintéticamente estable. Como ademés es el inico punto
de equilibrio, las dos poblaciones tenderan a largo plazo a estabilizarse en dichos
valores.

Este resultado queda confirmado si simulamos el modelo con Vensimg. En la Figura
2 puede verse el diagrama de Forrester correspondiente al modelo (1).
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Figura 2.- Diagrama de Forrester



Para los pardmetros se han tomado los valores a = 5, b = 0.02, ¢ = 0.2 y como
valores iniciales z(0) = 10, y(0) = 2. Los resultados de la simulacién muestran que
x(t) — 10 y y(t) — 25 cuando t — 0.
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Figura 3.- Resultados de la simulacién

En la Figura 4 se ha dibujado con Mapleg, el campo de direcciones, algunas 6rbitas
y el plano fase con los valores de los parametros utilizados en la simulacién.
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Figura 4.- Plano fase del primer caso

Especial interés tiene el estudio cuando el parametro a es nulo. Los individuos re-
cuperados quedan inmunizados a la enfermedad y ademas no se incorporan nuevas
personas al sistema. El modelo (1) se reduce al,

{ a'(t) = —ba(t)y(t) (2)

y'(t) = bx(t)y(t) — cy(t)

y se conoce con el nombre de modelo de Kermack-McKendrick.



Como consecuencia del tipo de ecuaciones diferenciales que componen el modelo, es
posible encontrar las ecuaciones explicitas de las 6rbitas. En efecto,

— 1
bx

de/dt — drv bx

dy/dt _dy bz —c (c )

c
integrando se obtiene como solucién el conjunto de curvas y(x) = [—)lnx —x + k,

siendo k un numero real. En la Figura 5 puede verse tres de estas orbitas para los
valores de los parametros a = 0.02, b = 0.02, y los valores iniciales

(2(0),5(0)) = (30,2),  (x(0),5(0)) = (35,3), (2(0),y(0)) = (47,1).
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Figura 5.- Plano fase y campo de direcciones del modelo de Kermack-McKendrick

Si el nimero de personas susceptibles a la enfermedad se encuentra por encima del
umbral ¢/b, entonces la epidemia se desarrolla y la cantidad de personas infectadas se
incrementa. En el momento en que x(t) esta por debajo de ¢/b la epidemia desaparece
puesto que el nimero de personas infectadas tiende a cero.

Segundo caso

Modificaremos parte de la primera de las hipdtesis del modelo (1) suponiendo que
el ritmo de crecimiento de los susceptibles no es constante sino que crece a un ritmo
proporcional a los individuos susceptibles que hay en cada momento. Es decir,

(x,y) = ax(t) — bx(t)y(t) = bx (% - y) (3)
Y (t) = @(z,y) = bx(t)y(t) — cy(t) = by (w - g)

&\
—
=

I
-

Es inmediato comprobar que las isoclinas correspondientes a x(t) son las rectas
y(t) = a/by z(t) = 0, mientras que las de y(¢) son el eje de abscisa y(t) = 0y la
recta x = ¢/b.



Las isoclinas de z(t) y las de y(t) se cortan en los puntos de equilibrio P, = (0,0) y
P, = (¢/b,a/b). Para poder clasificar estos puntos serd necesario calcular la matriz
jacobiana,

o¢ 0¢
J— Or Oy _(a—by —bx )
do Dy by br —c
or 0Oy
Si sustituimos los valores de la jacobiana en el punto P, = (0,0) obtenemos una
matriz diagonal cuyos valores propios son A\; = a > 0y Ay = —c < 0. Es decir, el

punto P; donde ambas poblaciones desaparecen es un punto de silla inestable.
La matriz jacobiana en el segundo punto de equilibrio es,
0 —c
a 0
cuyos valores propios son los niimeros imaginarios puros A\ = \/ac ¢t y Ay = —y/ac 1.
Al ser la parte real nula el punto P, sera un centro.
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Figura 6.- Diagrama de Forrester

El diagrama de Forrester (Figura 6) asociado a (3) sélo difiere del caso anterior en
el flujo de entrada del primer nivel, siendo las ecuaciones,

susceptibles = INTEG(+entrada exponencial — salida, 10)
infectados = INTEG(+entrada — descenso exponencial,2)

salida = contacto infectado — susceptible, b = 0.02;
entrada = contacto infectado — susceptible, c=0.2
descenso exponencial = c* infectados, a=>5

contacto infectado — susceptible = b * infectados * susceptibles
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Figura 7.- Resultados de la simulacién

La simulacién con Vensimg se ha realizado con los pardmetros a = 5, b = 0.02, ¢ =
0.2 y los valores iniciales y(0) = 2 y z(0) = 10. Como puede apreciarse en la
Figura 6 izquierda, ambas poblaciones tienen un comportamiento periédico. Las
6rbitas (Figura 7 derecha) en el plano fase giran en torno al centro que es el punto
P, = (10, 250).

La siguiente figura corresponde al campo de direcciones, algunas érbitas y al plano
fase de la segunda simulacién .
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Figura 8.- Plano fase del segundo caso

Con frecuencia los brotes de la epidemia se producen de forma ciclica cada cierta
cantidad de tiempo. Podemos introducir una ligera modificaciéon al modelo (3) en
el sentido de alterar el parametro b para tener en cuenta esta circunstancia. Basta
expresarlo como la funcién trigonométrica b(t) = bo(1 + by cos(5t))

Se ha simulado el modelo con Vensimg utilizando los pardmetros:

a =09, by =5, b =028, ¢ =2, z(0) = 0.5, y(0) = 0.2
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Figura 9.- Diagrama de Forrester y resultado de la simulacién b(t) = bo(1 + by cos(5t))

Tercer caso

En esta ocasion estudiaremos un modelo del tipo presa-depredador con crecimiento
logistico para las presas (susceptibles), es decir,

{ 7' (t) = ¢(x,y) = ax(t) — dr?(t) — bx(t y(t) = x (a —dx — by)

Y (t) = p(x,y) = bx(t)y(t) — cy(t) = by (z — (4)

con todos los parametros positivos.

Las isoclinas nulas de z(t) son el eje x = 0 y la recta a — dz — by = 0, y las isoclinas
de y(t) son el eje y = 0 y la recta x = b/c. La interseccién de estas isoclinas dan
lugar a los puntos de equilibrio,

a ¢ ab—cd

P1:(O,O), PZZ(_ 0), sz(g,T).

= Para que el punto P; tenga todas sus coordenadas positivas es necesario que
ab — ed > 0, lo que obliga a a/d > ¢/b.

yit)

7
b
¥,
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Figura 10.- Plano fase para ab — cd > 0

11



Para cada una de las cuatro regiones en el que el plano fase queda dividido por
las isoclinas nulas, el comportamiento de las poblaciones es diferente. Como
sabemos, la evolucién de las poblaciones viene determinada por el signo de las
derivadas. Por ejemplo, en la primera regién donde x > ¢/by a — dx — by < 0,
se puede comprobar que y'(t) es positiva y z/(t) es negativa. Por tanto, du-
rante el tiempo en que las poblaciones permanezcan en dicha regiéon el niimero
de individuos susceptibles estara disminuyendo y aumentando el nimero de
infectados. En la Tabla 3 aparece un resumen de este comportamiento.

| | Region I | Region II | Regién III | Region IV |

2'(t) || Negativa | Negativa | Positiva Positiva
y'(t) | Positiva | Negativa | Negativa | Positiva

Tabla 2.- Signo de las derivadas

El estudio anterior pone de manifiesto la estabilidad de algunos de los puntos
de equilibrio. Observemos en la Figura 10 que los puntos P; y P, son inestables.

A continuacion clasificaremos los puntos de equilibrio del modelo a través de
la matriz jacobina,

)
dr Oy a— 2dx — by —bx
J pu— p—
3_90 8_90 by br — ¢
or 0Oy
e Para el primer punto los valores propios de la matriz jacobiana,

a 0
0 —c

son \y =a >0y Ay =—c<0. El punto P, = (0,0) es inestable.

e La matriz jacobiana en el punto P, es,

d
0 _ba—dc
d

. a . .
cuyo determinante —3(ab — cd) es negativo, ya que estamos suponiendo
que ab— cd < 0 y los parametros a y d son positivos. En consecuencia, el

a
punto de equilibrio P, = (a, 0) es inestable.
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e Por 1ultimo, la jacobiana en Ps,

ab — cd
b

c
tiene Traza(J) = —dc/b negativa y determinante Det(J) = l—)(ab — cd)
positivo. El punto P; sera asintéticamente estable.

Como consecuencia del analis que acabamos de realizar podemos afirmar que

si ab — cd > 0, entonces el tinico punto estable es P3 = (£, “bb_fd) y las dos
poblaciones a largo plazo se estabilizaran.

= Si ab — cd < 0 los puntos de equilibrio, con coordenadas positivas, se reducen
al P1-(0,0) y P, = (5,0).

Wit} x=c/b

a-dxby=0 Iz N

Regién Il Regién |

Regién I \l R xit)

(0,0 [a.-'d,O\
P
5

Figura 11.- Plano fase para ab — cd < 0

—0g

Ahora el plano fase, para valores (z,y) positivos, queda dividido en tres re-
giones donde las poblaciones evolucionan de la manera que muestra la Tabla 3.

| [ Region T | Region 1T | Region 111

2'(t) || Negativa | Negativa | Positiva
y'(t) | Positiva | Negativa | Negativa

Tabla 3.- Signo de las derivadas
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La Figura 11 muestra que el inico punto de equilibrio estable es el P, como
puede confirmarse estudiando la traza y el determinante de la matriz jacobiana
de las funciones ¢(z,y) y ¢(x,y) particularizada en cada uno de los puntos de

equilibrio.

Simulacién con Vensim

El diagrama de Forrester asociado al modelo (4) se diferencia del diagrama del
modelo (3) en el flujo de entrada contacto susceptible — susceptible que re-
presenta al término dz?(t) de la primera ecuacién diferencial (Figura 12).
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Figura 12.- Diagrama de Forrester del modelo (4)

En la Figura 13 aparecen los resultados de la simulacion cuando ab —cd > 0, con los
valores iniciales x(0) = 10 y y(0) = 2. En efecto, las dos poblaciones se estabilizan
a largo plazo, la primera de en 6.66 y la segunda en 1.11 individuos.
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Figura 13.- Resultados de la simulacién cona =1,b= 0.3, c=2,d = 0.1

Cuando los valores de los parametros son tales que ab—cd < 0, entonces la poblacion
de infectados desaparece y se estabiliza el nimero de individuos susceptibles en 10
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personas (Figura 14).

10 10
95
0

0 10 20 30 40 30 60 70 80 90 100 9
Time (Month) 0 020 040 060 080 1 120 140 1.60 180 2
infectados

Figura 14.- Resultados de la simulacién con a =1, b= 0.1, ¢ =2, d = 0.1

Finalmente, en la Figura 15 se encuentran los planos de fase y el campo de vectores
representados con Mapleg de las dos simulaciones realizadas.
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Figura 15.- Campo de direcciones. Izquierda: ab — ed > 0. Derecha: ab — cd < 0
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelo presa-depredador II 2

: En general, un modelo del tipo presa-depredador responde al si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

a(t) = 20 = g f(x,y)
Y (t) = 4 =y g(z,y)

donde y(t) es el nimero de depredadores en el tiempo ¢, y z(t) es el nimero de
presas.

Introduccién
Para elaborar nuestro modelo tendremos en cuenta las siguientes hipotesis:

1. En ausencia de los depredadores las presas crecen segiin un modelo logistico
con una tasa de crecimiento de 2/3 dia™! y una capacidad de carga de 4 presas

2. El efecto de depredacién sobre las presas viene dado por la funcion

S(a(t), y(1)) = 2

T 1+ 2()

2Basado en el modelo propuesto en Lecture 28. Math 19. de T. Judson. 2005
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3. Los depredadores evolucionan segin un modelo logistico con una tasa de cre-
cimiento r dia~! y una capacidad de carga variable que coincide con el ntimero
de presas presentes en cada momento x(t)

Por tanto, la dinamica del sistema esta controlada por el sistema,

o 2 x(t) x(t)y(t)
2'(t) = (x,y) = gff(t) (1 4 ) 14t (5)

y'(t) = oz, y) =1y ( _ %)

Observemos que cuando el niimero de presas es muy pequeno, el término de depreda-
cién §(z,y) coincide con zy que es la probabilidad de que una presa se encuentre
con un depredador. Por otro lado, si el niimero de presas es elevado, entonces 6 (z, )
es aproximadamente igual al nimero de depredadores.

Estudio cualitativo. Puntos de equilibrios

Para estudiar el comportamiento de ambas poblaciones procederemos en primer
lugar a realizar un estudio cualitativo del sistema (5). Para ello, es necesario en
primer lugar encontrar las isoclinas nulas.

= Las correspondientes a z(t) se calculan resolviendo la ecuacién z/(t) = 0, que
coinciden con el eje # = 0y la pardbolay = —3(2? =3z —4) = —¢(x+1)(x—4)

» Las isoclinas de y(t) son el eje y =0 y la recta y = x

Las intersecciones de estas isoclinas definen a los puntos de equilibrio del sistema.
En nuestro caso los puntos, P, = (0,4) y P, = (a,«) siendo a > 0 la solucién
positiva de la ecuacion —¢(z + 1)(z — 4) = . Es decir, a = 1.

*ty(t) Regién | yX

al
; : l Regién IV
o f "i

(1.1)

Region Il i :
t
U Region) R

1
—Il [ (U U:I 1 2 3 3

Figura 1.- Evolucién de ambas poblaciones
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Como muestra la Figura 1 las isoclinas nulas dividen al plano = > 0, y > 0 en cuatro
regiones.

El estudio del signo de las derivadas,

(1-5)-1)-

xr
z+1

, 1 /2a+1)

xm—i—l ())
y(t Ty
— ——?(x—y)

y'(t)

(—%(ﬁ —3r —4) — y)
=n(1- 2

nos indicara el comportamiento de ambas poblaciones. El cuadro siguiente es un
resumen de la evolucion de las poblaciones.

| | Regién I | Region II | Regién III | Regién IV |

'(t)

Negativa

Positiva

Positiva

Negativa

x
y'(t) || Negativa

Negativa

Positiva

Positiva

Tabla 1.- Signo de las derivadas

Si clasificamos los puntos de equilibrio podemos conocer el comportamiento local
de las soluciones. Para ello serd necesario encontrar el jacobiano de las funciones
o(z,y), p(x,y), y por tanto se deben calcular todas las derivadas parciales.

9¢ 9¢ 2_ 1 T

Jr 0Oy 3 3 (1+ z)? 1+
J p— p—

6_90 8_90 riy? 2ry

dx 0y 22 T

1. El valor del jacobiano en el punto de equilibrio P, = (4,0) es,

2 4
J, = 3 5
0 r

Es estudio de estabilidad podemos hacerlo de dos formas:

= Calculando los valores propios de la matriz J;

||J1—)\I||:O — )\1:—2/3, )\2:7“

s Calculando la traza y el determinante de la matriz J;

2
PARS —37

2
__+T,

Traza(Jy) 3
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En ambos casos, y como consecuencia de que el parametro r es positivo, pode-
mos afirmar que el punto P; = (4,0) es inestable.

2. El valor del jacobiano en el segundo punto de equilibrio P, = (1, 1) es,

o1

Lo | 12 2

roo—r
donde . .
T’I“(IZCL(JQ):E—T, |J2|:E.

Al ser el parametro r > 0 hace que el valor del determinante sea siempre
positivo y en consecuencia para que el punto P, sea asintéticamente estable
serd necesario que la traza(Jy) sea negativa, lo que obliga a que r sea mayor
de 1/12.

Cuenca de atraccion

Recordemos que una regién C del plano (z,y) es una cuenca de atraccién para el
sistema de ecuaciones diferenciales que estamos estudiando, cuando una solucién
(x(t),y(t)) que entre en dicha regién C no la abandona. Como puede apreciarse en
la Figura 1, donde se ha realizado la evolucién de ambas poblaciones (plano fase), el
cuadrado C = {(z,y) € R? /0 < z(t) <4, 0 < y(t) < 4} es una cuenca de atraccién
para (5).

Soluciones periodicas

Para conocer si un sistema del tipo (5) tiene soluciones periddicas es necesario aplicar
el Teorema de Poincaré-Bendizson cuyo enunciado es:

Si C es una cuenca de atraccion del sistema ' = f(x,y), v = g(x,y) que contiene
a un punto de equilibrio simple que es inestable (repulsor), entonces el sistema tiene
una solucion periodica dentro de C.

En nuestro caso, el punto P, es inestable cuando r < 1/2 y estd dentro del cuadra-
do C, por tanto el sistema presa-depredador (5) tiene una solucién periédica si el
pardmetro 7 sea menor de 1/12.

Simulacién con Vensim

Para construir el diagrama de Forrester es necesario detectar aquellos flujos que in-
crementan la tasa de crecimiento de las dos poblaciones y los flujos de salida. Para
ello reescribimos el sistema inicial de ecuaciones diferenciales como,

1 9 Ly

¥ =rx——z°—
! k 214—95

) = oy — oY
y'(t) =ry ra
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Podemos apreciar, en el sistema anterior y en el diagrama de Forrester de la Figura
2, que el primer nivel correspondiente a las presas tiene un flujo de entrada relativo
al crecimiento exponencial de las presas, un nivel de salida asociado a la lucha entre
las presas y otro nivel de salida donde se refleja el hecho de que una presa compite
contra un depredador. El segundo de los niveles (depredadores) tiene un flujo de
entrada como consecuencia del crecimiento exponencial de la poblacién y otro flujo
de salida que representa a la competencia entre las especies.

/\k
L]
A depredacién
o presa-presa
o presas == )
crecitnietito presas deprefacién

\\_pfﬁ depredador

o depredadores
crecimuetito
depredadore g,

competencia
L]

r2

Figura 2.- Diagrama de Forrester

Para poner de manifiesto los resultados encontrados en los apartados anteriores
hemos realizado dos simulaciones manteniendo fijo los parametros , = 2/3 ,k = 4
y con los valores iniciales y(0) =4 y x(0) = 3.

[l 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 a
Time (Day) 0.20 060 1 140 180 220 260 3 340 380
depredadores

depredadores : presala
presas @ presala presas : presala

Figura 3.- Resultados de la simulacién con ro = 0.03
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La primera simulaciéon corresponde al caso donde r, = 0.03 y el punto de equilibrio
P, = (1,1) es inestable ya que ro < 1/12. En las Figuras 3 y 4 se aprecia como
ambas poblaciones tienen un comportamiento periédico.

El campo de direcciones, las orbitas y el plano fase pueden dibujarse con mayor
precision con Mapleg,.

2

mJ "l ’l " &

P T

=

PRI ‘P4 4

ol

[=)

A e CHE R B o e s e e
Y B e e
A P e e e e e e e e e e e
-KW
o
' an o o el el o ]

.lVﬁhraiR%f-hd-d-_-d-t-i-i-i-
o G G i . A A

- el i
#rrrrl rrrrrrrrrr e i, oo, o

1 2 el 4

Figura 4.- Plano fase para r = 0.03

En la segunda simulacién hemos considerado 7, = 0.3 donde el punto de equilibrio
P, = (1,1) es asintéticamente estable ya que 7o > 1/12. En la Figura 5 podemos
ver como como las dos poblaciones, a largo plazo, tienen al punto de equilibrio.

P

0 25 50 75

100

125
Time (Day)

150 175 200 225 250

0.60 1 1.40 1.80

depredadores : presalb

220 260 3 340 380
depredadores

presas : presalb

presas - presalb

Figura 5.- Resultados de la simulacién con 7 = 0.3

En la Figura 6 se ha dibujado el campo de direcciones, algunas orbitas y el plano
fase de la segunda simuilacion .
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Figura 6.- Resultados de la simulacién con 3 = 0.03

Finalmente incluimos las ecuaciones del modelo introducidas con Vensimg,

presas = INTEG(crecimiento presas — depredacion presa — depredador
—depredacion presa — presa, 3))
depredadores = INTEG(crecimiento depredadores — competencia,4)

crecimiento presas = rl * presas, ry =2/3;

depredacion presa — presa = rl x presas * presas/k), k=4
depredacion presa — depredador = presas * depredadore s/(1 + presas)
crecimiento depredadores = r2 * depredadores, = 0.03

competencia = r2 *x depredadores * depredadores/presas
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelo del movimiento del corazén °

) El objetivo que perseguimos con el estudio de este modelo simplifica-
do del movimiento del corazén es el de analizar un sistema que presenta soluciones
periddicas. Como es conocido las valvulas del corazén se abren y cierran a un ritmo
relativamente constante. Nos proponemos decir algo mas sobre la velocidad de este
movimiento.

Las valvulas se controlan a través de un musculo que debe ejercer una fuerza tal que
en ocasiones éste se mueve rapidamente y en otras muy lentamente dependiendo de
si la vélvula esté abierta o cerrada. Curiosamente la ecuacién y” — (2 —y?)y' +y =0
de la teoria de circuitos eléctricos se ajusta muy bien a nuestra necesidades y se
conoce como ecuacién de Bonhoeffer-Van del Pol. Modificando adecuadamente esta
ecuacion se obtiene el sistema,

dxi_mB_i_ n
ar -~ 3 Y
(6)
dy _ _
i €x

3Basado en el modelo propuesto en Lecture 29. Math 19. de T. Judson. 2005
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siendo z(t) la posiciéon del musculo en el tiempo ¢ y y(t) la concentraciéon de un
estimulo quimico respecto a una concentracién fija en el tiempo t. El inverso del
pardmetro € > 0 permite estimar el nimero de veces que z(t) pasa de una a otra
posicion.

En realidad estas ecuaciones son una simplificacion del modelo mas general,

dx 3
)= — 1
E(dt) 3+x+y s(t), 0<e<<

d
d_?zzx_ﬁby, 0<b<l1l, a>0

siendo el estimulo s(¢) nulo para sistemas auténomos.

vy Region I
Region |||l i A V/‘/A“%!

(0,0) . . x(tq

2 -z -L 1 2 2

XA o ﬂ Region|

Regién IV

x=0

Figura 1.-

En primer lugar encontraremos y clasificaremos los puntos de equilibrio del modelo.
Para ello dibujamos la isoclina nula de x(t) que es la cibica y = 23/3 —z y la
correspondiente a la segunda variable y(t) que es el eje x = 0. Estas curvas se cortan
en un tnico punto de equilibrio que es el origen de coordenadas (0,0) (Figura 1).

El estudio del signo de las derivadas en cada una de las cuatro regiones,

a3 3
=y =7 taoty=y— (o -z
3 3
Y =¢(r,y) = —ex
nos informa del comportamiento de las variables z(t) y y(¢) tal y como aparece en
la Tabla 1.

’ H Region 1 \ Region 11 \ Region 111 \ Region IV ‘
2'(t) || Negativa | Positiva | Positiva | Negativa
y'(t) || Negativa | Negativa | Positiva Positiva

Tabla 1.- Signo de 2'(t) y y/(t)
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La matriz jacobiana

9¢  0¢

O (‘)_y —2?+1 1
J = -

00 0y S

or Oy

en el punto de equilibrio P = (0,0) es,

()

Al ser la Traza(J) = 1 positiva y el determinante |J| = € también positivo, el punto
de equilibrio es inestable.

Ademads, es posible encontrar una cuenca de atraccion acotada que contenga al punto
(0,0). Aplicando el Teorema de Poincaré-Bendizson se puede demostrar la existen-
cia de un ciclo limite, o lo que es lo mismo de soluciones periddicas, tal y como
aparece en la Figura 2.

Lt Yy
DE e e \

5 '\"\‘\“‘x“-—»&h;:-
RN A S
R

’\ A

Figura 2.- Plano fase y 6rbitas. Izquierda € = 0.1. Derecha € = 0.4

El modelo podemos analizarlo facilmente desde otro punto de vista como es la
Dinamia de Sistemas. La Figura 3 corresponde al Diagrama de Forrester asocia-
do al sistema (6). De las ecuaciones del modelo observamos la existencia de dos
niveles, dos flujos de entrada y uno de salida para el nivel z(¢), y un flujo de salida
para y(t), y ademds la variable auxiliar Epsilon.
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Cr estimulo
entrada salida quimico
entrada? i paios
Figura 3

con las ecuaciones,

musculo = INTEG(entrada + entrada2 — salida, 0.5))
estimulo quimico = INTEG(—cambio, 0.2)

entrada = musculo, Epsilon = 0.1;

salida = musculo * musculo * musculo/3

entrada2 = estimulo quimico

cambio = Epsilon * musculo

Los resultados de la simulacién, para ¢ = 0.1, son los que aparecen en la Figura 4.

0 10 20 30 40 S50 60 70 80 90 100 2
Time (Month) 210 -150 090

-0.30 030 090 130 210
musculo

musculo : casol
estimulo quimico : casol

estimulo quimico - casol

Figura 4.- Simulacién con , 2(0) = 0.5, y(0) = 0.2

Cuando ¢ = 0.4 el modelo sigue comportandose de forma periédica pero con una
frecuencia mas elevada que en la simulacién anterior (Figura 5).

%)

0 10 20 30 40 30 60 70 80 90 100
Time (Month) -210 -1.50 -0.90

-030 030 0.90 150 210
musculo

musculo : caso2

estimulo quimico * caso2

estimulo quimico - caso2

Figura 5.- Simulacién con
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AJUSTE DE DATOS Y MODELOS

Ajuste de curvas y modelos bioldgicos

Una de las fases mas importante en el proceso de modelizacién mate-
matica es la de verificar si los resultados obtenidos al realizar la simulacién del
modelo se ajusta “lo mejor posible” a los datos experimentales. Naturalmente es
muy importante definir con precision este concepto de “buena aproximacién” y si
los errores cometidos al hacer la diferencia entre los valores aportados por el modelo
y los datos reales estan dentro de cierto rango de tolerancia. Tengamos en cuenta que
al construir un modelo se ha realizado una gran simplificacién de la realidad lo cual
puede originar un modelo matematico cuya simulacién se encuentre muy alejada de
los datos obtenidos en el laboratorio.

Ajuste de curvas a una colecciéon de datos

Supongamos que los datos obtenidos en el laboratorio relacionados con cierto cultivo
de bacteria son los que aparecen en la Tabla 1.

| Tiempot || 0 | 5 [10[15[20] 2530 |
| Datos d(t) [[ 20 | 51 [ 84 [ - [98]99 99 |
Tabla 1

Como podemos apreciar, los datos se han obtenido de 5 en 5 horas pero con la
salvedad de que desconocemos el valor correspondiente a las 15 horas. El problema
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matematico de encontrar un valor aproximado del niimero de bacterias en ese mo-
mento se conoce con el nombre de interpolacion. Por otro lado, si lo que deseamos
es conocer el nimero de bacterias en el minuto 35 el problema recibe el nombre de
extrapolacion.

Para ajustar los datos a una curva lo primero que tenemos que hacer es represen-
tarlos.

100 -

80

60

40

Figura 1.- Representacién de la Tabla 1

En la gréafica se pueden apreciar dos etapas bien diferenciadas. Durante las primeras
15 horas la poblacién de bacterias estd creciendo muy réapidamente (exponencial-
mente) y después el crecimiento es muy lento, de tal manera que la poblacién se
estabiliza en torno a las 100 bacterias. Como sabemos, estamos en presencia del
modelo logistico,

(t)=
Ay T
con una capacidad de carga k = 100.
*
Figura 2
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Para encontrar los valores de los parametros A y B utilizamos el hecho de que
y(0) =20 y que y(20) = 98. Es inmediato comprobar que para estos valores,

B 100
yl(t) T 1 4 4 ¢—0.263906t ’

y la poblacién a las 15 horas serd apréximadamente de y(15) = 93 bacterias. Por
supuesto, también se pueden elegir otros valores, como por ejemplo y(0) = 20 y
y(10) = 84, en cuyo caso,

100
] T 40277259 -

Ya(t)

En la Figura 2 puede apreciarse el ajuste realizado, en color azul para el primer
conjunto de valores y;(t) y en verde en el segundo caso. La pregunta que surge de
forma natural es jcial de estos ajustes es el mejor? Naturalmente la Figura 2 es
de gran ayuda, pero lo interesante seria encontrar un parametro que nos permita
responder a la pregunta de una manera mas objetiva. Para ello calculamos los erro-
res e(t) = d(t) — y(t). Como tenemos que trabajar con cantidades positivas, para
que no se anulen mutuamente, tomamos valores absolutos y sumamos las cantidades
(desviacion total), o bien elevamos al cuadrado y sumamos (suma de los cuadrados
del error).

| Tiempo ¢ o] 5 [ 10 | 20 | 25 | 30 |

| Datosd(t) [[20] 51 | 84 | 98 | 99 | 99 |

i (t) 20 [ 4833 [ 77.78 | 98 | 99.46 | 99.85

ya(t) 20 50 | 80 |98.46 | 99.61 | 99.90

er(t) =d(t) —wpi(t) ]| 0| 267 | 622 | 0 [-046[-0.85

ea(t) =d(t) —wye(t) | 0] 1 4 [-0.46 | -0.61 | -0.90
Tabla 1

La desviacion total para el primer ajuste es de 10.2 y para el segundo 6.27. La suma
de los cuadrados del error en el primer caso es 46.75 y 18.3937 en el segundo. En
ambos casos el segundo de los ajustes es el mas adecuado. Por tltimo, tenemos que
poner de manifiesto que no siempre ocurre asi. Dependiendo del criterio utilizado
un ajuste puede ser mejor que el otro ya que una desviacion total menor no implica
que la suma de los cuadrados de los errores sea mas pequena, y reciprocamente.

Ajuste por minimos cuadrados

Suele ser bastante frecuente que en una primera etapa del crecimiento una poblacién
crezca segiin el modelo exponencial,

y(t) = Ae'", A reR". (7)

donde y(t) es el nimero de individuos de la poblacién en el tiempo .
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Si en (7) tomamos logaritmos neperianos,
In(y(t)) =In(A) +rt, A reR", (8)

donde esta expresion, como puede apreciarse, es del tipo lineal, y por lo tanto,
podemos realizar un ajuste lineal de los datos: In(y(t)) utilizando el método de los
minimos cuadrados.

En la tabla siguiente aparecen los datos de la poblacion de Estados Unidos
para cada década en el periodo 1800-1900:

’ ANO H t ‘ y(t) (en millones) ‘ In(y(t) ‘
1800 0 5.3 1.666771
1810 1 7.2 1.97408
1820 2 9.6 2.26176
1830 3 12.9 2.55723
1840 4 17.1 2.83908
1850 5 23.2 3.14415
1860 6 31.4 3.44681
1870 7 38.6 3.65325
1880 8 50.2 3.91602
1890 9 62.9 4.14155
1900 || 10 76.2 4.33336

Podemos utilizar Mathematicag para la representacion grafica de estos datos.

A=ListPlot[{{0,5.3},{1,7.2},{2,9.6},{3,12.9},{4,17.1}, {5,23.2},{6,31.4},
{7,38.6},{8,50.2},{9,62.9},{10,76.2}}]

B=ListPlot[{{0,Log[5.3]1},{1,Logl7.2]},{2,Log[9.6]1},{3,Log[12.9]},
{4,Logl[17.11}, {5,Logl23.2]}, {6,Logl31.41},{7,Log[38.61}, {8,Logl[50.21},
{9,Log[62.9]},{10,Log[76.2]1}}, PlotStyle — RGBColor[0,0,1]]

. In(y(t))
70 y( t) 4

3.5

-
. t
10 . H 4 5 g 10
g
2 4 3 8 10

Representacion grafica (¢, y(t)) Representacion grafica (t,In(y(t)))

= Empezaremos encontrando la recta y = at +0b de ajuste de minimos cuadrados
para estos datos. Como es conocido, debemos buscar los parametros a y b tales
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que hagan minimo la expresién,

=10

O(a,b) = > (In(y(t)) — at; — b)* |

=0

lo que obliga a resolver el sistema

[ 9® i=10
da 0— -2 ; (In(y(t;)) —at; — b) t; =0
9P =10

\ b =0— _2;(111(9(7%)) —at; —b) =0.

Ahora bien, en lugar de resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incégni-
tas anterior, es preferible hacer uso de algunos de los multiples programas
disenados para tal fin, por ejemplo Mathematicag.

Fit[{{0,Log[5.3]},{1,Logl7.2]1},{2,Log[9.6]},{3,Logl[12.91},
{4,Logl[17.1]}, {5,Logl[23.2]},{6,Logl31.4]1},
{7,Log[38.6]},{8,Log[50.2]1},{9,Log[62.91}, {10,Logl76.2]}},
{1,t},t]

La respuesta que obtenemos es:

1.73224 4 0.270552t

Ahora representamos la recta anterior
ajuste=Plot [1.73224+0.270552t,{t,0,10}]

y finalmente superponemos los datos reales (In(y(t)) y la recta obtenida en el
ajuste.

-5 Log((y(1)

—

/ z 4 & 5 10

Figura 3.- Datos y recta de ajuste.
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Para terminar encontramos los parametros A y r de (7),
In(y(t)) = In(A) +rt = 1.73224 + 0.270552 ¢,

o bien,
A=e"22 565, r~0.27,

es decir
y(t) = Ae™ = 5.65e"27"

ao} ¥(b) .
&0
40
20

t

2 4 6 g 10

Figura 4.- Datos y(t) y funcién 5.65 %27

De esta manera, podemos tener una estimacion de la poblacion para el ano
1910,
y(11) = 5.65e**™! = 110.13 millones .

= Un segundo método consiste en hacer uso de los datos
y(0) =5.3, y(5) =233,
a fin de determinar los pardmetros A y r del modelo (7). De esta manera
y(0) =53 — 53 = A" — A =53,

ademés

. 1, (232
y(5) =232 — 232 =53¢ —r=-In( S | ~0.295289.

En consecuencia,
y(t) =53 60.295t )
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100 | y(t)

g0
60

40

Figura 5.- Puntos = y(t); Rojo = 5.65¢%-27¢; Verde =5.3¢%-295¢

Ejercicio propuesto 1. En la tabla siguiente se encuentran los datos de poblacion
para Estados Unidos de 1910 a 1980. Realizar un anélisis similar al ejemplo anterior
para estimar la poblacién en el ano 1990.

’ ANO H y(t) (en millones) ‘

1910 92.2
1920 106.0
1930 123.2
1940 132.2
1950 151.3
1960 179.3
1970 203.3
1980 226.5

Ejercicio propuesto 2. Recientemente hay un gran debate sobre la importancia
de preservar parte del terreno para mantener la biodiversidad. Muchos de los argu-
mentos utilizados estan basados en estudios realizados en islas del Caribe. En este
ejercicio se utilizara la ley potencial, en la cual se supone que el nimero de animales
N en el area A de la isla viene dado por

N =FkA*, k,acRF. (9)
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Supongamos los siguientes datos:

H Area =A (Km?) ‘ Nimero = N

Redunda 1 3
Montserrat 33 10
Jamaica 4.41 38
Cuba 46.74 97

Hacer uso de la metodologia utilizada en el Ejemplo 1.1 para completar la tabla:

H Area =A (Km?) ‘ Ndmero = N

Saba 5
Puerto Rico 40

Santa Cruz 80
Espanola 88
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Replicacién del ADN en Escherichia coli *

La Dnal es la principal proteina involucrada en el inicio de la repli-
cacion del ADN de la Escherichia coli. Todo comienza en una unica sucesion llamada
el origen de la replicaciéon oriC. La Figura 1 muestra un esquema del modelo que se
propone en [27] donde el conjunto total de la proteina DnaA se ha dividido en cuatro
clases.

La primera de ellas es la forma activa Dna.ATP (z(t)) que puede estar en el oriC, y
se sabe que es necesario un nivel critico de estas moléculas para iniciar la replicacion.
La forma activa también puede existir en un enlace inverso al cromosoma (y(t)) o
anclarse libremente en el citoplasma (z(t)). La cuarta variable w(t) corresponde a
una forma inactiva ubicada en el citoplasma.

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales proporciona una expli-
cacion de como el Dna.ATP puede ser la principal molécula que controla el inicio de

4Basado en [27]
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la replicacion.

;

\

det)

—2 = Alkox(t) — k)

d?;_(tt) = kig2(t) (1GS] — y(8) — (kg2 + W)y (D)

dz(t) B k1

i T TGl fw) OGS —u)
Fhgoy(t) — (kg + 1) 2(t)

WO~ kgte) — ol

(10)

Las ecuaciones se obtienen aplicando las diversas interacciones quimicas que tienen
lugar. Por ejemplo, la segunda ecuacién puede descomponerse en dos partes, la
primera se obtiene aplicando la ley de balance de masas en la formacién y liberacién
de enlaces DnaA.ATP. La segunda parte surge al tener en cuenta su descomposicion.

4> _9) Repressor r=rel En
& P B
Lo 7 K y i ' Kk hd = ."r\'.
Vi = A ° |l
£ [\ 77 1) Activator \ YA
By ¥ Lo i \
Ed | 5) DnaA, k./ L7 PR vy | N 32
£ ) ey vy / Ar oriC} . ) A
f (Inactive) [/ /| /_:}._‘“p %_ | Gene ¥4
r |' "\ Binding } 1
[ Sites |{
B\ %o\ /| \“a_2) Dnaa-ATP | "1 H
A “4) DnaA-ATP=%_ (Bound Form) 7 £
(Free) o\ ey
A ~ -~ Pt g
g i
Chromosome <" =~

Figura 1.- Modelo para la iniciacién de la replicacién [27]

En la dltima de las ecuaciones puede apreciarse un flujo de entrada correspondiente
a la conversion de DnaA.ATP libre en inactivo y un flujo de salida relacionado con el
ritmo en el que el DnaA.ATP inactivo se descompone.

Las variables de estados y los parametros del modelo tienen el siguiente significado:
y(t) Concentracién de DnaA.ATP enlazado a la sucesién

z(t) Concentraciéon de DnaA.ATP libre en el citoplasma
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w(t) Concentracion de varias formas inactivas de proteinas DnaA
v Fraccién de w(t) asociada con la autorepresion del gen dnaA
GS Numero de genes situados en la sucesién

ko Tasa de uniones del DnaA.ATP al OriC

ks Constante de disociacién del DnaA.ATP al OriC

kys Tasa de formaciéon de la sucesion a lo largo del cromosoma
kg1 Tasa de uniones del DnaA.ATP a la sucesién

kg2 Tasa de separacién del DnaA.ATP a la sucesion

k.1 Tasa de produccién de DnaA.ATP desde los genes dnaA

k.o Constante de equilibrio para la asociacién del DnaA.ATP con la regién operativa

del gen dnaA
k.3 Tasa neta de conversiéon de DnaA.ATP libre en inactivo

p Tasa de disolucion igual a In2/7, siendo 7 el tiempo de generacién.

L -
\_,mmu
]
P \ outAf.
o
[/
Lo = w(t) ]
inAi outAi
v total
O x(t) = Dnai
i.r].Ao outAo "

Figura 2.- Diagrama de Forrester correspondiente al modelo (10)

En el Diagram de Forrester se han incluido las variables auxiliares

division pulse = PULSE TRAIN(15, 13, 38, 1000)
affinity = RANDOM NORMAL(0.3, 1, 0.65, 0.3, Time)

para tener en cuenta las divisiones celulares y los sucesos aleatorios.

37




El resto de las ecuaciones son:

x(t) = INTEG(inAo — outAo, 0)

y(t) = INTEG(inAg — out2Ag — outAg, 0)

z(t) = INTEG(in2Af + in3Af + inAf — out2Af — outAf,0)

w(t) = INTEG(inAi — outAi, 0)

inAo = 4 x ko * z(t)

outAo = 4 x kd x division pulse * x(t)

inAg = kgl * z(t) * GS x affinity

outAg = kgl x z(t) * y(t)

out2Ag = kg2 + mu * y(t)

inAf = division pulse x krl/(1 +kr2 x (z(t) + gamma * w(t)))

in2Af = kg2 x y(t)

in3Af = kgl x y(t)

outAg = kgl * z(t) * GS

out2Ag = kr3 + mu * z(t)

inAi = kr3 * z(t)

outAi = mu * w(t)

krl =467  kr2=2  kr3=058 kgl =0.0186 kg2 =0.35
gamma = 0.01 GS =123.8 mu=0.154 ko =4x%0.13 kd = 0.35
total DnaA = z(t) + y(t) + w(t) + x(t)

Para estos valores de los parametros los resultados de la simulacion de cada una de
las variables de estados asi como del total son los que aparecen en el la Figura 3.
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Figura 3.- Resultados de la simulacién con Vensimg

De los resultados obtenidos se deduce que DnaA+ATP es el elemento principal para
controlar el tiempo de iniciacion para la replicacion. Estos resultados estan en corres-
pondencia con los datos experimentales obtenidos en el laboratorio.
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Dindmica estomatica °

La mayor parte del agua absorbida por las plantas se pierde por ellas
mismas en estado de vapor por un proceso que recibe el nombre de transpiracion.
Este concepto es esencial para comprender la fotosintesis de un sistema vegetal.

La transpiracion viene definida como E = G * W; donde E es el valor que toma
la transpiracion, G es la conductancia de la apertura estomética y W expresa la
diferencia del potencial de agua entre el interior y el exterior de la hoja.

La transpiracién se realiza mayoritariamente en las hojas, a través de los estomas.
Los estomas son discontinuidades del tejido epidérmico que resultan de la disposi-
cién frente a frente de dos células denominadas células guarda, las cuales dejan entre
ellas un hueco que se denomina ostiolo. El conjunto de las células guarda y del os-
tiolo es lo que denominamos estoma. El mayor o menor volumen del ostiolo y por
consecuencia de las células guarda es la dindmica estomatica.

El modelo, que intenta estudiar este hecho, considera que esta dindmica esté regu-
lada por las presiones relativas que ejercen las células guarda y epidérmicas como
consecuencia de los cambios de turgencia que sufren debido a la captacion de agua

®Basado en [20], pagina 241
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proveniente del xilema. Esta captacién se produce por las diferentes concentraciones
de iones que hay en las células guarda y epidérmicas en cada momento.

Los tres flujos de entrada, en el modelo, determinan el volumen de estos dos tipos
de células.

= J1 es el flujo de agua desde el xilema hasta las células epidérmicas. Esta de-
terminado por el potencial de agua en el xilema, por el potencial de agua en
el tejido epidérmico, por la presion de turgencia en las células epidérmicas y
por la presion osmoética en dichas células.

= J2 representa la evaporacion de agua desde las células epidérmicas. Es un valor
proporcional a la diferencia entre la presion de vapor interna, en la planta, y
externa en la atmosfera.

= J3 valora el flujo de agua entre las células guarda y epidérmicas. Esta de-
terminado por la diferencia de potencial hidrico entre las células guarda y
epidérmicas.

En este modelo se intenta representar la dinamica estomatica y para ello se consi-
deran tres variables principales:

» Volumen de las células guarda V,
= Volumen de las células epidérmicas V,

» Concentraciéon de iones en las células guardas IV,

TRANSPIRACION

ERIDERMIS ERIDERMIS
GUARDA
hk)
iz

J1 11
12 a1z

HILEMA

Figura 1.- Esquema de la dindmica estomética

En respuesta a diferentes agentes, las células guarda toman o pierden agua con lo
que aumentan o disminuyen su volumen y, respectivamente, se abre o se cierra el
estoma, es decir, aumenta o disminuye el tamano del ostiolo. Este sistema es funda-
mental para controlar la velocidad de transpiracion de la planta.
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Figura 2.- Diagrama de Forrester de 11

El modelo propuesto en [20] estd basado en el siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales no lineales,

(= o ( (e 1) rnn)) 57
+ (eg <Va‘i — 1) + Pe,ft) _ NexfT}

d;f e [wx— (ee (va )+P,ft)
o |(- (o (1) ) )+ 5]
+ (ee (va - 1) P ft> N, ‘sz}

= SPe _T(Ng_Ngmin) .

} I

an,
\ dt

A partir de estas ecuaciones construimos el Diagrama de Forrester que aparece en
la Figura 2, cuyas ecuaciones son,
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Volumen Celulas Guarda = INTEG(input g — sacar g, 1000))

Volumen Celulas Epidermicas = INTEG(input e — output e, 10000))
Concentracion Iones en las celulas guarda = INTEG(input ¢ — output c,1017))
input g = J3; sacar g = valor g;

input e = J1 + 9600; output e = J2 + J3 + valor2;

input ¢ = 290000 + (S * Pe);

output ¢ = Rr * (Concentracion Iones en las celulas guarda — Ngmin) — valor;
sacar = PULSE TRAIN(10, 10,20, 1000)

J1=Cl%(X—Pe+Pie); J2=Gt*(Cs—Ca); J3=C3x(—1%Pg+Pig+ Pe — Pie)
Pg = Eg * (Volumen Celulas Guarda/Vgft — 1) 4+ Pgft;

Pe = Ee * (Volumen Celulas Epidermicas/Veft — 1) + Peft;

Pie = Ne #* R % T/Volumen Celulas Epidermicas

Pig = Concentracion Iones en las celulas guarda * R * T/Volumen Celulas Guarda
valor g = 10000 * sacar; X=O0+sacarg; C3=1; C3=1;

Vgft = 4200; Eg = 50; Pgft = 15; Cl1=15

R =0.08319; T =298; Ne = 678.4;

Ee =50; Veft =42000; Peft =10;

a = BO + Bg x Pg — Be * Pe; Ge = a*K1i; Be=1; Bg=1; BO =0;

K1 =0.1; Gt = Gb * Ge/Gb + Ge; Gb = 3; Ca = 20; Cs = 30; S=10

De todas ecuaciones merece prestar especial atencién a la variable sacar, por la
forma en que esta definida y por su significado dentro del sistema.

Los resultados numéricos de la simulacién aparecen en la Figura 3. En un principio
todas las variables se incrementan hasta un momento en el que el sistema presenta
un comportamiento oscilatorio en cada una de las variables (Figura 3 derecha). Este
hecho es bien conocido y ha sido comprobado experimentalmente.
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Figura 3.- Izquierda: Simulacién en el intervalo [0, 1000]. Derecha: resultados en [200, 300)
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

El bruselator °

, i En 1963 E.N. Lorenz con el trabajo “Deterministic Nonperiodic Flow”
revoluciond al mundo cientifico al presentar una nueva teoria conocida con el nombre
de la Teoria del Caos. Al contrario de lo que pasa con el resto de las teorias donde
su implantacién se hace de una manera lenta y progresiva, el caos fue aceptado de
forma inmediata y traspasado del campo de la Fisica a otros muy diversos.

Modelos matematicos muy elementales, como el modelo discreto logistico:
xt+1:)\xt(l—xt), tZO, 1, 2,

presentan comportamientos cadticos para valores concretos del parametro A > 0.
Una de las razones de tal proceder se debe al caracter no lineal de las relaciones
entre los elementos del sistema, en nuestro ejemplo de la ecuacién logistica.

En esta seccion analizaremos un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en el
contexto de las reacciones quimicas, del tipo A + X — 2X | donde la produccion
del elemento X se obtiene del mismo producto X y del A.

En general, la reacciéon anterior se descompone en una serie de estados intermedios

6Basado en [21], pagina 77
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estudiados inicialmente por A.M. Turing y posteriormente por el premio nobel L.I.
Prigogine en Bruselas y se conocen con el nombre de bruselator,

A— X
2X+Y — 3X
B+X —Y+D

X —F

(12)

Se puede alcanzar el equilibrio en estas reacciones si anadimos constantemente los
productos A y By al mismo tiempo extraemos D y E.

Como suele ocurrir con los modelos matematicos, este tipo de modelos puede tras-
ladarse a contextos muy diferentes como por ejemplo a los sistemas ecoldgicos. G.
Giindiiz en [19], propone las siguientes relaciones entre la hierba (H), los conejos (C)
y los zorros (Z),
H+C—C+C
C+7 —7+4+7
Z — B

como puede apreciarse, los conejos comen hierba y después se multiplican. Del mis-
mo modo, en la segunda de las relaciones, los zorros se alimentan de conejos y su
poblacién crece. Finalmente, por la tercera relaciéon los zorros se extinguen.

De (12), y procediendo de forma similar a como lo hicimos en el modelo de Michaelis-
Menten, se deduce el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, donde
para simplificar se ha considerado todos los pardmetros unitarios,

dx
%:¢(X,Y):A+X2Y—BX—X

(13)
%:ﬂx,ﬂ —BX - X%Y

A partir de este sistema es inmediato construir el siguiente diagrama,

Figura 1.- Diagram de Forrester de (13)
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siendo sus ecuaciones,

X = INTEG(Input X — Output X,0.7)
Y = INTEG(Input Y — Output Y,2/0.7)
Input X =A+X*xXx*Y;

Input Y =B *X;

A=0.7;

OQutput X =B*X+X

OQutput Y =X+« XY

B=2

El resultado de la simulacién con Vensimg permite comprobar que para valores
iniciales X (0) = 0.7; Y/(0) = 2/0.7 las soluciones son constantes y por lo tanto el
punto P = (0.7, 2/0.7) es de equilibrio. Ademas, se trata de un equilibrio inestable
ya que al modificar ligeramente los valores, X (0) = 0.75, Y(0) = 2.85, las variables

de estado, a largo plazo, no regresan al punto de equilibrio.

Para valores iniciales diferentes a los del punto de equilibrio el sistema se comporta

de forma periddica (Figura 2),
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Figura 2.- Simulacién de (12) con A =0.7; B =2, X(0) = 1; Y(0) = 2.5

y el sistema alcanza un ciclo limite (Figura 2 derecha y Figura 3).

Figura 3.- Campo de direcciones de (12) con A = 0.7; B = 2; y diferentes valores iniciales
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A continuacién realizaremos un breve estudio matematico del sistema (13) siendo
A >0y B > 0con el objetivo de confirmar los resultados obtenidos en la simulacion.

Resolviendo el sistema no lineal ¢(X,Y) = 0, (X, Y") = 0 se obtiene un tinico punto
de equilibrio P = (A, B/A). Para clasificarlo, serd necesario encontrar la matriz
jacobiana particularizada en el punto P,

96 99

0xX oY 2XY -3 X2 ~1+B A2
/= “l2-2xy —x2 )7 = g —a2

99 Oy

X Y

La traza de la matriz J; es —1 + B — A? y su determinante asociado es A2 > 0. Por
tanto, para que el punto P = (A, B/A) sea estable deberd suceder que Traza(J;) =
—1+ B — A? < 0; es decir B < A% +1.

En concreto, para los valores de la simulacién A = 0.7; B = 2 el punto P =
(0.7,2/0.7) sera inestable. Por ejemplo, si A = 3; B = 2 el punto de equilibrio
P = (A, B/A) = (3, 2/3) sera asintéticamente estable, como puede apreciarse en
las Figuras 5 y 6.

~
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Tiempo 1 120 140 160 180 2 220 240 260 280 3 320 340
X

X bruselator
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Figura 5.- Simulacién de (12) con A =3; B=2, X(0) =1; Y(0) = 2.5
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Figura 6.- Campo de direcciones de (12) con A = 3; B = 2; y diferentes valores iniciales
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
ECUACIONES DIFERENCIALES

Dinamica de poblaciones con retardos *

L

I “‘1/ LOS modelos matemaéaticos elementales elaborados para estudiar la

dindmica de una poblacion progresan desde el mas simple como es el modelo expo-
nencial hasta los distintos modelos dependientes de la densidad de la poblacién. Para
cada uno de ellos la evolucion de la poblacién es muy distinta, desde un crecimiento
exponencial ilimitado, un punto de equilibrio estable, un comportamiento periddico,
y en algunos casos un comportamiento cadtico. En general, y en una primera etapa
del modelado no suele tenerse en cuenta los retardos. No obstante, existen pobla-
ciones donde se produce un retraso entre el cambio en el total de la poblacion y la
respuesta del animal.

Las investigaciones llevadas a cabo durante los tltimos cincuenta anos en relaciéon a
este tema se centraron en poblaciones de lemmings que son unos roedores que viven
en las tundras y praderas articas, en el norte del continente americano, y en algunas
regiones de eurasia que se alimentan principalmente de hierbas, raices y frutos.

El interés por su estudio se debe a la dindmica tan curiosa que presentan. Se ha
observado que el nimero de lemmings fluctia de forma ciclica con una serie de in-
terrupciones que suelen producirse cada 2 o 4 anos.

"Basado en [21] pagina 159
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1.- Modelo basico

En esta seccion elaboraremos un modelo matemético que trate de reproducir la
dindmica de este roedor. El punto de partida sera el modelo logistico,

o) _ ) (1 _ @> ,

dt K

donde z(t) representa al nimero de individuos en el tiempo ¢, r > 0 la tasa intrinse-
ca de crecimiento y K la capacidad de carga del sistema. Como sabemos, con este
modelo la poblacién z(t) tiende a K al aumentar los valores de ¢, independiente-
mente del valor inicial de la poblacion.

Ahora debemos introducir las modificaciones oportunas en nuestro modelo para que
pueda originar los ciclos observados en los datos experimentales. Para ello tendremos
en cuenta el fenémeno conocido con el nombre de dependencia de la densidad re-
tardada. Es decir, la densidad de poblacion actual depende de la densidad de un
periodo de tiempo T anterior, con lo cual el modelo logistico se transforma en,

dx(t) x*(t)
o = rx(t) (1— e ) , (14)

donde x*(t) es el tamano de la poblacién en un momento anterior de periodo 7.

La Figura 1 muestra el Diagrama de Forrester del modelo

entrada zalida
\-\_\__"
tasa do capacidad carga
penodo

Figura 1.- Diagrama de Forrester de (14)

De todas las ecuaciones que debemos introducir, la mas interesante es,
retardo = DELAY FIXED(poblacion, periodo, 0)

donde se refleja un retraso del nivel poblacion a partir del momento inicial de 18
meses. El resto de las ecuaciones son:

poblacion = INT(entrada — salida,2); entrada = tasa * poblacion
salida = tasa * poblacion * retardo/capacidad carga
capacidad carga = 78; periodo = 18; tasa = 0.15
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En la Figura 2 se han superpuesto los resultados de las tres simulaciones realizadas
para distintos valores del periodo T'. En verde se encuentra la tipica curva logisti-
ca para un modelo sin retraso, mientras que en rojo y en azul pueden observarse

distintos comportamientos periddicos como consecuencia de introducir retrasos de
periodos T' =12 y T' = 18 meses.
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0 AT
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Time (Week)

poblacion : retardo3

poblacion - retardo®

poblacion : retardol

Figura 2.- Resultados de la simulacién con Vensimg para r = 0.15; K = 78; x(0) = 2

Para conocer el efecto que cada parametro ejerce sobre el modelo realizamos un
analisis de sensibilidad.
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Figura 3.- Anilisis de sensibilidad con 0.10 < tasa < 0.20; T = 12

En el primer caso hemos variado de forma aleatoria el parametro tasa entre los
valores 0.10 y 0.20 con 200 simulaciones (Figura 3 izquierda). El resultado refleja
que cambios pequenos hacen que se alteren de forma significativa tanto la amplitud
de las oscilaciones como su periodo, (Figura 3 derecha).
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Figura 4.- Anélisis de sensibilidad con 50 < capacidad carga < 100; T' = 18
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Un resultado distinto se obtiene si variamos los valores de capacidad carga entre
50 y 100 (Figura 5), de tal manera que ahora la tnica alteracion en el resultado se
debe a la amplitud de la funcion pero no afecta a su periodo.

retardod retardod
soo6  75% I o5 I oo soe 75% I o5 I oo
poblacion [poblacion

600 20,000
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5,000

' /
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0 50 100 150 200
Time (Week) Time (Week)

Figura 6.- Izquierda: 10 < periodo < 20. Derecha: 10 < periodo < 40.
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En la Figura 6 se encuentran los resultados del analisis de sensibilidad del modelo
con los pardmetros tasa = 0.15; capacidad carga = 78 y variando el periodo T
desde 10 hasta 20, en el primer caso, y desde 10 hasta 40 en el segundo. El com-
portamiento es diferente ya que puede observarse como a partir de un determinado
momento para valores de T' la poblacion puede llegar a extinguirse.

2.- Dinamica de la poblacién con estacionalidad

En esta segunda fase del modelado vamos a introducir en nuestro modelo el hecho
de que la tasa intrinseca de crecimiento r no sea constante sino que dependa de la
estacién del ano r(t). El nuevo diagrama de Forrester es el siguiente,

entrada 'da
senmn\ /)
r'l';:l capacidad carga_

poblamon
WVierno: \¥r retardada

@ pPEHO do -

Figura 7.- Diagrama de Forrester del modelo modificado

En concreto, deseamos que durante el tiempo que dura el invierno (aproximadamente
16 semanas) esta tasa sea nula, mientras que en el resto su valor sea de 0.15. La
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funcién que tenemos que definir es,

ry= [ 015 si 0<t<36
10 s 36<t<52

y corresponde a la variable,
tasa = IF THEN ELSE(semana >= (52 — invierno) : AND : semana <= 52,0, r)

siendo
semana = MODULO(Time, 52) + 1

invierno = 16
Ademas, se han introducido en el modelo las siguientes ecuaciones,

poblacion retardada = IF THEN ELSE(Time > periodo, retardo,0)
salida = tasa * poblacion x poblacion retardada/capacidadcarga

En la Figura 8 izquierda se encuentra el resultado de la simulacién a lo largo de
600 semanas con T'= 18; K = 78 y x(0) = 2, mientras que a la derecha aparece el
andlisis de sensibilidad del modelo cuando el periodo T varia entre los valores 10 y 40.

—
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0 300
Time (Week)

retardo

Figura 8.- Resultados de la simulacién.

3.- Dinamica de la poblacion con cambios estacionales sinusoidales

En esta tercera versién del modelo haremos que la tasa intrinseca de crecimiento r
cambie de forma continua entre cero y su méaximo valor 0.15 de forma senoidal y
con una amplitud de un ano (52 semanas). Es decir,

tasa = 0.075 x SIN(Time * 2 * 3.14/52) + 0.075
Las ecuaciones mas significativas del modelo que aparece en la Figura 9 son,

poblacion retardada = IF THEN ELSE(Time > periodo, retardo,0)
retardo = DELAY FIXED = (poblacion, periodo,0)
salida = tasa * poblacion * poblacion retardada/capacidadcarga
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Figura 9.- Diagrama de Forrester del tercer modelo

El resultado de la simulacién con K = 78; z(0) = 2; T =

Figura 10 izquierda,
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Figura 10.- Resultados de la simulacién.

La Figura 10 derecha corresponde al andlisis de sensibilidad del modelo para valores

del periodo entre 10 y 40.
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Oscilaciones de calcio citosdlico ©

S Muchas células utilizan el i6n calcio Ca?" como sefial intracelular
activadora, por lo que poseen mecanismos que regulan de forma precisa la concen-
tracién de este i6n en el citosol. Algunas actividades fundamentales, como la con-
traccion muscular, la secrecién de neurotransmisores, hormonas o enzimas digestivas
y la apertura y el cierre de los canales i6nicos, se regulan por cambios transitorios
del calcio intracelular. El calcio iénico del citosol se regula, entre otras causas, por la
expulsién al medio externo a través del intercambiador Nat/Ca?* de la membrana
celular (http : //www.ugr.es/ jhuertas/FH — FE/fh_homeostasis.html).

Las oscilaciones en la concentracién de calcio intracelular pueden ser caracterizadas
tanto por su frecuencia como por su amplitud. Para estudiar estas oscilaciones pode-
mos servirnos de la Dinamica de Sistemas. En concreto, en esta secciéon y para la
construcciéon del modelo matematico utilizaremos las siguientes variables:

= Z(t) representard la concentracion de Ca®" citosélico en el tiempo ¢

= Y'(t) serd la concentracién de Ca*" que se encuentra en el interior de los dife-
rentes érganos celulares en el tiempo ¢

8Basado en [9]
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A(t) representard la concentracién de inositol trifosfato (IP3), que es también
un importante mensajero intracelular. Dentro del modelo su papel es el de
automodulacién de las oscilaciones de Ca?* que puede sufrir el sistema.

Las siguientes ecuaciones diferenciales, propuestas en [9], representa la evolucién en
el tiempo de las variables definidas anteriormente,

( dZ

= Vot BVi = Vot Vit kY — kZ

dY

= Va—Va— kY 15
7 Vo — Vs — kg (15)
dA

=BV — Vs —€A
it 54 5 — €4,

siendo:

Vy la constante de entrada de Ca?* procedente del medio extracelular
0 < B < 1 el parametro de estimulacion externo
V) la tasa maxima de estimulo inducido por el medio extracelular

V, el flujo de Ca?T citosdlico del interior con valor méximo Ve, v definido
como: 72
Vo =Viyo ———
2T

Vs la liberacién del Ca?* desde el interior con valor méximo Vjys, y definida
Como:

zm Y? A
Ky +Zmky + Y2k + At

Vs = Vus

V, la tasa maxima de estimulo inducido por la sintesis de IP3

Vs la tasa de fosforilacién de IP3 con un valor maximo V5 y una constante
de saturaciéon media K5, definida como:

AP AL
KPP+ Av kD + 27

Vs = Vs

k5 el umbral de bombeo de Ca’?*
ky el umbral para la liberacién de Ca?*
k, el umbral para la activacién por Ca?™

k4 el umbral para la activacién por 1P;
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» ks tasa constante de trasvase de Ca** desde el interior de los orgénulos celu-
lares hasta el citosol

= k la constante que representa el transporte lineal de calcio citosélico al medio
extracelular

» kg umbral de quinasa estimulada por Ca?™

El Diagrama de Forrester de la Figura 1 es la interpretaciéon mediante Dindmica de
Sistemas del modelo (15)

Figura 1.- Diagrama de Forrester del modelo

Las ecuaciones mas significativas introducidas en el programa Vensimg para realizar
la simulacién (en el primer caso que estudiaremos) son,

Z = INTEG(inputZ — outputZ,0.1)
inputZ = VO +beta* V1 + V3 +kf xY; outputZ=V2+kxZ
Y = INTEG(inputY — outputY, 0.2)

inputY = V2; outputY = V3 +kf xY
A = INTEG(inputA — outputA, 0.2)
inputA = beta *x V4 ; outputA = V56 + A x epsilon

V2 = (Vm2*Z*Z)/((K2xK2) + (Z*2Z))

V3=Vm3* ((ZxZ)/((Kz*Kz)+ (Z%Z))) * (Y *Y/((Ky *Ky)
+(Y*Y)))x (AxAxAxA/((KaxKaxKa*Ka)+ (AxAxAxA)))

V5 =Vm5 * ((A*A)/(K5*K5) + (AxA))* ((Z*xZ*Zx*Z)/((Kd +Kd * Kd * Kd)
+H(Z*ZxZ%x2)))
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Las simulaciones del modelo para diferentes valores de los parametros muestran
que el comportamiento del calcio sitosdlico puede presentar oscilaciones periddicas
simples, explosiones, oscilaciones casi-periddicas, y ademas puede tener un compor-

tamiento cadtico. Analizaremos cada una de estas situaciones de una manera mas
detallada.

Primer caso: oscilaciones simples

Con los valores de los parametros introducidos en el modelo que aparecen en la tabla
siguiente,

nim|p| B | k| ks | kal| ka | ky | kz
21051011 11]02(04]0210.5

Elkr| e | Vo|Vi| Vi | Vs | Va| Vius
101 ]01] 2 2 6 20 2 5

se observa que las tres variables oscilan con amplitud y frecuencia fijas (Figura 2
izquierda)

B sclacion smple

0% 75% [ 95 [ oo I

0 1 2 3 4 3 7 8 9 10

5
Time (Minute)

2 oscilacion simple
T : oscilacion simple 0
A oscilacion simple

5
Time (Minutc)

Figura 2.- Resultados simulacién del primer caso con 3 = 0.5

Al realizar el andlisis de sensibilidad del modelo haciendo que el parametro (3 varie
desde 0.1 hasta 0.8 podemos ver (Figura 2 derecha) que el rango de comportamiento,
de la variable Z, es muy diverso perdiendose incluso la periodicidad. En la Figura
3 puede comprobarse la estabilidad del sistema cuando § = 0.85 y el resto de los
parametros siguen siendo los mismos.

Q 1 2 3 4 6 7 g 9 10

5
Time (Miwte)

Z: oscilacion simple
T : oscilacion simple
A osclacion simple

Figura 3.- Resultados simulacién del primer caso con 3 = 0.85
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Segundo caso: explosién

En este apartado introduciremos los siguientes valores para los parametros,

n|imi/|p J6] ko | ks | ka | kq | ky | kz

214 |11]046 0.1 1 (01]061]02]|0.3
k| kyle| Vol Vi|Vme | Vs | Vi| Vus
101 |1 2 2 6 20 | 25| 30

Los resultados de la simulacién (Figura 4) ponen de manifiesto un comportamiento
periodico para cada unas de las variables de estados, con la particularidad de un
valor “explosivo” (un pico) para un valor interior al periodo de oscilacién.

2

1.5

1

035

0

0 1

Z  bursting
Y bursting
A bursting

2 3 4 5 & 7 8 9 10
Time {Minute)

o 1 2 3 6 7 8 9

4 5
Time (Minute)

Z bursting

Figura 4.- Resultados simulacién del segundo caso

Tercer caso: Casi-peridodica

Para mostrar un nuevo comportamiento del modelo que estamos analizando uti-
lizaremos los siguientes valores para los parametros,

n|lmi|p I5] ko | ks | ka | kg | ky | kz
412121051101]03(02]05102]0.5
k kel € | Vo |Vi| Vi | Vus | Va|Vus
10 1 01| 2 2 6 20 5 30
2 z
15 2
1 15
035 1
0 05
0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10
Time (Minute) N
ébbl:rssﬁ 0 1 2 3 T;amia) 6 7 3 9
A bursting Z : bursting

Figura 5.- Resultados simulacién del tercer caso

57



En la Figura 5 se comprueba como la evoluacién en el tiempo de cada una de las
variables es casi-peridédica, hecho que puede apreciarse con més detalles cuando nos
centramos en la variable Z (Figura 5 derecha).

Cuarto caso: Caos

Como habiamos comentado anteriormente, el modelo es cadtico para los valores de
los coeficientes

/3 ko ks ka | kq | ky | kz
412111106501 /03194 01| 1 (03]0.6

3
3
S

E ke | e | Vol Vi| Ve | Vms | Va| Vis
10 1 | 13| 2 2 6 30 3 50

El comportamiento “irregular”de las variables de estado que aparece en la Figura 6
se remarca mucho mas al aumentar €2 el niimero total de moléculas de calcio citosoli-
co Ca®T, calcio intravesicular y IP3 intracelular (véase Fig. 7, pdgina 207 de [9])

06

045

03

Time (Minute) 0

0 1 2 3 4 5
Z:caos Time (Minute)
T :caos
A caos Z:caos

6 7 8 9 10

Figura 6.- Resultados simulacién del cuarto caso

Por tltimo, queremos poner de manifiesto que para este tipo de modelos la eleccion
de un tipo u otro de método numérico para la resolucion del sistema de ecuaciones
diferenciales es importante ya que los resultados se alteran cuando cambiamos el
método de resolucién (Figura 7)

0.8

0.6

04

0.2

0

0 1 2 3 4 3 7 3 9 10

5
Timne (Qdinute)

Z:raosd
Z :caosl

Figura 7.- Rojo: Euler. Azul: Runge-Kutta 4
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Teoria de catastrofes: Dinamica de
Spruce Budworm ?

El cientifico francés René Thom nacido en 1923 es el padre de la
teoria de las catastrofes que estd basada en la Topologia y que sirve para explicar
acontecimientos muy diversos como por ejemplo los terremotos o la dinamica de
poblaciones de insectos. En palabras de su creador, “ .. se trata de una metodologia
o una especie de lenguaje que se esfuerza por describir las discontinuidades, que
pudieran presentarse en la evolucion de un sistema ..”. En cierta forma esta conec-
tada con los fractales, ya que como sabemos con ellos se pretende construir una
geometria de las discontinuidades.

Spruce Budworm es un grupo de insectos cercano al género de las Choristoneura.
Existe una docena de especies y subespecies distribuidas en el oeste de Estados
Unidos y Canada, donde producen un dano intenso en los bosques de coniferas.

Su dindamica esta controlada por el siguiente proceso: durante anos la densidad de
poblacién es pequena y por tanto los arboles pueden crecer hasta su madurez momen-
to en el que la poblacién de Spruce Budworm aumenta de una forma extraordinaria

9Basado en [21], pagina 303
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alimentandose de las hojas de los arboles y produciendo su destruccién. Al faltar de
nuevo el alimento la poblacién de insectos disminuye hasta los niveles minimos.

Las variables de estados que intervienen en el modelo son:
= z(t) la densidad de poblacién de budworm
= y(t) la densidad de terreno

= z(t) el porcentaje de hojas en los drboles.

Una primera aproximacion al problema es el siguiente modelo matematico que des-
cribe la evolucion en el tiempo de estas variables,

((dv . () ) C z%(t)
ar ~ o) (1 Ky<t>) E v OF + 200
W=y (1- 25 (16)
dz _ Pa(t) 22(t)

= 2(t) (1 = =(t)) o0
En la primera ecuacién podemos observar un crecimiento logistico de la poblacion,
con una tasa de crecimiento R; y una capacidad de carga variable K y(t). La segun-
da parte de esta ecuacién representa al efecto de la depredacion de los insectos sobre
las hojas de las coniferas, y viene modelizada por una funciéon de Holling siendo C
la tasa maxima de depredacion.

entrada msecto

walor micial
msectos

o0y

| ANy
salida arboles
K2

R2

Q—

entrada hojas

salida hojas

R3
factor P

Figura 1.- Diagrama de Forrester del modelo
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El Diagrama de Forrester asociado al modelo (16) se encuentra representado en
la Figura 1 pero antes de proceder a su simulacion realizaremos un breve estudio
matematico de los puntos de equilibrio para los valores de los pardmetros que definen
al siguiente sistema,

( 2
X e
r—op (12 ) = — 2
! x( y> (0.1y)? + 22
/=3 (1—i> 17
y =2y 252 (17)
0lz22
Y —9a (1o 20T
\ Y

Para localizar los puntos de equilibrio del modelo tenemos que resolver el sistema
de ecuaciones no lineal 2’ =0, ¢y =0, 2’ = 0. Si x = 0 se anula la primera ecuacién
y de las dos restantes obtenemos z = 1 y ademéas y = 2.5z = 2.5. Para el resto de
los puntos consideramos las funciones,

T

plr)=2(1-52) . o) =1

T
0.1%2.5)2 + 22

2.5

donde () representa es la ecuacién de una recta y ¢(z) la gréfica en rojo de la
Figura 2. Dependiendo de los valores de los pardametros, la recta puede tocar a la
grafica de la funcién ¢(z) en uno (caso 1), dos (caso 2), o tres puntos (caso 3),
dando lugar a uno, dos o tres puntos de equilibrio. En nuestro caso, las soluciones
aportadas por Mathematicag (Figura 2 derecha) son:

Cy = (0.1706,2.499,0.999), C, = (0.5,2.497,0.998), Cj = (1.818,2.499,0.999)

C1 c2

C3

0.5 1 1.5 2 255 e

Figura 2.- Posibles posiciones relativas de p(x) y ¢(z)

Los puntos C1 y C3 son estables mientras que C2 es inestables como podemos com-
probar realizando un andlisis de sensibilidad del modelo (17) con Vensimg, (Figura
3),

61



Sensitivity Simulation Setup:

Senzitivity Cantral. Edit the filename to save changes to a different contral file
Filename: |EEErRE Choose New File... | Clear Satiings |
Mumber of Moise & Multivariat " Univariat
Uitz 50 1234 ultivariate nivariate
e S  LatinHypercube " Latin Giid
[ Display warning messages  Fie
Currently active parameters [drag to reorder|
valor inicial insectos=AAND OM_UNIFORM(0.1,0.99) Delete Selacted
Modify Selected
Add Editing
Distribution
Parameter || |RANDOM_UNIFORM |
Model Minimum — Marimum
Walue Walue Walue
‘ MNest > Finish ‘ Caricel |

Figura 3.- Ventada del an4lisis de sensibilidad

con 50 simulaciones y variando el nimero inicial de insectos x(0) desde 0.1 hasta
0.99 (Figura 4)

insectos? fnsectos2
5% 75% [ 95 [ oo -
msectos
2
l
) o
L .l
05
F—_I———- — = - 0
0 1 25 5 7.3 10
il 25 5 75 10 Tirae (Tear)
Time (Year)

Figura 4.- Resultados. Izquierda: intervalos de confianza. Derecha: trazos individuales

Las ecuaciones introducidas en el programa correspondientes al modelo (17) son,

insectos = INTEG(+entrada insecto — depredacion — salida insectos, valor
inicial insectos)

valor inicial insectos =3

entrada insectos = Rl % insectos

salida insectos = R1 * insectos * insectos/(K * arboles)

depredacion = C * insectos * insectos/((K1 * arboles)? + insectos?)

arboles = INTEG(entrada arboles — salida arboles,2.5)

entrada arboles = R2 x arboles

salida arboles = R2 * arboles * arboles/(K2 x hojas)

hojas = INTEG(entrada hojas — salida hojas, 0.5)

entrada hojas = R3 xhojas % (1 — hojas)

salida hojas = factor; factor =P * insectos xhojas *hojas/(arboles)

Rl=2: K=1; C=1; Ki=0.1

R2=3: K2=25; R3=2; P=0.01

R = (R1 %K1 % Arboles)/C
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En la Figura 5 se comprueba la estabilidad de las soluciones ya que z(t) — (1.818, 2.5, 1)
cuando ¢ — oo.

GRAPH

o

o
S S

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (Year)

arboles : msectos2
msectos : msectos2
hojas : msectos2

Figura 5.- Estabilidad de las variables de estado

A continuaciéon hemos realizados analisis de sensiblidad para los valores de los
parametros K; y K. En ambos se han realizado 200 simulaciones con 0.1 < K1 <1
en el primer caso (Figura 6 derecha) y con 0.8 < K2 < 4.5 en el segundo (Figura 6
izquierda), para comprobar la influencia de estos perametros en el comportamiento
del modelo.

insectos insectos

linsectos insectos

W

ﬁ /ki | e

e

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Time (Year) Time (Year)

Figura 6.- Estabilidad de las variables de estado

Por 1ultimo, en la Figura 7 puede verse la grafica correspondiente a la variable R
definida como Ry K, y(t)/C.

06

0.45

T

015

0
0.4380 0.4500 04920 0.4540 04960 0.4980 0.5000
E

msectos | msectos

Figura 7.-
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MODELOS MATEMATICOS BASADOS EN SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Dindmica del ayuno en humanos

i El modelo de ecuaciones diferenciales no lineales desarrollado describe
la dindamica del almacenamiento de energia en forma de grasa, musculo y cuerpos
cetanicos durante una situaciéon de ayuno prolongado. Los pardametros del modelo
han sido estimados usando datos recogidos durante 7 dias de ayuno. A esta prueba
fue sometido un individuo normal con un indice de masa corporal entre 19 y 24.

El ayuno es definido formalmente como la condicién en la que se priva de energia
al organismo; aunque en este modelo se asume que el ayuno no incluye la privacion
de agua. Durante un pequeno periodo de ayuno (3 o 4 dias), la reserva de glucosa
se agota y el cerebro la obtiene porque es sintetizada por las proteinas procedentes
del musculo.

Puesto que la experimentacion en humanos nos es una opcién segura y fiable, el
objetivo del modelo que se presenta es conocer los efectos de un periodo de ayuno
prolongado, con la intencion de saber como el cuerpo metaboliza la energia en ausen-
cia de alimento. Por este motivo consideramos que el tiempo inicial representa los
niveles energéticos y el estado metabdlico del organismo después de un corto periodo
de ayuno, aproximadamente una semana. La energia utilizada por el cuerpo se la

10Basado en [36]
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proporcionara el almacén de grasa y la masa muscular. Recalcamos que, aunque
la masa muscular estd formada en su mayoria por proteinas, ademas contiene un
porcentaje pequeno de glucosa. Asi mismo, suponemos que durante este periodo de
ayuno prolongado, el cerebro usa exclusivamente los cuerpos ceténicos como fuente
de energia. En resumen, el modelo proporcionara informacién sobre el tiempo que
una persona puede sobrevivir durante un ayuno prolongado.

Para entender la dindmica del modelo hay que tener en cuenta las siguientes hipétesis:

1. El almacén de proteina se encuentra en la masa muscular, aunque ésta también
contiene un pequeno porcentaje de glucosa y grasa. El aporte de energia que
facilitarian, glucosa y grasa, no es significativo

2. El periodo prolongado de ayuno no incluye la privacion de agua o vitaminas.
Asi, la alteracion que se produce en el organismo procede exclusivamente de
la privacién de energia

3. El cerebro requiere un constante aporte de energia hasta que se produce su
muerte

4. La muerte se produce cuando se agotan los cuerpos ceténicos, que alimentan
al cerebro, o cuando la masa corporal disminuye hasta un valor critico. Este
valor critico estd estimado en la mitad del valor de la masa corporal original.

El modelo esta basado en el balance de enérgia de acuerdo con la primera ley de
la termodindmica en un sistema abierto (el cuerpo humano), que puede expresarse
como: JE O dw

=4 E -,

a ot di

donde dE/dt es la tasa de acumulacién de energia dentro del sistema, d@)/dt la tasa
de entrada del flujo de calor en el sistema, dWW/dt la tasa del trabajo realizado por
el sistema, F; representa la tasa de energia suministrada al sistema y F; la tasa de
energia que sale del sistema.

Teniendo en cuenta los comentarios anteriores, se propone el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales,

( dF(t)
— = - F
dt k B
dM(t)
=M 18
= » (18)
dK(t)
—=VF-K
. dt k B

siendo, F'(t) los kilos de grasa en el tejido adiposo, M (t) los kilos de masa muscular,
K (t) los kilos de cuerpos ceténicos, todos ellos referidos al dia t. Ademds, Fx repre-
senta la tasa de conversion de grasa en cuerpos ceténicos, Fg y Mp son las tasas de

65



grasa y masa muscular usadas para alimentar a todo el organismo menos el cerebro,
K es la tasa de cuerpos ceténicos requeridos por el cerebro, y V' corresponde a una
constante de conversién de un kilo de grasa en un kilo de cuerpos ceténicos.

Tras un determinado proceso, el sistema (18) se transforma en el modelo,

( dF(t) 1 R

——=—1r(K)F{t)— — —=————(C+ k(L) + F(t
G = ) F) = 3 e s (€4 k(L) + P()
dM (1) 1 M)
— == (CH+ k(L) + F(t 19
dt Mo M (1) 1 F(p (© TR ED) (19)
dK (1)
——=Vr(K)F(t)—0b
| S = Vi) F)
Los simbolos utilizados son:

’ Simbolo H Interpretacién H Valor ‘
L(t) Masa del cuerpo (sin reserva grasa) M(t) + 30.4
r(K) Proporcién en la cual la grasa es

transformada en cuerpos cetonicos 0.013/(1+K)
C Término Harris-Benedict de la tasa
metabdlica basal (BMR) 772.3
k Proporcién constante de masa corporal en BMR 12.33
AR Valor calérico de un kilo de grasa 77778
AN Constante de conversiéon de un kilo de grasa
en un kilo de cuerpos ceténicos 1400
b Tasa constante de uso por parte del
cerebro de los cuerpos cetonicos 0.0747
1% Constante conversién 0.9

La Figura 1 corresponde al Diagrama de Forrester del sistema (19), donde aparecen
los tres niveles que se identifican con las tres variables de estado del modelo.

[~

C
ka

MISCULO -'

oututM

Figura 1.- Diagrama de Forrester correspondiente al modelo (19)
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Las ecuaciones que se han introducido con Vensimg son:

GRASA = INTEG(—outputF, 25)

outputF = rK % GRASA + 1/&F x GRASA/(GRASA + MUSCULO) * (C + ka * (L + GRASA))
MUSCULO = INTEG(—outputl, 31.3)

outputM = 1/&M *« MUSCULO/(GRASA + MUSCULO) * (C + ka * (L + GRASA))

CUERPOS CETONICOS = INTEG(inputK — outputkK, 0.02)

inputK = V * rK * GRASA ; outputK =b

&F =7777.8; &M= 1400; L =MUSCULO+ 30.4; ka=12.33; C=772.3;

rK = 0.013/(1 4+ CUERPOS CETONICOS); V=0.9; b= 0.0747;

En la Figura 2 se ha representado el resultado de la simulaciéon con los valores
iniciales F'(0) = 8.7Kg, M(0) = 30.9Kg, y K(0) = 0.02Kg para una persona
“normal”

10
40

4.995
19

o S 0010 15 20 25 300 35 40 45 500 55 40 45
Titne (Day)

CTUERFOS CETONICOS - normal
GR:ASA s normal
MUSCULO : normal

Figura 2.- Resultado de la simulacién del modelo (19)

La simulaciéon nos muestra que el nimero de dias estimados que puede sobrevivir
una persona normal es de 50 (Figura 3), ya que es cuando L(t) = M (t) + 30.4 toma
el valor 30.75

1.
80
60
40 . ~
Nivel critico
20
Supervivencia Muerte
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Titne (Day)
L . normal

Figura 3.- Supervivencia para una persona normal
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Si la persona es obesa, los valores iniciales que tenemos que introducir en el or-
denador antes de realizar la simulaciéon son: F(0) = 25Kg, M(0) = 43.6Kg, y
K(0) = 0.02Kg. Ahora, el nimero de dias que puede sobrevivir esta persona seria
de 92, tal y como aparece reflejado en la Figura 4.

30

60

40 - —
Nivel critico

20

0 10 20 30 40 50 &0 70 B0 a0 100
Titne (Day)

L obesa

Figura 4.- Supervivencia para una persona obesa

Los datos experimentales a lo largo del tiempo, en un periodo de ayuno, son escasos
por razones obvias. Asi este modelo puede jugar un papel muy importante a la
hora de predecir valores en futuras investigaciones. El modelo que se ha simulado
presenta, entre otras, las siguientes limitaciones:

= Las ecuaciones descritas representan un periodo de ayuno con las condiciones
ambientales controladas. El ayuno mantenido fuera de este control general-
mente incluye la privacién de agua y vitaminas

= La muerte del individuo puede ocurrir por combinacion de una serie de factores,
antes de que se alcance el valor critico de masa corporal

= Un ayuno prolongado en el tiempo causa efectos neurolégicos muy negativos,
los cuales pueden cambiar la condiciéon del tiempo inicial.
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APLICACIONES BIOESTADISTICAS

. En el mundo se cultivan unos 10 millones de hectareas de olivar, en-
marcadas principalmente en la cuenca mediterranea. El olivar espanol se caracteriza
por la extensién que ocupa y por la antigiedad de las plantaciones. En la provincia
de Jaén el cultivo del olivar representa grandes extensiones de monocultivo debido
a las condiciones climéticas especificas. Una buena parte de la superficie agraria
ocupada por el olivar mantiene unas técnicas de cultivo que no se adaptan a las
condiciones socioculturales de la actualidad, siendo muchas zonas poco productivas.
Ademas de este problema, es patente la creciente problematica de erosion de los sue-
los, contaminacién de acuiferos, pérdida de biodiversidad, introduccién de elementos
floristicos invasores, desequilibrios poblacionales de plagas debido a la pérdida de
ecosistemas, etc. Por estos motivos es necesaria la implantacién de una agricultura
que respete el medio ambiente y ademas que sea rentable para el agricultor, en
definitiva lo que se define como agricultura sostenible.

El estudio de los bioindicadores ecolégicos es una buena herramienta para la im-
plantacién de una agricultura sostenible. A partir del estudio minucioso de la flora
arvense del olivar y del andlisis del suelo en el que las asociaciones vegetales se en-
cuentran -el cual se caracteriza por los valores de parametros edéficos tales como
capacidad de intercambio catiénico, carbonatos, calcio de cambio, fésforo asimilable,
magnesio de cambio, materia organica oxidable, nitrogeno total, pH, potasio de cam-
bio, capacidad de filtracién de agua (pF 1/3 atmdsferas, pF 15 atmoésferas), textura
(de arcilla, limo o arena), conductividad eléctrica, sodio, tamiz y salinidad-, es in-
teresante conocer si existe relacion entre la presencia de un determinado taxén, en
asociaciones fitosocioldgicas, y determinadas propiedades o la presencia de elemen-
tos en el suelo de un olivar. De esta forma podemos hacer tratamientos de relevancia
y planes de gestién para que se obtengan beneficios tanto ecolégicos como econémi-
cos si se mantienen las cubiertas vegetales naturales. De este modo podemos hacer
compatible la produccién con el mantenimiento de la flora, ya que la presencia de
determinadas especies vegetales podria ser utilizada como herramienta para conocer
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el estado nutricional del suelo y, de este modo, los agricultores pueden conocer la
necesidad o no de aporte de fertilizantes con s6lo conocer el tipo de flora presente en
su parcela de cultivo. Pero obtener la informacién que nos permita relacionar la pre-
sencia de una especie con el estado nutritivo del suelo para aplicaciones futuras no es
un abordaje sencillo. En primer lugar hay que realizar un muestreo adecuado para
obtener los inventarios fitosociolégicos y analizar las muestras edaficas obtenidas de
las mismas parcelas. Los inventarios fitosociologicos pueden llegar a incluir cientos
de especies (y muy diferentes segiin el tipo de asociacién vegetal) y los pardmetros
edaficos basicos son los 18 anteriormente citados. Es por ello que se hace necesario el
uso de diferentes técnicas estadisticas, desde las basicas descriptivas y multivariantes
hasta la aplicacién de métodos robustos avanzados.

Figura 1. Olivos.

Los ejemplos de aplicaciones bioestadisticas que se muestran a continuacién co-
rresponden a los resultados obtenidos en una investigacién real llevada a cabo en
parcelas de cultivo de olivar en el sur de Espana. Se realizaron muestreos de diez
asociaciones fitosocioldgicas, y para cada una de ellas se levantaron entre 19 y 21
inventarios (en total 204 inventarios). El nimero medio de especies diferentes detec-
tadas en cada inventario fue de unas 12, y el nimero total de especies detectadas
teniendo en cuenta todas los inventarios fue de 301 (hay que tener en cuenta que
hay especies puede detectarse en diferentes parcelas). La presencia de cada especie
se caracteriza numéricamente por su indice de abundancia/dominancia, que presen-
ta un rango de 0 a 9, donde cero indica su no presencia y 9 una abundancia en
el inventario de entre el 90-100 %. El ntimero de atributos edaficos analizados por
parcela fue de 18 (los citados previamente), y las unidades de medida de cada uno
de ellos se indican en las tablas de resultados.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos segin el tipo de analisis es-
tadistico realizado. Los datos originales pueden ser solicitados a los autores siempre
que se utilicen con fines académicos.
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0.1. Analisis de correlacion

En primer lugar, y con el fin de encontrar la posible existencia de una relacion
cuantitativa y cualitativa existente entre las diferentes parcelas atendiendo sélo a
las especies presentes, se puede realizar un analisis de correlaciéon multiple, de modo
que se obtenga el coeficiente de correlacion entre parcelas y el p-valor de significacion
de correlacion.

120 140 160 180 200
LR cs T1r TP

100
RC UM

40 60 80
FS PD

BH

8 8 8
- = &
HY HE S84 4d OD¥ WN ¥1 82 1L dl

Figura 2. Mapa de color de la correlacién fitosocioldgica existente entre los inventarios de las
asociaciones estudiadas, donde se muestra el rango de variacién del coeficiente de correlacién
(desde el azul (0) hasta el rojo oscuro (1)). AH: Anacyclo clavati-Hordeetum leporini nova; BH:
Bromo scoparii-Hordeetum leporini; F'S: Fedio cornucopiae-Sinapietum mairei; PD: Papaveri
rhoeadis-Diplotazietum virgatae; RC: Resedo albae-Chrysanthemetum coronarii; UM: Urtico
urentis-Malvetum neglectae; LR: Linario spartei-Raphanetum raphanistrii nova; CS: Carduo
bourgaeani-Silybetum mariani; TT: Trifolio cherleri- Taeniatheretum capitis-medusae; TP:

Trifolio cherleri-Plantaginetum bellardii.

Esta comparacion se puede estudiar con una matriz de datos que contenga los indices
de abundancia-dominancia en la que cada fila de la matriz corresponde a una especie
(observacion) y cada columna a un inventario (variable). Estos datos los podemos
representar mediante un grafico de colores (Figuras 2 y 3.
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Figura 3. Mapa de color del nivel de significacién estadistica (p-valor) asociada a la correlacién
entre los inventarios de las asociaciones estudiadas. El color azul oscuro indica p-valores inferiores

a 0.05 mostrandonos que la correlacion entre esos inventarios es estadisticamente significativa.

0.2. Analisis de conglomerados

Con el fin de formar grupos (conglomerados, o cluster en la terminologia anglosajona)
en los que clasificar las parcelas segiin sus caracteristicas fitosociologicas, y de ma-
nera que los datos (especies) de cada uno de los grupos, sean lo més similares posibles
y los grupos (de parcelas) lo més diferentes posibles los unos de otros, realizamos un
Analisis de Conglomerados. Esta es una técnica orientada a la clasificacién cuando
no existe un criterio previo establecido. Para el agrupamiento de todos los datos se
elabora una matriz de similitudes o de distancias. Lo que varia de una técnica a
otra son las reglas utilizadas para construir la matriz (en nuestro caso correlacién
centrada) y el tipo de agrupamiento elegido para elaborar los cluster (utilizamos el
agrupamiento jerarquico de tipo completo). En el caso del andlisis general de las
parcelas, los resultados obtenidos mostraron cémo el anélisis multivariante permite
agrupar de modo adecuado las parcelas sobre la base de sus caracteristicas fitosoci-
olégicas (Figura 4).
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Figura 4. Anilisis de conglomerados general para las parcelas estudiadas.

0.3. Estadistica descriptiva

Hemos utilizado métodos de estadistica clasica para obtener los siguientes estadisti-
cos descriptivos de cada uno de los parametros edaficos por asociacion: media, me-
diana, varianza, desviacion tipica, error estandar, minimo, méximo, rango, primer
cuartil, segundo cuartil, y coeficiente de variacién. Ademéds de presentar las tablas
con estos resultados (Tablas 1 a 5), también incluimos los diagramas de cajas y
bigotes, como una visién sencilla de los mismos (Figuras 6 y 7). Estos diagramas
representan de forma gréafica el conjunto de datos, y presenta la ventaja de no exigir
un numero elevado de datos para su construccion, ademas de resultar méas sencillo
su manejo cuando el objetivo es comparar las pautas de variabilidad existentes en
distintos grupos de datos. Cuanto més simétrica sea la figura, incluyendo la me-
diana, mas se ajustan a una distribucién normal los datos; en contraposicion de una
grafica mas asimétrica que indica la presencia de datos anémalos. En las graficas de
cajas-bigotes puede observarse como, en casi todos los casos estudiados, se obtienen
figuras asimétricas y la presencia de datos anémalos, lo que nos justifica el empleo
posterior de métodos robustos.

Figura 5. Olivos.
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Tabla 1. Estadisticos descriptivos correspondientes a las asociaciones AH y BH.
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Tabla 2. Estadisticos descriptivos correspondientes a las asociaciones CS y FS.
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Tabla 3. Estadisticos descriptivos correspondientes a las asociaciones LR y PD.
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Tabla 4. Estadisticos descriptivos correspondientes a las asociaciones RC y TP.

7



zuartil

5
E
C
o

Tabla 5. Estadisticos descriptivos correspondientes a las asociaciones TT y UM.

78



CIC (meqg/100g)

100

50

60

40

20

Carbonatos (%)

250

200

150

P (p.p-m)

50

Mg (meq/100q)

40
30 F

20F

_éé%%%#ééég

100

AHB-HC-5F-3L-RP-DR-CT-P T-T U-M

o

$'%g.%$

- -
AHE-HCSF-5 LR P-DR-CT-P T-T U-M

PN RNl

AHBHC-SF-3 LRP-DR-CT-PT-T U-M

EELV L s

AHBHC-SF-3 LRP-DR-CT-PT-T U-M

pH 1/2,5 N (%) MOO (%)

K (meg/100g)

15

12

0g
0g

03|

2.3
8,3
7.3
6,3
5,3

4,3

D O b

N e S

AHBHC-5F-ZL-RP-DR-CT-PT-T U-M

o
0
o

AHB-HCSFSLRPDRCT-PT-T UM

s

- =E

%% =& 4]

[ R NS = M
e

AHEHC-SF-SLR P-DR-CT-P T-T U-M

gé;§;¢$$+*$5

AHBHC-SF-SLRPDRCT-PT-T UM

Figura 6. Diagramas de cajas y bigotes correspondientes a los pardmetros edaficos CIC,

carbonatos, P, Mg, MOO, N, pH y K para todas las asociaciones.
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Figura 7. Diagramas de cajas y bigotes correspondientes a los pardmetros edaficos pF (1/3 y
15), textura de arena, textura de arcilla, textura de limo, tamiz y salinidad para todas las
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0.4. Meétodos robustos

Puesto que el analisis clasico pone de manifiesto la presencia de datos andémalos
asi como una elevada heterocedasticidad para muchas de las asociaciones estudiadas,
queda justificado el uso de métodos estadisticos robustos tanto para describir como
para comparar dichos atributos edaficos segiin la asociacién a la que pertenecen los
inventarios de los que proceden. Como estimador robusto de la media se ha utilizado
la media -Winsorizada muestral (media-win) que evita la sensibilidad a la presencia
de valores extremos. Como estimador robusto de la mediana se ha utilizado el M-
estimador de localizaciéon de Huber (mediana-est), estimador que coincidira con la
media muestral si en el modelo los datos no son anémalos ya que la media muestral
es en realidad el estimador de mayor eficiencia (Tablas 6 a 10). Compérense, por
ejemplo en la tablas la media con la mediana-est para los valores de pH, lo que indica
la ausencia de datos anémalos, y de nuevo para los valores de P, comparacion que en
este caso indica la presencia de datos anémalos. Ademés se han obtenido los errores
de muestreo del estimador cuantil (ngse) y el de la mediana muestral (mestse). En
estas tablas aparece MAD= 0 cuando el estimador de la media robusta es 0 en cuyo
caso mestse no puede calcularse. También se han obtenido los errores de muestreo
del estimador cuantil (ngse) y el de la mediana muestral (mestse).

media 15.365 10.544 11.877 12241 6661 14.304 11.677 5211 9630 10,889
media-win 15.343 9.935 11419 11.445 6139 13.913 10.621 5011 8956 9814
mediana 15.825 9.348 10435 11.087 5652 13.478 10.000 5.217 7.826 9.565
mediana-est 15.397 9.906 11.275 11.445 6272 13.946 10.527 5.028 2510 9816
ngse 0824 1007 1.157 0737 0725 0986 0.929 0.541 1.556 1115
mestse 0676 0932 0820 0461 0714 0871 0827 0288 1415 0731

Carbonatos (%

media 475 4.5 206 522 2.6 49.3 356 1.4 1.6 320
media-win 475 25 192 528 17 463 367 1.5 1.6 311
mediana 489 5] 181 501 14 479 B30T 1.5 i) 354
mediana-est 473 25 191 521 1.6 470 362 14 1.6 316
nqse 37 03 14 49 02 34 42 01 02 81
mestse 28 03 15 32 0.2 30 3] 01 01 43

media 231 1540 27.11 13.10 482 15.35 20.95 3.26 462 3619
media-win 810 5.40 2274 7.00 466 260 12.24 2.63 225 2519
mediana 8.50 4.00 16.00 7.00 4.00 2.00 10.00 2.00 150 15.00
mediana-est 821 542 2204 7.00 457 973 11.09 1.97 160 2235
ngse 1.36 1.68 737 0.49 0.90 1.5% 2.99 0.58 037 851
mestse 103 146 6.56 0.50 091 158 263 067 026 832

Tabla 6. Estadisticos robustos para CIC, carbonatos y P.
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media
media-win
mediana
mediana-est
nqse

mestse

1.683 1.068
1.558 0.844
1.595 0723
1.570 0818
0204 0.110
0133 0.05%

2.251
2211
2345
2.232
0.230
0.216

2,829
1.863
1.748
1.857
0.256

0.257

0.835
0.737
0.720
0.732
0.108
0.083

2351 2716
2.190 2.489
2.019 2.585
2144 2.526
0249 0338
0246 0.232

0.5192
0492
0.474
0477
0.033
0.035

1.097
0.958
0.766
0,943
0.244
0.15¢

1.698
1.524
1.583
18337
0.299
0184

AH
media 1.54 1.67 1.68 1.04 075 1.02 1.57 1.57 146 1.90
media-win 1,46 1.36 133 106 0.67 0,99 118 158 147 119
mediana 146 148 1.19 096 063 099 1.19 145 147 119
mediana-est 1.48 1.40 1.26 102 0.65 0.99 1.19 1.57 148 1.21
ngse 0,15 021 0,14 014 0.07 0.06 017 013 015 019
Jmestse 0.13 0.15 0.14 0.09 0.06 0.06 0.14 0.10 013 0.14
N (% AH BH Ccs F§ LR PD RC TP TT UM
media 0.115 0.133 0.120 0.086 0.064 0.090 0129 0.086 0.084 0179
media-win 0.110 0.115 0097 0.084 0.062 0,087 0.101 0.086 0.083 0113
mediana 0.105 0.112 0.095 D078 0.059 0089 0.093 0.086 0.082 0.09¢
mediana-est 0110 0113 0095 0.081 0.061 0088 0101 0086 0.082 0112
ngse 0.008 0012 0011 0.006 0.005 0005 0.011 0.008 0.007 0018
Jnestse 0,008 0002 0.010 0.007 0,005 0003 0,009 0 006 0.006 0014
Tabla 7. Estadisticos robustos para Mg, MOO y N.

H AH BH Cs S LR PD RC TP TT UM
media 83 75 82 81 66 8.1 79 60 61 78
media-win 23 7.6 82 81 67 8.1 80 60 61 7.9
mediana 84 7.8 83 81 71 8.1 8.0 6.0 6.1 7.9
mediana-est 23 76 83 a1 67 2.1 8.0 5.0 61 7.9
nqse 00 02 21 0.1 04 0.0 0.1 0.1 0.1 0.1
mestse 0 0 0.2 01 0.0 03 0.0 0.0 01 01 0.1

mediana-est
nqse
mestse

0375
0248
0229
0.256
0.048
0.056

1.363
1.231
0.921
1.164
0.286
0.292

0.259
0258
0236
0257
0031
0022

1.002
0.985
1.074
0.995
0,100
0.066

1476
1.064
1.023
1.066

0162
0127

0142
0.141
0.125
0.132
0.016
0.016

0.156
0.149
0.131
0.146
0,019
0.015

F 1/3 atm
media 27.48 21.14 22.12 3126 1536 30.31 2474 12.63 16.92 24 51
media-win 2818 2066 21.91 3049 14.93 3008 2278 12.19 15.63 2178
mediana 2815 1978 21.65 30.55 14.47 3016 2252 11.70 1510 2039
mediana-est 2807 2056 21,92 3049 15.09 30,06 2282 12.00 1543 21 60
ngse 1.24 212 1.54 1.52 137 103 107 065 0,99 2.24
mestse 084 138 1.06 1.05 1.04 096 1.00 073 0.89 1.73

Tabla 8. Estadisticos robustos para pH, K y pF 1/3.
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F 15 atm (% AH BH CS FS§ LR PD RC TP TT UM

media 13.32 8.20 12.01 1873 7:37 19.12 14.24 472 667 1320
media-win 15:33 7.69 11.28 1871 6,92 19.01 1270 443 5.65 1194
mediana 1542 7.51 1142 18.53 660 18.96 11.94 438 562 1153
mediana-est 1542 775 11.40 18.48 7.00 18.97 12.90 448 5771 1217
ngse 070 0.82 0.68 1.51 085 0.92 112 018 041 1.70
mestse 0.65 0.81 052 0.88 065 079 1.09 013 040 1.25

media 17.76 14.50 25.60 3518 17.28 40,02 2424 268 1352 21.29

media-win 1649 14.15 24.80 3374 15.99 39.06 23.59 252 12.30 21.81
mediana 12.83 13.33 22.75 35.15 14.00 38.58 27.10 7.05 1253 17.75
mediana-est 16.63 14,21 2392 34.42 1597 39.27 23,53 7.84 1272 20.98
nqse 5.07 1.61 227 2.62 240 277 3.59 178 1.34 392
mestse 3.59 1.12 270 1.89 237 2.22 289 123 118 251

Tx arena

media 20145 54.25 4565 2430 64.24 1999 37.85 7547 64.92 46,00
media-win 1851 5518 4582 2356 5517 2031 3614 7663 69 15 4679
mediana 1825 53.85 49.06 2433 5966 2147 37.57 7608 7312 5089
mediana-est 19.37 5470 4603 2380 6569 2016 37.30 7670 7266 4619
nqse 241 5.60 3,21 213 450 245 470 087 3.55 694
mestse 224 375 2.81 177 3.35 1.57 330 076 144 471

Tabla 9. Estadisticos robustos para pF15, textura de arcilla y textura de arena.

media 61.79 31.24 2844 4062 18.51 40.00 37.94 1487 2149 327
media-win 61.99 3085 2871 4218 17.57 4026 3782 14.01 1840 3221
mediana 59.62 3214 2838 4310 15,98 3910 388 4,81 1698 33198
mediana-est 61.79 3L02 2856 4206 17.44 40.12 37.31 1418 17.18 3254
ngse 6.50 471 1.80 239 163 1.70 514 212 248 5.01
mesise 383 271 161 167 1.21 148 325 121 272 3.02

media 35.41 19.04 2 291 1870 12.98 20.50 20.09 10,60

media-win 3692 1203 5 825 16.33 10.93 20,80 1810 867
mediana 34.75 19.03 2552 245 15.02 11.97 20.39 17.02 932
mediana-est 3595 18.62 874 16.67 11.68 2085 1857 867
nqse 435 289 522 3 270 328 201 200 256 181
mestse 268 230 ; 172 223 201 168 261 125

media 0.36 0.12 0.44 0.69 021 0.29 049 005 005 0.57
media-win 025 012 040 0.33 022 028 036 0.05 005 0.38
mediana 022 013 033 0.32 023 0.27 034 0.04 005 0,34
mediana-est 025 0.12 039 033 022 028 MAD=0 MAD=0 MAD=0 MAD=0
nqse 003 002 0.05 0.02 002 0.02 002 0.00 000 003
mestse 003 001 005 0.02 001 001 MAD=0 MAD=0 MAD=0 MAD=0

Tabla 10. Estadisticos robustos para textura de limo, tamiz y salinidad.

0.5. Analisis de varianza

Hemos utilizado métodos robustos para una mayor fiabilidad en el analisis de la va-
rianza. Los contrastes de hipotesis lineales sobre las medias recortadas poblacionales
y en particular sobre las comparaciones multiples, se han llevado a cabo tras definir
una hipotesis nula a contrastar sobre las medias recortadas poblacionales. Para una
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facil interpretacion, a continuaciéon hemos realizado unos graficos (Figuras 8 a 12)
en los que se muestran las comparaciones multiples entre asociaciones para cada
parametro edafico; en ellos, la existencia de una diferencia estadisticamente signi-
ficativa (p < 0.05) se representa cuando el valor de la barras del histograma es
positivo.

Por ejemplo, para los valores de CIC, existen diferencias significativas entre las aso-
ciaciones AH-TP, BH-TP, CS-LR, CS-TP, FS-LR, FS-TP, LR-PD, LR-RC, PD-
TP, RC-TP, LR-UM, PDTT, PD-UM y TP-UM, y no existen diferencias significa-
tivas para cualesquiera otras comparaciones que se realicen. Los cédigos empleados
para las comparaciones se indican en la Tabla 11.

Nom.Asociacion MNom.Asociacion Comparacion Nom.Asociacion Nom.Asociacion Comparacion

AH BH 1 LR PD 23
AH cs 2 LR RC 24
AH FS 3 LR TP 25
AH LR 4 PD RC 26
AH PD 5 PD TP 27
AH RC 6 RC TP 28
AH TP 7 AH TT 29
BH cs 8 AH UM 30
BH FS 9 BH TT 3
BH LR 10 BH UM 32
BH PD 11 cs TT 33
BH RC 12 cs UM 34
BH TP 13 FS TT 35
cs FS 14 FS UM 36
cs LR 13 TT UM 37
cs PD 16 LR TT 38
cs RC 17 LR UM 39
cs TP 18 PD TT 40
FS LR 19 PD UM 1
FS PD 20 RC TT 42
FS RC 21 RC UM 43
FS TP 22 TP TT 44

TP UM 45

Tabla 11. Cédigos empleados para representar las comparaciones entre asociaciones en el

andlisis de la varianza robusto (Figuras 8 a 12).
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Figura 8. Anilisis de la varianza para los pardmetros CIC, carbonatos y P.
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Figura 10. Andlisis de la varianza para los parametros pH, K y pF 1/3.
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Figura 12. Anilisis de la varianza para los pardmetros textura de limo, tamiz y salinidad.
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0.6. Componentes principales

El andlisis de componentes principales nos permite obtener combinaciones lineales
entre variables incorreladas entre si. La influencia que tiene cada variable en una
determinada componente principal es proporcional a la magnitud de su coeficiente
asociado, por lo que la seleccién de las variables con los mayores componentes puede
ser representativa de alguna caracteristica comin subyacente a ambas, en nuestro ca-
so desde un punto de vista biolégico. Ademas otra de las aplicaciones que se pueden
realizar con los componentes principales es la determinacion de los grupos de datos
homogéneos (tipo cluster).

Con el fin de obtener la maxima informacién posible, hemos realizado una repre-
sentacion gréfica en 3D (Figuras 14 a 16) en la que se indican, para cada variable
el peso en los tres primeros componentes principales (los que reinen una mayor
variabilidad; las coordenadas en x, y, z) y las variables con un mayor coeficiente en
cada componente principal hasta incluir, al menos, el 70 % de variabilidad (se indi-
can en color hasta 5 componentes distintos: 1 rojo; 2 verde; 3 azul; 4 naranja; 5 rosa;
el coeficiente de mayor valor de cada componente se indica en negrita) Asi pues, po-
dremos tratar de inferir las caracteristicas comunes entre grupos de variables tanto
por su localizacion en lugares proximos del espacio 3D como por coincidencia en
componente (color)

Figura 13. Aceitunas.
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0.7. Redes probabilisticas bayesianas

Las redes bayesianas son una aproximacion probabilistica que representan un con-
junto de incertidumbres relacionadas. Se basan en la Teorfa de la Probabilidad (teo-
rema de Bayes) y en la Teoria de Grafos para representar modelos de la realidad. Las
redes bayesianas se han utilizado, entre otras, para tratar la incertidumbre que ca-
racteriza las fluctuaciones de los mercados financieros, en la toma de decisiones que
implica el diagnéstico médico o en el estudio de ecosistemas naturales; sin embargo,
y para nuestro conocimiento, no han sido ampliamente utilizadas en la disciplina de
la Biologia Vegetal, y mucho menos en el analisis de las relaciones planta-suelo.

Las redes bayesianas tienen una dimensién cualitativa y otra cuantitativa. En su as-
pecto cualitativo, las redes bayesianas pueden entenderse como una representaciéon
grafica (un grafo o red) de un conjunto de relaciones de dependencia entre variables;
el tipo de redes que se consiguen se denominan grafos dirigidos aciclicos, donde cada
nodo representa a una variable y los arcos indican la relaciéon existente entre los
nodos. La ventaja de este tipo de representacion de un modelo es que permite la co-
dificacién de relaciones de dependencia e independencia condicional entre variables,
lo que facilita la interpretacion y los calculos sobre el modelo. El abordaje cuantita-
tivo se basa en que la incertidumbre asociada a cada variable de una red bayesiana
es tratada bajo la Teoria de la Probabilidad. Asi, cada variable de un modelo tiene
un numero limitado de posibles estados (o niveles) y cada uno de ellos lleva asociado
un valor, una probabilidad para la ocurrencia de ese estado. Estas probabilidades
son susceptibles de modificacién cuando tenemos alguna evidencia previa sobre al-
guna de las variables del modelo. En ese caso, cuando conocemos el valor que toma
una determinada variable del modelo, esa informacion se propaga por la red y se
recalculan los valores asociados a otras variables utilizando como operador basico el
teorema de Bayes; esto es lo que se denomina propagacion de la evidencia. Gracias a
los principios de dependencia e independencia condicional codificados por la estruc-
tura grafica y a los algoritmos desarrollados para operar sobre ellos, los calculos son
realizados en un corto periodo de tiempo frente a lo que cabria esperar si tuviésemos
que manejar todo el conjunto de variables que componen el modelo. En nuestro caso
podriamos realizar los graficos dirigidos aciclicos y las tablas de probabilidades para
todas las especies caracteristicas de cada asociacién. A continuacién veremos solo
un ejemplo.

Para el caso de Filago lutescens, antes de realizar la propagacion de la evidencia
se observa que, de modo general, la mayoria de los parametros edaficos son de am-
plio rango y que esta especie también puede encontrarse con diferente indice de
abundancia/dominancia; sin embargo, cuando se establece la evidencia previa de
que la especie se encuentra con el mayor indice de abundancia (9 en este caso), la
propagaciéon de la misma da como resultado una distribucién caracteristica y aco-
tada para muchos de los atributos del suelo, lo que nos permite detectar que esta
especie se encuentra en mayor abundancia en suelos de composicién muy concreta
y caracteristica.
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Figura 17.

Red bayesiana y propagacién de la evidencia para Filago lutescens en la asociacién
Anacyclo radiati-Hordeetum leporini.
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