
MODELOS MATEMÁTICOS BASADOS

EN ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelos de captura de peces

Representaremos por y(t) a la población de peces en el instante t, con
el tiempo en años. Sabemos que su derivada y′(t) = dy(t)/dt representa a la tasa
de variación neta de la población, que consideraremos expresada en toneladas de
pescado por año. El objetivo de esta sección es analizar el modelo propuesto en [4]
haciendo uso de una metodoloǵıa diferente como es la Dinámica de Sistemas.

Modelo con sobrepoblación y captura. En este caso, y en cada mo-
mento, la tasa de variación de la población de peces dependerá de los nacimientos,
de las muertes y de los peces capturados. Es decir,

y′(t) =
dy(t)

dt
= tasa de nacimiento− tasa de muerte− tasa de captura . (1)

También pod́ıamos haber introducido en la expresión anterior las tasas de emigración
e inmigración pero al no modificar básicamente al modelo, supondremos que se
anulan mutuamente. Después de un trabajo de campo se ha podido determinar que
la cantidad de peces que nacen y mueren es proporcional al tamaño de la población.
En este caso, a y(t) con a > 0 representará a la tasa de nacimiento en un instante
cualquiera t, mientras que (b+cy(t))y(t) con b > 0, c > 0, será la tasa de mortalidad
en el momento t. Observemos que a la tasa de mortalidad se ha añadido al término
by(t) el cy2(t) que representa al efecto de sobrepoblación. Ahora la ecuación (1)

1



adopta la forma,

y′(t) = a y(t) − (b + cy(t))y(t) , a > 0, b > 0, c > 0 , (2)

Si H representa a la tasa de captura, medida en toneladas/año, podemos introducir
este efecto en la expresión (2) y se transformará en,

y′(t) = a y(t) − (b + cy(t))y(t) − H , a > 0, b > 0, c > 0 , H > 0, (3)

Supongamos el siguiente modelo para una población de peces de un lago con sobre-
población,

y′(t) = y(t)− 1/12y2(t)

y con una tasa de pesca moderada H = 5/3. Simularemos el modelo para diferentes
valores iniciales y analizaremos los resultados.

Figura 1.19 Diagrama causal de y′ = y − 1
12y2(t)− 5

3 .

En la Figura 1.20 (izquierda) aparece el resultado de la simulación donde se de-
tectan dos puntos de equilibrio y(t) = 2, y(t) = 10, siendo el primero una fuente y
el segundo un sumidero, es decir, un punto de equilibrio estable. Además, se obser-
va que si el valor inicial y(0) se encuentra por debajo de 2 toneladas, entonces la
población desaparece rápidamente. En concreto si y(0) = 1 toneladas, poco después
de los cuatro años los peces del lago habrán desaparecidos. En resumen, el modelo
nos indica que una captura moderada de peces no parece muy dañina siempre y
cuando el número inicial de peces sea lo suficientemente alto. Sin embargo, esta tasa
de captura moderada podŕıa causar la extinción de los peces si el nivel de población
inicial es bajo.
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Figura 1.20. Resultado simulación y campo de direcciones.

Podemos modificar ligeramente el modelo en el sentido de que no existiera res-
tricciones para los pescadores y por lo tanto la tasa de captura fuese más alta, por
ejemplo:

y′(t) = y(t)− 1

12
y2(t)− 4 , y(0) = y0 .

Ahora, sea cual sea el número inicial de peces, la población siempre se extinguirá.

Modelo con sobrepoblación, captura y prohibición. Es evidente
que este última tasa de captura no puede ser permitida, por este motivo, es frecuente
que se proh́ıba la pesca durante un determinado periodo de tiempo. Para tener en
cuenta esta circunstancia la tasa de captura suele ser una cierta función de salto.

Supongamos que después de cinco años de pesca a una tasa de 4 toneladas por año
se proh́ıbe la pesca durante otros cinco años. La tasa de captura estará representada
por la función,

H(t) =

{
4 si 0 ≤ t < 5
0 si 5 ≤ t < 10

y el problema de valores iniciales que representa al modelo será,

y′(t) = y(t)− 1

12
y2(t)−H(t) , y(0) = y0 , 0 ≤ t ≤ 10 . (4)

El problema (4) tiene una única solución y(t) para todo valor de y0 aunque su
expresión impĺıcia es molesta de encontrar. Por este motivo, tenemos que recurrir
a encontrar una solución aproximada haciendo uso de técnicas numéricas o utilizar
algún software de simulación.

En la Figura 1.21 aparece el diagrama causal del modelo (4). Como puede apreciarse
la única variación respecto al primer modelo estudiado corresponde al flujo de salida
de la captura, siendo su editor de ecuaciones la Figura 1.22.
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Figura 1.21. Diagrama causal de y′ = y − 1
12y2 −H(t).

Después de la simulación, la gráfica correspondiente a la población de peces para
distintos valores iniciales puede verse en la Figura 1.23. Los peces no desaparecen
siempre y cuando la población inicial y0 sea suficientemente grande, tendiendo la
población a la cantidad constante de 12 toneladas.

Figura 1.22. Editor de ecuaciones del flujo CAPTURA.

Observemos como la curva solución y(t) tiene un punto anguloso en t = 5, y por
lo tanto a pesar de ser una función continua no es derivables. Este hecho está rela-
cionado, como sabemos, con el concepto de derivada. La tasa de captura H(t) no es
continua en el punto t = 5.

Figura 1.23. Resultado simulación.
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Captura y reabastecimiento periódicos. El reabastecimiento de la
población de peces con R toneladas anuales da lugar al problema de valor inicial,

y′(t) = my(t)− n y2(t) + R , m > 0, n > 0, R > 0 , y(0) = y0 .

La incorporación de peces puede ser constante (como en el modelo anterior), o bien
una función periódica, tal y como se indica en el siguiente ejemplo.

Consideremos el problema de valor inicial

y′(t) = y(t)− y2(t) + 0,3 sen(2πt) , y(0) = y0 . (5)

Figura 1.24. Diagrama causal de y′ = y − y2 + 0,3 sen(2πt).

donde el aspecto más interesante corresponde al flujo de reabastecimiento,

Figura 1.25. Editor de ecuaciones el flujo REABASTECIMIENTO.

Al simular el modelo observamos que, a largo plazo, la población de peces tiende
hacia una función periódica. Es decir, los peces no desaparecen y su número oscila-
ran entre los valores 0.95 toneladas y 1.05 toneladas.

5



Figura 1.26. Resultado simulación para cuatro valores iniciales.

Finalmente, modificaremos el problema (4) introduciendo los términos correspondi-
entes a la captura y reabastecimiento periódicos.

y′(t) = y(t)− y2(t) + 0,3 sen(2πt)− 0,25 , y(0) = y0 .

Figura 1.27 Resultado simulación y campo de direcciones.

Captura intensa, captura moderada. Hemos visto en modelos anteri-
ores que cuando el número inicial de peces es bajo no puede mantenerse por mu-
cho tiempo una tasa de captura alta y fija porque se exterminaŕıa la población
¿Qué sucederá cuando tras un periodo de captura intensa sigue otro de captura
moderada? Supongamos el problema de valor inicial,

y′(t) = y(t)− 1

12
y2(t)−H(t) , y(0) = y0 , (6)

donde

H(t) =

{
4 si 0 ≤ t < 5
5/3 si 5 ≤ t ≤ 10 .

Para trazar las curvas solución con distintos valores de y0, construimos un diagrama
causal idéntico al de la Figura 1.21, teniendo en cuenta de modificar, en el editor de
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ecuaciones, el flujo de captura. El resultado de las distintas simulaciones aparece en
la Figura 1.28.

Figura 1.28. Resultado simulación con diferentes valores iniciales.

Como puede apreciarse, el resultado obtenido es muy parecido al obtenido en la
Figura 1.23, y en consecuencia siguen siendo cierto los comentarios que realizamos
en su momento.

Captura estacional. En ocasiones el tipo de captura que se realiza es del
tipo estacional, es decir, se extraen peces durante los primeros meses del año, pro-
hibiéndose la pesca en el resto de los meses. La ecuación diferencial que modeliza a
la situación planteada es y′(t) = my(t) − ny2(t) − H(t), donde H(t) tiene el valor
H0 durante la estación de captura y 0 en la estación inactiva. .

Supongamos que m = 1, n = 1/12, H0 = 4, y además que la captura se realiza
durante los ocho primeros meses del año.

La única diferencia con respecto al primer ejemplo es que ahora la función de cap-
tura será H(t) = 4oc(t, 8/12, 1), es decir, una onda cuadrada de valor 4 en los ocho
primeros meses y 0 en el resto, con amplitud de 1 año.

El editor de ecuaciones para el flujo captura se ha representado en la Figura 1.29.

Figura 1.29. Editor de ecuaciones.

A continuación procedemos a ejecutar el programa para diferentes valores iniciales
de la población de peces y0. En la Figura 1.30 podemos ver el resultado de las
diferentes simulaciones, correspondientes al nivel de peces.

7



Figura 1.30. Resultado simulación.
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[28] ORTEGA H. Un modelo loǵıstico para el crecimiento tumoral en presencia de
células asesinas. Revista Mexicana de Ingenieŕıa Biomédica, volumen XX, n0 3,
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