MODELOS MATEMATICOS BASADOS
EN ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelo logistico

o Generalmente, durante los primeros momentos la poblacién de células can-
cerosas crece exponencialmente segun el modelo de Malthus, pero a medida que
transcurre el tiempo se observa que el ritmo de crecimiento desciende e incluso en
algunos casos la poblaciéon tiende a estabilizarse. Esto es debido fundamentalmente
a problemas de espacio y a la falta de nutrientes. Para que el modelo exponencial
se adapte a esta nueva situacién sera necesario introducir en el segundo miembro
de la ecuacién una funcién f(y(t)) cuya misién es disminuir el ritmo de crecimiento
(y'(t)). Es decir, podemos simplificar el modelo exponencial

(1) = ay(t) = Byt) = (a =B yt) =ry(t),

siendo r la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién por célula, e introducir la
funcién de saturacion f(y(t))

L9

y'(t) =ry(t)fly(t)).

Si suponemos que la poblacién de células se estabiliza, por ejemplo, en el valor K,
entonces una de las funciones mas elementales que podemos utilizar sera la recta,

F0) =1 2 9(0),
y en este caso
v =ruo (142



Si y(t) = K, el ritmo de crecimiento se detiene (y'(f) = 0) y a partir de este
momento la poblacién permanece constante (Figura 1.5). De hecho este valor K es
la capacidad de carga del sistema. Al problema de valor inicial

Yyt
v =ruo (1-22) 0 =, 0
se le conoce con el nombre de modelo logistico, y su solucién viene dada por
K K
t)=——, A=—-—1.
y(t) 1+ Aert’ Yo

Para analizar el comportamiento de (1), modificaremos el modelo exponencial de la
Figura 1.3 y simularemos el caso particular,

: y(t)
t)=02y() (1 - —= 0)=2. 2
v =o2u) (1- 2} o) )
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Figura 1.5. Campo de direcciones y érbitas de (2).

Su diagrama causal puede verse en la Figura 1.6 y sus ecuaciones son,

NUMERO DE CELULAS = INTEG(NACIMIENTOS — MUERTES, 2)

TASA NACIMIENTOS = 0,2

NACIMIENTOS = NUMERQO DE CELULAS * TASA NACIMIENTOS

CAPACIDAD DE CARGA = 1000

EFECTO DE SATURACION = NUMERO DE CELULAS/CAPACIDAD DE CARGA
TASA DE MUERTES = 0,2 * EFECTO DE SATURACION

MUERTES = NUMERO DE CELULAS x TASA DE MUERTES




Destaquemos como variable mas interesante en la construccién del modelo la de-
nominada efecto de saturacién obtenida como cociente entre el nivel nimero
de células y la variable capacidad de carga. También es conveniente resaltar la
variable saldo neto obtenida como diferencia del flujo de entrada nacimientos y
el de salida muertes.

Una vez realizada la simulacién el resultado obtenido queda reflejado en la Figura
1.7. Notemos como la grafica que nos proporciona el nimero de células cancerosas
en cada momento t tiene la tipica forma de S, y como el ritmo de crecimiento tiene
un maximo cuando se ha alcanzado la mitad de la capacidad de carga (500), apro-
ximadamente cuando han transcurrido 32 minutos desde que el tumor ha empezado

a crecer.
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Figura 1.6. Diagrama causal de y'(t) = 0,2y(t)(1 — fo(é)o)'

Observemos también que este mismo hecho es més evidente si nos fijamos en la
grafica correspondiente a la variable saldo neto, definida como diferencia de los
flujos nacimientos y muertes.
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Figura 1.7. Saldo neto y ntiimero de células tumorales y(t).



Si en nuestro modelo un reducido nimero de células por unidad de tiempo emigran
fueran del tumor, podemos modificar ligeramente el diagrama causal de la Figura
1.6 introduciendo un nuevo flujo de salida que tenga en cuenta esta circunstancia.
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Figura 1.8. Modelo logistico con emigracién de células

Por ejemplo, si a partir del minuto 20 un total de 15 células por minuto emi-
gran del tumor, entonces la ecuacién que define al flujo de salida muertes sera de
15%xSTEP(1,20), es decir una funciéon que vale cero cuando 0 < t < 20 y 15 para
t > 20.
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Figura 1.9. Modelo logistico con emigracién de células

Observemos que se produce cierta irregularidad en el minuto 20, sin embargo la
poblacién rapidamente se recupera hasta alcanzar la capacidad de carga K.

Modelo logistico modificado. En ocasiones al analizar el crecimiento de
una poblacién se observa que ésta no evoluciona en el sentido de alcanzar la capaci-
dad de carga del sistema (K), sino que por el contrario la poblacién desaparece. Este
hecho suele estar relacionado con el nimero inicial de células, ya que si éste niimero
se encuentra por debajo de cierto nivel minimo, entonces la poblacion se extingue.



A este efecto suele conocerse en Biologia con el nombre de efecto Allen.

Si M < K es el numero de células a partir del cual la poblacién empieza a cre-
cer, entonces podemos modificar el modelo (1) para que tenga en cuenta el efecto

anterior, introduciendo en la tasa de cambio y'(t) el factor (% —1). Es decir,

v =ruo (1-42) (47 1) v0 =, ®)

Es facil comprobar que este modelo tiene dos puntos de equilibrio no nulos que se
corresponden con el minimo viable y(t) = M , y la capacidad de carga y(t) = K,
siendo el primero de ellos asintéticamente inestable (fuente) y el segundo estable
(sumidero), tal y como se aprecia en el campo de direcciones de la Figura 1.11
(derecha).
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Figura 1.10. Diagrama causal del modelo logistico con efecto Allen.

Para facilitar la construccion del diagrama causal, es conveniente reescribir la ecuacion
del modelo de la siguiente manera

v(t) = (37 + ) v = ry(t) = =o' (0)

En la expresién anterior hay un término positivo que corresponde al flujo de entrada
del diagrama causal de la Figura 1.10, y dos términos negativos que generan los dos
flujos de salida. En el diagrama aparecen la variable tasa entrada identificada
con el valor (r/M + r/K) y la variable tasa salida 1 que representa a la cons-
tante /M K. En la Figura 1.11 se han representado las gréficas correspondientes al



nimero de células para tres simulaciones diferentes, concretamente para los valores
iniciales yo = 150, yo = 105, yo = 95. Si el valor valor inicial se encuentra por encima
del minimo viable M = 100 entonces la poblacién evoluciona hacia su capacidad de
carga K = 1000, mientras que si el valor inicial es menor que M = 100, entonces la
poblacién desaparece.
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Figura 1.11. Simulaciones y campo de direcciones con K = 1000, M = 100, r = 0,10.
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