
MODELOS MATEMÁTICOS BASADOS

EN ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelo loǵıstico

Generalmente, durante los primeros momentos la población de células can-
cerosas crece exponencialmente según el modelo de Malthus, pero a medida que
transcurre el tiempo se observa que el ritmo de crecimiento desciende e incluso en
algunos casos la población tiende a estabilizarse. Esto es debido fundamentalmente
a problemas de espacio y a la falta de nutrientes. Para que el modelo exponencial
se adapte a esta nueva situación será necesario introducir en el segundo miembro
de la ecuación una función f(y(t)) cuya misión es disminuir el ritmo de crecimiento
(y ′(t)). Es decir, podemos simplificar el modelo exponencial

y′(t) = α y(t)− β y(t) = (α− β) y(t) = r y(t) ,

siendo r la tasa intŕınseca de crecimiento de la población por célula, e introducir la
función de saturación f(y(t))

y′(t) = r y(t)f(y(t)) .

Si suponemos que la población de células se estabiliza, por ejemplo, en el valor K,
entonces una de las funciones más elementales que podemos utilizar será la recta,

f(y(t)) = 1− 1

K
y(t) ,

y en este caso

y′(t) = r y(t)

(
1− y(t)

K

)
.
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Si y(t) = K, el ritmo de crecimiento se detiene (y ′(t) = 0) y a partir de este
momento la población permanece constante (Figura 1.5). De hecho este valor K es
la capacidad de carga del sistema. Al problema de valor inicial

y′(t) = r y(t)

(
1− y(t)

K

)
, y(0) = y0 , (1)

se le conoce con el nombre de modelo loǵıstico, y su solución viene dada por

y(t) =
K

1 + Ae−r t
, A =

K

y0

− 1 .

Para analizar el comportamiento de (1), modificaremos el modelo exponencial de la
Figura 1.3 y simularemos el caso particular,

y′(t) = 0,2 y(t)

(
1− y(t)

1000

)
, y(0) = 2 . (2)

Figura 1.5. Campo de direcciones y órbitas de (2).

Su diagrama causal puede verse en la Figura 1.6 y sus ecuaciones son,

NUMERO DE CELULAS = INTEG(NACIMIENTOS− MUERTES, 2)
TASA NACIMIENTOS = 0,2
NACIMIENTOS = NUMERO DE CELULAS ∗ TASA NACIMIENTOS

CAPACIDAD DE CARGA = 1000

EFECTO DE SATURACION = NUMERO DE CELULAS/CAPACIDAD DE CARGA

TASA DE MUERTES = 0,2 ∗ EFECTO DE SATURACION

MUERTES = NUMERO DE CELULAS ∗ TASA DE MUERTES
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Destaquemos como variable más interesante en la construcción del modelo la de-
nominada efecto de saturación obtenida como cociente entre el nivel número
de células y la variable capacidad de carga. También es conveniente resaltar la
variable saldo neto obtenida como diferencia del flujo de entrada nacimientos y
el de salida muertes.

Una vez realizada la simulación el resultado obtenido queda reflejado en la Figura
1.7. Notemos como la gráfica que nos proporciona el número de células cancerosas
en cada momento t tiene la t́ıpica forma de S, y como el ritmo de crecimiento tiene
un máximo cuando se ha alcanzado la mitad de la capacidad de carga (500), apro-
ximadamente cuando han transcurrido 32 minutos desde que el tumor ha empezado
a crecer.

Figura 1.6. Diagrama causal de y′(t) = 0,2 y(t)(1− y(t)
1000 ).

Observemos también que este mismo hecho es más evidente si nos fijamos en la
gráfica correspondiente a la variable saldo neto, definida como diferencia de los
flujos nacimientos y muertes.

Figura 1.7. Saldo neto y número de células tumorales y(t).
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Si en nuestro modelo un reducido número de células por unidad de tiempo emigran
fueran del tumor, podemos modificar ligeramente el diagrama causal de la Figura
1.6 introduciendo un nuevo flujo de salida que tenga en cuenta esta circunstancia.

Figura 1.8. Modelo loǵıstico con emigración de células

Por ejemplo, si a partir del minuto 20 un total de 15 células por minuto emi-
gran del tumor, entonces la ecuación que define al flujo de salida muertes será de
15*STEP(1,20), es decir una función que vale cero cuando 0 ≤ t ≤ 20 y 15 para
t > 20.

Figura 1.9. Modelo loǵıstico con emigración de células

Observemos que se produce cierta irregularidad en el minuto 20, sin embargo la
población rápidamente se recupera hasta alcanzar la capacidad de carga K.

Modelo loǵıstico modificado. En ocasiones al analizar el crecimiento de
una población se observa que ésta no evoluciona en el sentido de alcanzar la capaci-
dad de carga del sistema (K), sino que por el contrario la población desaparece. Este
hecho suele estar relacionado con el número inicial de células, ya que si éste número
se encuentra por debajo de cierto nivel mı́nimo, entonces la población se extingue.
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A este efecto suele conocerse en Bioloǵıa con el nombre de efecto Allen.

Si M < K es el número de células a partir del cual la población empieza a cre-
cer, entonces podemos modificar el modelo (1) para que tenga en cuenta el efecto

anterior, introduciendo en la tasa de cambio y ′(t) el factor (y(t)
M
− 1). Es decir,

y ′(t) = r y(t)

(
1− y(t)

K

)(
y(t)

M
− 1

)
, y(0) = y0 , (3)

Es fácil comprobar que este modelo tiene dos puntos de equilibrio no nulos que se
corresponden con el mı́nimo viable y(t) = M , y la capacidad de carga y(t) = K,
siendo el primero de ellos asintóticamente inestable (fuente) y el segundo estable
(sumidero), tal y como se aprecia en el campo de direcciones de la Figura 1.11
(derecha).

Figura 1.10. Diagrama causal del modelo loǵıstico con efecto Allen.

Para facilitar la construcción del diagrama causal, es conveniente reescribir la ecuación
del modelo de la siguiente manera

y′(t) =
( r

M
+

r

K

)
y2(t)− ry(t)− r

KM
y3(t)

En la expresión anterior hay un término positivo que corresponde al flujo de entrada
del diagrama causal de la Figura 1.10, y dos términos negativos que generan los dos
flujos de salida. En el diagrama aparecen la variable tasa entrada identificada
con el valor (r/M + r/K) y la variable tasa salida 1 que representa a la cons-
tante r/MK. En la Figura 1.11 se han representado las gráficas correspondientes al
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número de células para tres simulaciones diferentes, concretamente para los valores
iniciales y0 = 150, y0 = 105, y0 = 95. Si el valor valor inicial se encuentra por encima
del mı́nimo viable M = 100 entonces la población evoluciona hacia su capacidad de
carga K = 1000, mientras que si el valor inicial es menor que M = 100, entonces la
población desaparece.

Figura 1.11. Simulaciones y campo de direcciones con K = 1000, M = 100, r = 0,10 .
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temas, Barcelona, (2003).

[25] NOWAK M.A.; MAY R.M. Virus Dynamics, Oxford University Press, New
York 16-26, (2000).

[26] MARUSIC M., BAJZER Z., FREYER J.P.; VUC-PAVLOVIC, S. Anal-
ysis of growth of multicellular tumour spheroids by mathematical models. Cell,
Prolif., 27, 73-94, (1994).

8



[27] NAVAS J.; QUESADA J.M.; GOÑI J.; VÉLEZ DE MENDIZÁBAL
N.; VILLOSLADA P.; ESTEBAN F.J. Glioma-Immune evasion: a system
dynamics approach. procedings of the II International Conference on Computa-
tional Bioengineering, 699-710, Rodrigues et al. (Eds.), IST Press, ISBN: 972-
8469-37-3, (2005).
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