MODELOS MATEMATICOS EN BIOLOGIA
ANIMAL, BIOLOGIA VEGETAL Y ECOLOGIA

Modelo presa-depredador!

X

‘2‘3? Es conocido también con el nombre de sus creadores Lotka-Volterra (1926).
Las hipdtesis en el que estd basado, para una poblacién y(t) de células tumorales
(presas) y una poblacién z(t) de células inmunes (depredadoras), son las siguientes:

» En ausencia de células inmunes, la poblacién de células tumorales y(t) cre-
cerd exponencialmente, y'(t) = cy(t). En el momento en que intervienen las
células inmunes, el namero de células tumorales eliminadas por unidad de tiem-
po serd proporcional al nimero de contactos célula inmune - célula tumoral.
Es decir, la evolucién de las células tumorales se modeliza por la ecuacién
diferencial y'(t) = cy(t) — dy(t)z(t) con ¢ > 0,d > 0.

» Simultdneamente, las células inmunes estaran muriendo a una razén ax(t) con
a > 0,y asu vez estas células se multiplicaran a una tasa bx(t)y(t), b > 0. Por
tanto, z'(t) = —ax(t) + bz (t)y(t).

El problema de valores iniciales

z'(t) = —az(t) + bx(t)y(t), =x(0) = o,

y'(t) = cy(t) —dy(t)z(t), y(0) =wo

!Basado en [24]



se le conoce con el nombre de modelo presa-depredador, y describe relativamente
bien el comportamiento de las células tumorales e inmunes si consideramos que el
sistema esta aislado.

El diagrama causal o de Forrester posee dos niveles correspondientes a cada una de
las poblaciones de células, y(t) tumorales, y z(t) inmunes, cada uno de los cuales se
modifica debido a un flujo de entrada (tasa de nacimientos) y un flujo de salida
(tasa de muertes). Ademds, el nimero de células inmunes influye en la variable
fraccién de muertes de células tumorales, y al mismo tiempo debemos tener
en cuenta el nimero de células tumorales al definir las ecuaciones de la variable
fraccién de nacimientos de células inumnes.
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Figura 2.7. Diagrama causal del modelo presa - depredador

NUMERO DE CELULAS TUMORALES = INTEG(Tasa nacimientos celulas
tumorales — Tasa muertes celulas tumorales, 10)

Tasa nacimientos celulas tumorales = Fraccion nacimientos celulas
tumorales * NUMERO DE CELULAS TUMORALES

Tasa muertes celulas tumorales = Fraccion muertes celulas
tumorales * NUMERO DE CELULAS TUMORALES

Fraccion nacimienos celulas tumorales = 1,2

Fraccion muertes celulas tumorales = Celula tumoral eliminada por
celula inmune * NUMERO DE CELULAS INMUNES

Celula tumoral eliminada por celula inmune = 0,08

NUMERO DE CELULAS INMUNES = INTEG(Tasa nacimientos celulas



inmunes — Tasa muertes celulas inmunes, 15)

Tasa nacimientos celulas inmunes = Fraccion nacimientos celulas
inmunes * NUMERO DE CELULAS INMUNES

Tasa muertes celulas inmunes = Fraccion muertes celulas
inmunes * NUMERO DE CELULAS INMUNES

Fraccion nacimienos celulas inmunes = Celula inmune nacida por
celula tumoral * NUMERO DE CELULAS TUMORALES

Celula inmune nacida por celula tumoral = 0,2

Fraccion muertes celulas inmunes = 0,5

La simulacién se ha realizado con los parametros a = 0,5, b= 0,2, ¢ = 1,2, d = 0,08,
y los valores iniciales z(0) = 10, y(0) = 15 y el resultado obtenido puede verse
en la Figura 2.8. Las poblaciones tienen un comportamiento ciclico repitiéndose el
numero de células aproximadamente cada 10 unidades de tiempo. En el plano fase
de la Figura 2.8 (izquierda) se comprueba como las curvas solucién son cerradas y
giran en torno a uno de los dos puntos de equilibrio (15,2,5), naturalmente si modi-
ficamos los valores iniciales de las poblaciones se obtiene otra curva solucién cerrada
que sigue girando en torno al mismo punto de equilibrio.
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Figura 2.8. Resultados: Modelo presa - depredador

La flexibilidad del método de andlisis que estamos utilizando se pone de manifiesto
cuando deseamos introducir un nuevo factor en el modelo. Por ejemplo, supongamos
que entre la unidad de tiempo 10 y 17 suministramos al paciente una medicina que
elimina el 25 % de las células tumorales por unidad de tiempo y que a su vez, debido a
los efectos secundarios, destruye el 15 % de células tumorales por unidad de tiempo,
entonces es posible modificar el diagrama causal para que tenga en cuenta estos
factores. En primer lugar, introducimos la variable < Time > en el diagrama y
la conectamos con los flujos de salida Tasa muertes células tumorales y Tasa
muertes células inmunes, a continuacién modificamos las ecuaciones de los flujos,
tal y como se muestra en la Figura 2.9.



Editing equation for - Tasa muertes células tumorales
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Figura 2.9. Editor de ecuaciones del flujo Tasa muertes células tumorales

Una vez realizada la simulacién comprobamos que las poblaciones vuelven a tener un
comportamiento ciclico. Sin embargo, en promedio el ntimero de células tumorales
y células inmunes ha aumentado.
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Figura 2.10. Resultados: Modelo presa - depredador modificado
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