
MODELOS MATEMÁTICOS EN BIOLOGÍA

ANIMAL, BIOLOGÍA VEGETAL Y ECOLOGÍA

Evolución de una cohorte de lince ibérico

Una tabla de vida es una tabla estad́ıstica, donde se recogen el número
de individuos en cada una de las edades, sus probabilidades de supervivencia y sus
tasas de fecundidad. La notación que usaremos será la siguiente: utilizaremos x
para referirnos a la edad de un individuo, generalmente en años (aunque la unidad
puede cambiarse). Un individuo está en la edad 0 si se encuentra entre 0 y 12
meses. Usaremos la constante k para referirnos a la edad final de la tabla de vida,
que será aquella en la que han muertos todos los individuos. De forma equivalente,
podemos designar también la edad de un individuo por su clase de edad. Decir que
se encuentra en la clase x es tanto como decir que su edad se encuentra entre x− 1
y x. Por lo tanto, si el rango de las edades de la población va de 0 a k, el rango de
las clases de edades va de 1 hasta k.

Para la elaboración del modelo estamos suponiendo que el número de hembras y
machos son iguales y que estudiamos la evolución de una población de hembras.

Definimos la fertilidad como el número medio de hembras que han nacido al finalizar
la primavera de una hembra con una edad x determinada, y la representaremos por
b(x). Por ejemplo b(3) = 4 significa que una hembra de 3 años tiene por término
medio, al finalizar la primavera, 4 hembras recién nacidas. La fertilidad será por tanto
un número positivo, que al expresar valores medios puede ser cero (el individuo de
edad x no es fértil), o bien un número decimal.
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Ahora bien, además de la fertilidad para conocer la forma en que crecerá la población
es necesario también disponer de la tasa de supervivencia para las diferentes edades,
l(x), que se define como la probabilidad de que un individuo sobreviva desde el
nacimiento hasta comienzos de la edad x. La representación gráfica de l(x) en función
de x nos da una gráfica que se conoce con el nombre de curva de supervivencia, siendo
usual utilizar la escala logaŕıtmica para este tipo de representaciones.

Se ha realizado un estudio en la Sierra de Andújar siguiendo la evolución de una
cohorte de linces ibéricos a lo largo del tiempo, desde el nacimiento hasta la muerte
de cada individuo. La Tabla 3.2 nos da la supervivencia l(x) y la fecundidad b(x),

x l(x) b(x) l(x)b(x) l(x)b(x)x

0 1.0 0 0 0
1 0.5 0 0 0
2 0.35 2 0.7 1.4
3 0.25 4 1 3
4 0.12 4 0.48 1.92
5 0 0 0 0

Σ - - 2.18 6.32

Tabla 3.2.

Para poder estimar el valor r en el modelo exponencial P (t) = P (0)ert a partir de
l(x) y b(x) es necesario encontrar, en primer lugar, otros dos números como son
la tasa neta de reproducción R0 y el tiempo de generación G. El primero de ellos,
se define como el número de individuos que por término medio tiene una hembra
durante toda su vida. Es decir,

R0 = l(0)b(0) + l(1)b(1) + · · ·+ l(5)b(5) =
5∑

x=0

l(x)b(x) = 2,18 ,

al ser R0 = 2,18 > 1 la población crecerá exponencialmente.

En 1977 Caughley definió el tiempo de generación como la edad media de los hijos de
todos los individuos producidos por la población. Se calcula de la manera siguiente:

G =

k∑
x=0

l(x)b(x)x

k∑
x=0

l(x)b(x)

=
6,32

2,18
= 2,899 .

Si suponemos que una población crece exponencialmente, entonces para el tiempo
G obtenemos NG = N0e

rG, es decir, NG/N0 = erG. El número NG/N0 es aproxi-
madamente la tasa neta de reproducción R0.

R0 = erG ⇒ r ≈ ln R0

G
=

ln 2,18

2,899
= 0,26825 .
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la población de linces crecerá exponencialmente P (t) = P (0)e0,26825 t tal y como
puede apreciarse en la Figura 3.22.

Figura 3.22. Representación de P (t) = P (0)e0,26825 t.

A continuación estudiamos la evolución de una población dividida en clases
de edades. Conocido el valor de r, como acabamos de ver, podemos predecir el
tamaño total de la población usando las ecuaciones del crecimiento exponencial.
Pero también seŕıa interesante conocer como evoluciona el número de individuos
que hay en cada una de las clases. Supongamos que

~N(t) = (n1(t), n2(t), · · · , nk(t))
T ,

donde ni(t) indica el número de individuos en la clase i para el tiempo t. A partir
de este momento nos referiremos a la clase de edad a la que pertenece el individuo,
en lugar de referirnos a su edad. Por esta razón, la probabilidad de que un individuo
que se encuentra en la clase i sobreviva y pase a la clase i + 1 vendrá dada por

bi =
l(i)

l(i− 1)
.

Definimos la fertilidad de los individuos que se encuentran en la clase i como

ai = b(i)bi .

Teniendo en cuenta estos valores, podemos describir la evolución de la población
divida en 5 clases de edades, de la siguiente manera:





n1(t + 1) = a1n1(t) + a2n2(t) + a3n3(t) + a4n4(t) + a5n5(t)
n2(t + 1) = b1n1(t)
n3(t + 1) = b2n2(t)
n4(t + 1) = b3n3(t)
n5(t + 1) = b4n4(t)

O bien de forma matricial


n1(t + 1)
n2(t + 1)
n3(t + 1)
n4(t + 1)
n5(t + 1)




=




a1 a2 a3 a4 a5

b1 0 0 0 0
0 b2 0 0 0
0 0 b3 0 0
0 0 0 b4 0







n1(t)
n2(t)
n3(t)
n4(t)
n5(t)




⇒ ~N(t + 1) = L ~N(t) .
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La matriz L sabemos que es la matriz de Leslie y tiene como primera fila los valores
de la fertilidad y su subdiagonal principal es siempre la probabilidad de superviven-
cia, el resto de los elementos de la matriz son ceros. Puede probarse que para una
población con tasas de nacimientos y muertes constantes, independientemente de
los valores iniciales, cuando ha transcurrido un “número adecuado”de generaciones
el porcentaje de individuos en cada una de las clases permanece constante, aunque
el tamaño total de la población crece exponencialmente.

En la Tabla 3.3 se calculan los coeficientes de la matriz de Leslie que representa a
la población de hembras de linces ibéricos de la Sierra de Andujar,

x l(x) b(x) bi ai

0 1 0 - -
1 0.5 0 0.5 0
2 0.35 2 0.7 1.4
3 0.25 4 0.7142 2.8568
4 0.12 4 0.48 1.92
5 0 0 0 0

Tabla 3.3

Nuestro modelo matricial vendrá dado por:



n1(t + 1)
n2(t + 1)
n3(t + 1)
n4(t + 1)
n5(t + 1)




=




0 1,4 2,85 1,92 0
0,5 0 0 0 0
0 0,7 0 0 0
0 0 0,7142 0 0
0 0 0 0,48 0







n1(t)
n2(t)
n3(t)
n4(t)
n5(t)




,

Si inicialmente ~N(0) = (56, 10, 8, 6, 0)T , podemos encontrar ~N(1) y ~N(2)

~N(1) =




n1(1)
n2(1)
n3(1)
n4(1)
n5(1)




=




0 1,4 2,85 1,92 0
0,5 0 0 0 0
0 0,7 0 0 0
0 0 0,7142 0 0
0 0 0 0,48 0







56
10
20


 =




130
40
8
6
0




~N(2) =




n1(2)
n2(2)
n3(2)
n4(t)
n5(t)




=




0 1,4 2,85 1,92 0
0,5 0 0 0 0
0 0,7 0 0 0
0 0 0,7142 0 0
0 0 0 0,48 0
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130
40
8
6
0




=




70,17
24,18
19,6
5

2,74




Podemos hacer una proyección de la población teniendo en cuenta los valores y vec-
tores propios de la matriz de Leslie. Como no existen dos valores consecutivos de
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ai, entonces la matriz L posee un valor propio estrictamente dominante. En efecto,
si utilizamos el programa Mathematica, valor propio estrictamente dominante es
λ1 = 1,3174, es decir, a la larga, la población crece a un ritmo aproximado del 32%.

Figura 3.23. Valor propio estrictamente dominante.

La estabilidad en los porcentajes en cada una de las clases viene dada por el vector
propio asociado al valor propio λ1,

~V1 = (0,57792 , 0,21933 , 0,11654 , 0,063187 , 0,023022)

Es decir, a medida que pasa el número de generaciones las proporciones en cada una
de las clases se estabilizarán. En concreto, el 58% de las hembras de lince ibérico
serán jóvenes, el 22% se encontrarán en la segunda clase, el 22% a la tercera, el
12% a la cuarta y el 2% serán hembras adultas.

Para terminar, podemos relacionar la tasa de reproducción r del modelo exponencial
con el valor propio estrictamente dominante En efecto, sabemos que

Tn = T0e
rn = T0e

r(n−1).er = er.Tn−1 .

Por otro lado, se puede probar que Tn ≈ λ1Tn−1. En consecuencia, er ≈ λ1, o bien
r ≈ ln(λ1) = ln(1,3174) = 0,268825.

Figura 3.24. Proporciones por clases.
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