MODELOS MATEMATICOS EN BIOLOGIA
ANIMAL, BIOLOGIA VEGETAL Y ECOLOGIA

Evolucion de una cohorte de lince ibérico

g Una tabla de vida es una tabla estadistica, donde se recogen el nimero
de individuos en cada una de las edades, sus probabilidades de supervivencia y sus
tasas de fecundidad. La notacién que usaremos sera la siguiente: utilizaremos x
para referirnos a la edad de un individuo, generalmente en anos (aunque la unidad
puede cambiarse). Un individuo estd en la edad 0 si se encuentra entre 0 y 12
meses. Usaremos la constante k para referirnos a la edad final de la tabla de vida,
que sera aquella en la que han muertos todos los individuos. De forma equivalente,
podemos designar también la edad de un individuo por su clase de edad. Decir que
se encuentra en la clase x es tanto como decir que su edad se encuentra entre x — 1
y x. Por lo tanto, si el rango de las edades de la poblacion va de 0 a k, el rango de
las clases de edades va de 1 hasta k.

Para la elaboracién del modelo estamos suponiendo que el nimero de hembras y
machos son iguales y que estudiamos la evolucién de una poblacién de hembras.

Definimos la fertilidad como el niimero medio de hembras que han nacido al finalizar
la primavera de una hembra con una edad x determinada, y la representaremos por
b(x). Por ejemplo b(3) = 4 significa que una hembra de 3 anos tiene por término
medio, al finalizar la primavera, 4 hembras recién nacidas. La fertilidad sera por tanto
un numero positivo, que al expresar valores medios puede ser cero (el individuo de
edad z no es fértil), o bien un nimero decimal.



Ahora bien, ademas de la fertilidad para conocer la forma en que crecera la poblacion
es necesario también disponer de la tasa de supervivencia para las diferentes edades,
[(x), que se define como la probabilidad de que un individuo sobreviva desde el
nacimiento hasta comienzos de la edad z. La representacion grafica de {(x) en funcién
de x nos da una grafica que se conoce con el nombre de curva de supervivencia, siendo
usual utilizar la escala logaritmica para este tipo de representaciones.

Se ha realizado un estudio en la Sierra de Andujar siguiendo la evolucion de una
cohorte de linces ibéricos a lo largo del tiempo, desde el nacimiento hasta la muerte
de cada individuo. La Tabla 3.2 nos da la supervivencia [(x) y la fecundidad b(x),

’ X H 1(x) ‘ b(x) H 1(x)b(x) ‘ 1(x)b(x)x ‘

0 1.0 0 0 0

1 0.5 0 0 0

21 0.35 2 0.7 1.4

31| 0.25 4 1 3

4 1 0.12 4 0.48 1.92

5 0 0 0 0
[ -1 - ] 218 | 632 |

Tabla 3.2.

Para poder estimar el valor r en el modelo exponencial P(t) = P(0)e’ a partir de

[(x) y b(x) es necesario encontrar, en primer lugar, otros dos nimeros como son
la tasa neta de reproduccion Ry y el tiempo de generacion G. El primero de ellos,
se define como el nimero de individuos que por término medio tiene una hembra
durante toda su vida. Es decir,

Ry = 1(0)b(0) + L(1)b(1) + - - + I(5)b(5) = > (x)b(x) = 2,18,

al ser Ry = 2,18 > 1 la poblaciéon crecerd exponencialmente.

En 1977 Caughley defini6 el tiempo de generacién como la edad media de los hijos de
todos los individuos producidos por la poblacion. Se calcula de la manera siguiente:

> l@)b(z)x o
(z)b(x)

G = == -
2,18

k

= 2,899 .

[
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Si suponemos que una poblacién crece exponencialmente, entonces para el tiempo
G obtenemos Ng = Nye"®, es decir, Ng/Ny = €"“. El nimero Ng/N, es aproxi-
madamente la tasa neta de reproduccion Rj.

InRy, In218
Ry=¢¢ = r=~ DGO: ;8’99 — 0,26825.




la poblacién de linces crecerd exponencialmente P(t) = P(0)e%?%25¢ tal y como
puede apreciarse en la Figura 3.22.
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Figura 3.22. Representacién de P(t) = P(0)e26825¢,

A continuacion estudiamos la evolucion de una poblacion dividida en clases
de edades. Conocido el valor de r, como acabamos de ver, podemos predecir el
tamano total de la poblacion usando las ecuaciones del crecimiento exponencial.
Pero también seria interesante conocer como evoluciona el nimero de individuos
que hay en cada una de las clases. Supongamos que

N(t) = (m(t),na(t), - ()T,

donde n;(t) indica el nimero de individuos en la clase i para el tiempo t. A partir
de este momento nos referiremos a la clase de edad a la que pertenece el individuo,
en lugar de referirnos a su edad. Por esta razén, la probabilidad de que un individuo
que se encuentra en la clase ¢ sobreviva y pase a la clase ¢ + 1 vendra dada por

1(4)

-1
Definimos la fertilidad de los individuos que se encuentran en la clase ¢ como

Teniendo en cuenta estos valores, podemos describir la evolucion de la poblacion
divida en 5 clases de edades, de la siguiente manera:

ny (t + 1) = ain (t) —+ agnoy (t) + asnsg (t) + a4n4(t) + a5n5(t)
ng(t + 1) = b17’L1 (t
n3(t+1) = bonao(t
ny(t+1) = bans(

Ny (t + 1) == b4ﬂ4(t

O bien de forma matricial

ni(t+1) a, G as a4 G ny(t)

Mo (t + ].) b1 0 0 0 0 ng(t) . .
mt+ ) =10 6 0 0 of|m@®)| = N1 =LNQ
ns(t+ 1) 0 0 0 by O ns(t)



La matriz L sabemos que es la matriz de Leslie y tiene como primera fila los valores
de la fertilidad y su subdiagonal principal es siempre la probabilidad de superviven-
cia, el resto de los elementos de la matriz son ceros. Puede probarse que para una
poblacién con tasas de nacimientos y muertes constantes, independientemente de
los valores iniciales, cuando ha transcurrido un “ntimero adecuado”de generaciones
el porcentaje de individuos en cada una de las clases permanece constante, aunque
el tamano total de la poblacién crece exponencialmente.

En la Tabla 3.3 se calculan los coeficientes de la matriz de Leslie que representa a
la poblacién de hembras de linces ibéricos de la Sierra de Andujar,

[ (b [ b [ e ]
0 1 0 - -

11 0.5 0 0.5 0

21 0.35 2 0.7 1.4
31025 | 4 0.7142 | 2.8568
411012 4 0.48 1.92

5 0 0 0 0

Tabla 3.3

Nuestro modelo matricial vendra dado por:

ny(t+1) 0 14 285 1,92 0\ /m(t)
no(t+1) 05 0 0 0 0] [ no)
ns(t+1) =10 07 0 0 0] |nst)] .
n(t+1) 0 0 07142 0 0] | ni)
ns(t+1) 0 0 0 048 0/ \ns(t)

ny(1) 0 14 28 1,92 0 130
na(1) 05 0 0 0 0l /56 40
N1 =|ns1)|=]0 07 0 0 oflf10]=]38
ny(1) 0 0 07142 0 0f \20 6
ns(1) 0 0 0 048 0 0
n1(2) 0 14 28 192 0\’ /130 70,17
) na(2) 05 0 0 0 0 40 24,18
N2 =|ns2)|=]0 07 0 0 0 8 | =1 196
ny(t) 0 0 07142 0 0 6 5
ns(t) 0 0 0 048 0 0 2,74

Podemos hacer una proyeccion de la poblacién teniendo en cuenta los valores y vec-
tores propios de la matriz de Leslie. Como no existen dos valores consecutivos de



a;, entonces la matriz L posee un valor propio estrictamente dominante. En efecto,
si utilizamos el programa Mathematica, valor propio estrictamente dominante es
A1 = 1,3174, es decir, a la larga, la poblacién crece a un ritmo aproximado del 32 %.
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Figura 3.23. Valor propio estrictamente dominante.

La estabilidad en los porcentajes en cada una de las clases viene dada por el vector
propio asociado al valor propio Ay,

Vi = (0,57792,0,21933,0,11654 , 0,063187 , 0,023022)

Es decir, a medida que pasa el niimero de generaciones las proporciones en cada una
de las clases se estabilizaran. En concreto, el 58 % de las hembras de lince ibérico
seran jévenes, el 22% se encontrardn en la segunda clase, el 22% a la tercera, el
12% a la cuarta y el 2% serdn hembras adultas.

Para terminar, podemos relacionar la tasa de reproduccion r del modelo exponencial
con el valor propio estrictamente dominante En efecto, sabemos que
T, =Toe™ = Toer(”_l).er =" T,_1.

Por otro lado, se puede probar que T}, ~ A\T},,_1. En consecuencia, ¢” =~ A{, o bien
r~In(A\;) =In(1,3174) = 0,268825.

Figura 3.24. Proporciones por clases.
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