MODELOS MATEMATICOS EN BIOMEDICINA

Evasion Glioma-Inmune !

, En los ultimos anos han sido numerosos los modelos matematicos pro-
puestos para estudiar la evolucién de células cancerosas. Estos modelos han crecido
en diversidad y dificultad dependiendo del tejido donde esté localizado el tumor y
la etapa de crecimiento en que se encuentra. Sin embargo, en una primera fase su
volumen, o el nimero de células cancerosas, puede modelarse haciendo uso de los
modelos mas elementales de crecimiento de poblaciones, como son el modelo logisti-
co o el de Gompertz.

Entendemos como sistema a un conjunto de elementos junto con las leyes que lo
gobiernan. Si el sistema evoluciona con el tiempo, recibe el nombre de sistema
dindmico. Basicamente, un modelo matematico es un conjunto de ecuaciones que
representan e interpretan el comportamiento de un sistema dinamico.

A lo largo del Proyecto de Innovacién Interdisciplinar de Aplicaciones Biomateméti-
cas se han presentado los modelos matematicos basicos aumentando gradualmente
su grado de dificultad, utilizando la Dindmica de Sistemas como herramienta basica
para su analisis.

A principios de los anos setenta el ingeniero y matematico del Instituto Tecnoldgi-
co de Massachusset Jay Forrester propuso una nueva metodologia para analizar
los sistemas dinamicos basada en conceptos mecanicos tales como niveles, flujos y
mecanismos de retroalimentacién. Con ayuda de sus colaboradores disenaron un pro-
grama de ordenador, conocido con el nombre de Stella, que facilita la confeccion y
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analisis de los modelos. Con esta técnica los aspectos puramente mateméaticos pasan
a un segundo plano, y por tanto, la clave estd en detectar las variables que inter-
vienen en el modelo asi como la manera en la que éstas se relacionan. Finalmente,
con todo ello, se elabora un diagrama conocido con el nombre de diagrama causal o
de Forrester. En la actualidad existe la posibilidad de utilizar un programa similar
al Stella de nombre Vensim de distribucién gratuita. 2

En los modelos elementales de crecimiento tumoral sélo se tiene en cuenta la pobla-
cién de células tumorales. Sin embargo, se pueden construir modelos més realistas
introduciendo la respuesta del sistema inmune a las células cancerosas, llevada a
cabo por células asesinas de diversos tipos, como son los linfocitos T citotéxicos y
macréfagos asociados a los tumores. Esta nueva poblacion de células inmunes rea-
lizan un efecto depredador sobre las células tumorales. Son muchos los modelos que
describen la evolucién de estas dos poblaciones, gran parte de ellos basados en el
modelo cléasico presa - depredador o de Lotka - Volterrra.

2. Elaboracion del modelo

Comenzaremos con un modelo elemental para estudiar la evolucion de las dos pobla-
ciones de células, suponiendo, en primer lugar, que el nimero de células inmunes
x(t) es constante e igual a z7. Ademds, en ausencia de células inmunes la poblacién
de células tumorales y(t) se desarrolla segiin el modelo logistico,

v =rue (1-42) .

donde r es la tasa de crecimiento y K la capacidad de carga del sistema. Cuando
entra en juego la poblacion de células inmunes, se produce la depredacion y el ritmo
de crecimiento del tumor y'(¢) disminuye segiin una expresién que en nuestro caso
viene dada por la fraccion,

Broy(t)?
M2+ y(t)?’
siendo el parametro # > 0 una medida de la eficacia de la depredacién, y M > 0 un

“valor de cambio” que nos informa cuando el papel de las células inmunes empieza
a ser relevante. Por ltimo, al término

y(t)°
M2 +y(t)*

se le conoce con el nombre de funcién de depredacién de Holling del tipo 11, y nos
indica con que intensidad las células inmunes eliminaran a las células tumorales.
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Por tanto, nuestro modelo es el problema de valores iniciales,

() =0, z(0) = x9

w0 (122 = oy 2 ) = o
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Para simplificar la construccién del diagrama causal,
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Figura 1. Diagrama causal del modelo Logistico - Holling

es conveniente quitar el paréntesis de la segunda de las ecuaciones. De esta ma-
nera identificamos cada uno de los tres términos de la ecuacién y’(t) con un flujo
de entrada y dos de salida. Al aparecer en todos los términos el nivel: nimero de
células tumorales que corresponde a la funcién y(t), serd necesario introducir en
todos los flujos del modelo el efecto de retroalimentacion.

Se han realizado diferentes simulaciones para estudiar la evolucién de y(t) cuando
t —oo,conr =02,0=20,y0 =y(0) =25, M = 0,5%Superficie del tumor, K =
4 % Superficie del tumor, y hemos centrado nuestro estudio en dos casos, siendo
las ecuaciones que debemos introducir en el Editor de Ecuaciones del programa las
siguientes:

NUMERQO DE CELULAS TUMORALES = INTEG(ENTRADA1 — SALIDA2 — SALIDA3, 25)

POBLACION CELULAS INMUNES = 1

ENTRADA1 = Tasa logistico * NUMERO CELULAS TUMORALES

SALIDA3 = Tasa logistico * NUMERQ DE CELULAS TUMORALES?/Capacidad
carga logistico



SALIDA2 = (Medida de eficacia * POBLACION CELULAS INMUNES x NUMERO
DE CELULAS TUMORALES?)/(Valor de cambio? + NUMERQ CELULAS
TUMORALES?)

Tasa logistico = 0,2

Capacidad carga logistico = 4 x Superficie del tumor

Superficie del tumor = 120

Valor de cambio = 0,5 * Superficie del tumor

Medida de eficacia = 20

En el primero de los casos se ha mantenido fija la superficie del tumor en
50 unidades de area (u.a.) y se ha aumentado progresivamente la poblacién
de células inmunes, siendo xg = 1 (hollingl), xo = 5 (holling2), y xy = 35
(holling3). En la Figura 2 aparecen las curvas solucién y puede verse que,
independientemente del valor inicial y(0), la poblacién de células tumorales

y(t) tiene un punto de equilibrio estable cuyo valor desciende al aumentar la
poblacién zq de células inmunes.

=[] Graph for NUMERO CELULAS TUMORALES olx
Graph for NUMERO CELULAS TUMORALES
23

1279
1258

6.383

0.1784

0 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
Time (Days)
NUMERO CELULAS TUMCRALES : holling] —+—+——+——+——+—

NUMEROQ CELULAS TUMORALES : holling? ——=——=——=—=——=—
NUMEROQ CELULAS TUMORALES : holling3 “——=———%—5——=

Figura 2. Resultados primer caso.

En la segunda parte de la simulacién hemos supuesto que xg = 1 y la super-
ficie del tumor 75 u.a. (holling4), 90 u.a. (holling5) y 120 u.a. (holling6).
Ahora, como era de esperar, la poblaciéon de células tumorales aumenta al
hacerlo la superficie del tumor, tal y como puede apreciarse en la Figura 3.
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Figura 3. Resultados del segundo caso.



3. Generalizacion del modelo.

El modelo que acabamos de estudiar presenta el inconveniente de suponer que el
nimero de células inmunes z(t) es constante. Esta restriccién hace que en realidad
el sistema de ecuaciones diferenciales quede reducido a una sola ecuaciéon. Son muy
variadas las hipétesis que se establecen sobre el ritmo de crecimiento de z(t), que
dan lugar a distintas ecuaciones diferenciales x'(t) = f(xz(t),y(t)) y en consecuencia
a diversos modelos matematicos. Un caso interesante es el propuesto por H. Ortega
en [28], donde aparece la ecuacién diferencial x/(t) = by —box(t) — bsz(t)y(t) , siendo:
b1 la velocidad de creacion, por el sistema inmune, de las células citoliticas, by el
coeficiente de eliminacion de dichas células, y bs el coeficiente de depredacion que
gobierna la accién del tumor sobre las células inmunes.

Si sustituimos la ecuacién diferencial en (1), obtenemos el modelo que describe la
evolucion de las células inmunes y tumorales a lo largo del tiempo,

x'(t) = by — box(t) — bsz(t)y(t) , z(0) = xo
2 ) (2)
v =ruo (1= 42 - sut A w0 =

En la Figura 4 se encuentra el diagrama causal correspondiente al modelo.
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Figura 4. Diagrama causal del modelo Logistico - Holling modificado
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Observemos como ahora las diferencias respecto al (1) son notables, ya que debemos
introducir un nuevo nivel correspondiente a la poblacién de células inmunes z(t).
Ademas, el término b3z (t)y(t) de la primera ecuacién diferencial se identifica con el
flujo salida 5 del diagrama, en el que estan implicados los dos niveles y la variable
coeficiente depredacién. En este caso, las ecuaciones que debemos introducir en
el Editor de Ecuaciones del programa son:

NUMERO DE CELULAS INMUNES = INTEG(ENTRADA4 — SALIDA5S — SALIDAS6,5)

ENTRADA4 = Creacion celulas inmunes

SALIDAS = Coeficiente depredacion * NUMERO DE CELULAS TUMORALES * NUMERO
CELULAS INMUNES

SALIDA6 = Coeficiente destruccion * NUMERO DE CELULAS INMUNES

Coeficiente depredacion = 0,1

Coeficiente destruccion = 0,05

Creacion celulas inmunes =5

Las simulaciones se han realizado con los parametros,
by =5, b,=005, b3=0,1, r=02, [B=20,

y ademas,

Valor de cambio = 0,5 x Superficie del tumor
Capacidad de carga logistico = 4 * Superficie del tumor
Superficie del tumor = 100

Con estos valores, puede comprobarse con un software adecuado como por ejemplo
el programa Mathematica, que el sistema

x'(t) =5 —0,05z(t) — 0,1x(t)y(t), z(0) = xg

0 =o2ue) (1- 2900 ) 200 1 o) =

tiene los puntos de equilibrio,
Py = (0.1290, 386.874), P, = (0.864, 57.323), P3 = (50.057, 0.498), Py = (100, 0),
siendo P, y Pj asintéticamente estables y el resto inestables.

= La primera de las simulaciones esta relacionada con el punto de equilibrio Ps, y
hemos considerado tres valores iniciales distintos. En el primer caso z(0) =5
células inmunes, y(0) = 25 células tumorales (holling3a), para el segundo
x(0) = 25 células inmunes y(0) = 5 células tumorales (holling3b), y para el
ultimo z(0) = y(0) = 5 (holling3c).
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Figura 5 Resultados: Modelo Logistico - Holling modificado

Como se aprecia en la Figura 5, a largo plazo las poblaciones de células se
estabilizan en los valores correspondientes al punto de equilibrio Pj, es decir
x(t) — 50, y(t) — 0,5 cuando t — oo.
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Figura 6. Resultados: Modelo Logistico - Holling modificado

= La Figura 6 corresponde a los resultados obtenidos modificando los valores ini-
ciales de las células inmunes (z(0) = 5, z(0) = 50, z(0) = 150), y tomando un
ntimero inicial elevado de células tumorales (y(0) = 400). El comportamiento
del sistema es diferente al caso anterior ya que evoluciona hacia el primero de
los puntos de equilibrio, z(t) — 0,13, y(t) — 387 cuando t — oc.
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4. Modelo con retardo.

El parametro b3 de la ecuacién (2) se interpreta como la respuesta del sistema
inmunologico ante la aparicion de células tumorales. Sin embargo, estos procesos no
son simultdneos y en consecuencia sera necesario modificar las ecuaciones en (2) con
la introduccién de un tiempo de retardo, adoptando el modelo la forma,

Z'(t) = —byx(t) + bgz:t()t —T)y(t—71), oy z(0) =z 5
ray ) Y _
v =ruto) (1= 52) = e 20 00 =

donde todos los parametros siguen siendo positivos y la constante 7 es el tiempo
de retardo. Ahora, consideraremos los valores iniciales (zg,yo) como funciones no
negativas y continuas definidas en [—7,0].

Al ser las funciones que aparecen a la derecha de las ecuaciones continuas y con
derivas parciales continuas, entonces sea cual sea las funciones iniciales (g, 30), en un
entorno suyo siempre existira una unica solucion. Haciendo uso de una metodologia
simular a la utilizada por M. Galach en [15], se puede probar que las soluciones x(t)
e y(t) existen para cualquier valor de tiempo positivo.
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Figura 8. Diagrama de Forrester correspondiente al modelo con retardo (3).

Para estudiar el comportamiento “a largo plazo”del modelo es necesario analizar el
punto de equilibrio P; = (0,0) donde las dos poblaciones de células desaparecen;
el punto P, = (0, K') donde las células tumorales aumentan hasta su capacidad de
carga y eliminan a las células inmunes; y el tercer punto de equilibrio

o (TOsE —b)(BEMP 4+ 13) by
’ BE byb? by )

donde las dos poblaciones coexisten. El estudio matemético necesario para clasificar
los puntos de equilibrio en modelos con retardo suele ser muy laborioso, por este




motivo hemos utilizado la Dindmica de Sistemas para realizar esta clasificacion y
Vensim como software de simulacién, siendo el diagrama de Forrester el que aparece
en la Figura 8.
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Los parametros que hemos tomado en el modelo (3) son,
bs =05, b, =05 r=01 K =12000, M =1500, (=20,

siendo el valor del retardo 7 = 2. En la Figura 9 se aprecia el resultado de la
simulacién con las funciones iniciales (z9,v0) = (9,5). Como puede comprobarse el
tiempo de retardo no afecta al comportamiento del modelo. Es decir, a largo pla-
zo las poblaciones se estabilizan y coexisten en el punto de equilibrio P3 = (561, 20).
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Figura 10. Plano de fases.

Las ecuaciones para este modelo con retardo son,

X = INTEG(Xinput — XoutputDeath, a)

XoutputDeath = b2 x X

Xinput = b3 * delay x xdelay y

Y = INTEG(Yinput — YoutputDeath — YoutputDepredation,5)

Yinput =r*Y;

YoutputDeat = r * Y % Y/K; YoutputDepredation = Beta* X« Y+ Y/(MxM+ Y xY)
delay x = DELAY FIXED(X, 0,01, 0)

delay y = DELAY FIXED(Y, 0,01, 0)
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