
MODELOS MATEMÁTICOS EN BIOMEDICINA

Ingenieŕıa tisular del cart́ılago

El cart́ılago es un tejido denso y altamente hidratado que se encuentra en
la parte final de los huesos largos. Este tejido se encarga de disminuir la fricción
en la articulación durante el movimiento. Además ayuda a la distribución del peso
entre huesos y soporta algunos de las tensiones asociadas al movimiento de la arti-
culación. El material que pasa a formar parte del cart́ılago emerge desde una matriz
extracelular (ECM) que es rica en agregados de colágeno tipo II y glicosaminogli-
canos (GAG). Comprendiendo la regulación de la deposición y remodelación de la
matriz extracelular en condiciones estacionarias y durante la creación de cart́ılago
podemos desarrollar un modelo, [10], sobre el crecimiento de cart́ılago. En el desarro-
llo de este modelo matemático experimental podemos incluir los siguientes niveles:
variación de glicosaminoglicanos, variación de colágeno o crecimiento del armazón
sobre el que se desarrolla el cart́ılago (scaffold).

Las ecuaciones que definen el modelo es el sistema de ecuaciones diferenciales li-
neales,





dx(t)

dt
= x′(t) = k1gss − k1x(t)

dy(t)

dt
= y′(t) = k2css − k2y(t)

dz(t)

dt
= z′(t) = −k3z(t)

donde

x(t) = cantidad de glicosaminoglicano en el tiempo t
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y(t) = cantidad de colágeno en el tiempo t

z(t) = cantidad de scaffold en el tiempo t

ki , i = 1, 2, 3 son las constantes de śıntesis de glicosaminoglicano, colágeno y
de degradación del scaffold respectivamente. Sus valores son k1 = 0,053 , k2 =
0,529 y k3 = 0,035

gss = constante estable de glicosaminoglicano. Su valor es k1 = 1,098

css = constante estable de colágeno. Su valor es k1 = 1,17

El sistema a estudiar viene dado por,



x′(t) = 0,053 ∗ 1,098− 0,053x(t)
y′(t) = 0,529 ∗ 1,17− 0,529y(t)
z′(t) = −0,035z(t)

(1)

Una vez modelizada la situación, deseamos saber si partimos de una situación inicial
de 18 miligramos de scaffold, ¿qué situación predice el modelo a largo plazo?.

Podemos abordar el problema de una manera directa ya que el sistema es fácilmente
resoluble puesto que cada una de las ecuaciones diferenciales es del tipo de variables
separadas,

x(t) = 1,098(1− e−0,053t) , y(t) = 1,17(1− e−0,529t) , z(t) = 18e−0,035t ,

y a “largo plazo”,

(x(t), y(t), z(t)) −→ (1,098 , 1,17 , 0) cuando t →∞ ,

la cantidad de scaffold desaparece y las cantidades de glicosaminoglicano y colágeno
se estabilizan en 1,098 miligramos y 1,17 miligramos respectivamente, tal y como
puede apreciarse en la Figura 2.25 (izquierda) correspondiente a la simulación del
diagrama causal de la Figura 2.24.

Figura 2.24. Diagrama causal de (1).
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Colageno = INTEG(Entrada colageno− Salida colageno, 0)
Entrada colageno = colageno ss ∗ tasa sintesis colageno

Salida colageno = Colageno ∗ tasa sintesis colageno

tasa sintesis colageno = 0,0529
Scaffold = INTEG(−Salida scaffold, 18)
Salida scaffold = tasa degradacion ∗ Scaffold
GAG = INTEG(Entrada GAG− Salida GAG, 0)
Entrada GAG = GAGss ∗ tasa sintesis GAG

Salida GAG = GAG ∗ tasa sintesis GAG

GAGss = 1,098; colageno ss = 1,17; masa celular = 0,21
tasa degradacion = 0,035
tasa sintesis GAG = 0,0053
masa parcial = Colageno + GAG + masa celular

MASA TOTAL = masa parcial + Scaffold

Si suponemos que la masa parcial es de 0.21 miligramos, en este caso es evidente
que la masa total a “largo plazo”tenderá a 2,478 miligramos (Figura 2.25 derecha).

Figura 2.25. Resultado simulación de (1).
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