MODELOS MATEMATICOS EN BIOLOGIA
EXPERIMENTAL

Modelo neuronal de Fitzhugh-Nagumo!

El cerebro es un sistema complejo. Para entender esta complejidad no es
posible prescindir de los modelos matematicos en el estudio de las unidades fun-
cionales que lo componen. Un buen ejemplo de este tipo de modelos es el estudio de
la sinapsis neuronal a través del modelo de Fitzhugh-Nagumo.

Las células nerviosas o neuronas estan constituidas fundamentalmente de tres partes:
el cuerpo neuronal o soma donde se procesa toda la informacién, una prolongacion
con pocas ramificaciones llamada axon como hilo conductor, y por ultimo unas
zonas muy ramificadas conocidas como dendritas, encargadas de ponerse en con-
tacto con otras células nerviosas.

En un principio las neuronas estan inactivas hasta el momento en el que alcanzan
un nivel critico debido a las entradas a través de las dendritas y en ese momento
reaccionan amplificando este potencial y dirigiéndolo hacia su ultimo terminal.

El modelo de Fitzhugh-Nagumo representa a este proceso en condiciones ideales de
laboratorio y ademés admitiendo que todas las dendritas receptoras almacenan el
mismo potencial. Ademas, supondremos que la neurona se activa sélo debido a que
existe un potencial externo suficientemente elevado, dando lugar a una variacion del
potencial de membrana de las neuronas. Dicha variacién estd determinada por el
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sistema no lineal de ecuaciones diferenciales,

= V) = V(Y V)V~ V)~ W 4 E

(1)
aw
CE = W) =€V - CW)

Donde V es el potencial de membrana; W es la conductancia de iones dependiendo
del voltaje; E es el voltaje externo aplicado; C'y € son constantes. Los parametros V;
y V5 representan la influencia del potencial sobre la tasa de cambio de este potencial,
siendo los valores considerados V; = 0,2y Vo =1,0

Solucién con Mathematicag. El modelo con el que trabajaremos es un caso
particular de (1) y viene dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
no lineales,

{ V/(t)=-V(V=02)(V—1)— W +0,23 @
W'(t) = 0,02(V — 0,5W)

Para analizar su comportamiento para valores de t “suficientemente grandes”, y
puesto que no podemos encontrar la solucion exacta, debemos localizar sus puntos
de equilibrio y posteriormente clasificarlos.

Si utilizamos Mathematicag y resolvemos de forma aproximada el sistema,

—V(V=02)(V—-1)—W+0,23=0
0,02(V — 0,5W) =0

obtenemos un unico punto de equilibrio con valores no complejos,
P =(0,110603 , 0,221206)

El primer paso para estudiar la estabilidad del punto P, es encontrar la matriz
jacobina,
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siendo
fIViW]=-V(V-02)(V—-1)—W+0,23, , ¢[V,W]=0,02(V —0,5W).
En nuestro caso,
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que particularizada en el punto P = (0,110603 , 0,221206) la matriz jacobiana vale,

0,0287481 -1
J pu—

1
& —0,01

Si encontramos su autovalores,
|J—=A[|=0 = \; =0,00937406 — 0,140088:, Ay = 0,00937406 + 0,140088:

observamos que son dos nimeros complejos conjugados con parte real positiva, y en
consecuencia el punto de equilibrio sera inestable.

Ahora bien, si nos fijamos atentamente en la parte real 0,00937406 notamos que es
un valor muy proximo a cero, siendo la posible causa de la discrepancia las sucesivas
aproximaciones realizadas. En este caso, debemos confirmar el resultado utilizando,
por ejemplo, el método de Runge-Kutta para resolver numéricamente el sistema de
ecuaciones diferenciales (2).
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Figura 2.17 Izquierda: rojo V (t), azul W (t). Derecha Plano fase y érbita.

Como podemos ver en la Figura 2.17 (derecha) la érbita es una curva cerrada que
gira en torno al punto de equilibrio P. De esta manera, el resultado no confirma
nuestra hipdtesis y finalmente podemos concluir que ambas soluciones V' (t) y W ()
son periodicas.

Solucion con Vens img. La Figura 2.18 muestra el diagrama causal elaborado
con el programa Vensimg del problema de valores iniciales (2), con V(0) = 0y
W (0) = 0, siendo las ecuaciones que definen al modelo las siguientes:

V = INTEG(Potencial aplicado — Cantidad de voltios transmitidos — W,0)
W = INTEG(entrada — salida,0)

Potencial aplicado = 0,23 ValorEpsilon = 0,02;

Cantidad de voltios transmitidos =V (V— V1) % (V—V2)

Vi=02; V2 =1; C=0,5

entrada = Valor Epsilon * V; salida = Valor Epsilon* C* W




Si tomamos como valores iniciales V' (0) = 0, W(0) = 0, y como valor de E = 0,
entonces al simular el modelo utilizando el método de Euler con un paso h = 0,1 no
obtenemos respuesta de la célula, ya que el potencial es nulo.
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Figura 2.18 Diagrama causal del modelo (2).

Para valores de corriente eléctrica E = 0,23, se producen ciclos (que ya observamos
en la Figura 2.17) que estén representados en la Figura 2.19. La Figura 2.20 corres-
ponde al caso en el que todos los valores se mantienen iguales excepto £ = 0 y el
valor inicial del potencial = 0.4.

Ahora, la célula responde cuando el potencial inicial de la membrana es positivo. El
potencial de la membrana tiende asintéticamente hacia cero desde el valor inicial,
después de subir y atravesar el valor nulo.
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Figura 2.19. Izquierda: E = 0,3 y V(0) = 0. Derecha: E =0y V(0) = 0,4.
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