MODELOS MATEMATICOS EN BIOLOGIA
EXPERIMENTAL

Herencia autosomica

e

m Aplicaremos las potencias de una matriz para estudiar la propagaciéon de
un rasgo hereditario en generaciones sucesivas, de animales y plantas. Supongamos
que el rasgo que se va a heredar, esta regido por dos genes, cada uno de los cuales lo
identificaremos con las letras A y a. Si el tipo de herencia es autosémico, los indivi-
duos de la poblacion, independientemente del sexo poseen los dos genes. Los posibles
pares se designan por AA, Aa y aa. A estos conjuntos de dos genes se les conoce
como genotipo del individuo y determina la forma en que el rasgo controlado por
los genes se manifiesta en el individuo. Por ejemplo, en algunas plantas determinan
el color de la flor. El genotipo AA produce flores rojas, el Aa color de rosa y el aa
blancas. Los genotipos AA y Aa tienen los ojos color café y el genotipo aa de color
azul. En este caso se dice que el gen A domina al a, o que a es recesivo con respecto
al A.

’ H AAxaa ‘ AAxAa ‘ AAxaa ‘ AaxAa ‘ Aaxaa ‘ aaxaa ‘

AA 1 0.5 0 0.25 0 0

Aa 0 0.5 1 0.5 0.5 1

aa 0 0 0 0.25 0.5 1
Tabla 3.1



Si la herencia es autosémica, un individuo hereda un gen de cada uno de los pares
de genes de sus padres, formando asi su propio par. Es el azar el que determina cuél
de los dos genes de un progenitor pasa a su descendiente. Si uno de los padres es del
genotipo Aa, es igualmente probable que el descendiente herede, de ese progenitor
el gen A o el gen a. Si uno de los dos padres es del genotipo aa y el otro del Aa, el
descendiente recibird siempre un gen a del aa y un gen A o a, con igual probabilidad,
del progenitor del genotipo aa. Asi, el descendiente tiene la misma probabilidad del
ser del genotipo AA o del Aa. En la Tabla 3.1, se encuentra una lista completa de las
probabilidades de los posibles genotipos de los descendientes para todas las combi-
naciones posibles de los genotipos de los padres.

Supongamos que un agricultor tiene una gran poblacién de plantas con una cierta
distribucion de tres tipos de genotipos, AA, Aa, y aa. Desea iniciar un programa de
cultivos en el que todas las plantas de la poblacion sean fecundadas por una planta
del genotipo AA.

En primer lugar buscaremos la férmula de la distribucion de los tres posibles genoti-
pos de la poblacion, después de un cierto ntimero de generaciones. Para ello, y con
n=20,1,2,--- escribiremos

= q, = la fraccién de las plantas del genotipo AA que hay en la generacion de
orden n

= b, = la fraccion de las plantas del genotipo Aa que hay en la generacién de
orden n

= ¢, = la fraccion de las plantas del genotipo aa que hay en la generacién de
orden n

En consecuencia, ag, by y ¢o especifican la distribucion inicial de los genotipos.
también se tiene que:

an+b,+c,=1;n=0,1,2,---

Por medio de la tabla anterior se determina la distribucién de los genotipos en cada
generacion, a partir de la distribucion en la generacién anterior si se aplican las
siguientes ecuaciones paran =1,2,---:

Ap = Qp—1 + %bnfl
bn =Cp1+ %bn—l (1)
c, =0

Por ejemplo, la primera de las ecuaciones establece que todos los descendientes de
una planta del genotipo AA serdn también AA, si se sigue este programa de cultivo y
que la mitad de las descendientes de una planta del genotipo Aa seran del genotipo
AA. Estas ecuaciones podemos escribirlas de manera matricial:

f(n):Mf(n—l), n=12---



donde:

an a/n—l ]. % O
Zn)=1| b, |; Zn-1)=/[ b,oy |; M=|[0 1 1
Por la ecuacién #(n) = Mz (n — 1), se deduce:
F(n) = M#(n —1) = M?F(n —2) = --- = M"%(0).

Entonces, si se puede encontrar una expresion explicita para M", se puede aplicar
la ecuacién anterior y obtener una expresiéon explicita para #(n). Para encontrar
la expresion de M™, procederemos diagonalizando la matriz M, es decir, hay que
encontrar una matriz invertible C' y una matriz diagonal D tales que:

M =CDC™.
Multiplicando n veces:
M"=CD"C™.
En nuestro caso:
M — M| =0= X\ =1; )\2:%; A3 =0,

y los valores propios asociados son:

h=(1,00", =00, -1,0", #H=01,-21".

Sustituyendo:
1 1 1 1 0 0 1 1 1 agp
Fn)y=[0 -1 — 0 (3)" 0 -1 =2 bo
0o 0 1 0 0 0 0o 0 1 Co
Es decir:
an, 1L 1—(3)" 1— ()" agp
im={ b =0 & D) w
Cn 0 0 0 Co
Operando:
ag + bo “+ Cco — (%)nbo — (%)R_ICO
Z(n) = (3)"bo + (5)" "o
0

Y como ag + by + cg = 1, se tiene, paran =1,2,--- :
Ay = 1-— (%)nbo — (%)nilco
b = ()"bo + (5)" "o
c, =10



Estas son las féormulas explicitas que proporcionan las fracciones de los genotipos de
la generacion de plantas de orden n, expresadas en funcion de las fracciones de los
genotipos iniciales.

Figura 3.15. Evolucién de cada uno de los colores.

Como (%)” tiende a cero cuando n, tiende a infinito, de estas ecuaciones se desprende
que:

an_>17 bn_>0, C’Il:O

Cuando n tiende a infinito, es decir, en el limite, todas las plantas de la poblacion
seran del tipo AA.

Solucion con Vens img Para poder construir el diagrama causal del modelo,
necesitamos reescribir el sistema (1) como,

Qp — Ap—-1 = 075bn—1
bn - bnfl = _075bn71 + Cn1
Cn —Cp—1 = —Cn—1

p33

Figura 3.16. Diagrama causal del modelo matricial.



Las ecuaciones que debemos introducir son,

E1 = INTEG(EntradaE1,0) E2 = INTEG(EntradaE2, 0,25)
E3 = INTEG(EntradaE3, 0,75)

EntradaEl = pl12 x E2

EntradaE2 = (p22 x E2 + p23 x E3)

EntradaE3 = p33 * E3

pl2 =05 p22=-05 p23=1 p33=—1

Una vez realizada la simulacién del modelo, volvemos a obtener el mismo resultado,
a largo plazo todas las flores seran de color rojas.
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Figura 3.17. Resultados de la simulacién.
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