
MODELOS MATEMÁTICOS BASADOS EN SISTEMAS

DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Oscilaciones de calcio citosólico 1

Muchas células utilizan el ión calcio Ca2+ como señal intracelular
activadora, por lo que poseen mecanismos que regulan de forma precisa la concen-
tración de este ión en el citosol. Algunas actividades fundamentales, como la con-
tracción muscular, la secreción de neurotransmisores, hormonas o enzimas digestivas
y la apertura y el cierre de los canales iónicos, se regulan por cambios transitorios
del calcio intracelular. El calcio iónico del citosol se regula, entre otras causas, por la
expulsión al medio externo a través del intercambiador Na+/Ca2+ de la membrana
celular (http : //www.ugr.es/ jhuertas/FH − FE/fh homeostasis.html).

Las oscilaciones en la concentración de calcio intracelular pueden ser caracterizadas
tanto por su frecuencia como por su amplitud. Para estudiar estas oscilaciones pode-
mos servirnos de la Dinámica de Sistemas. En concreto, en esta sección y para la
construcción del modelo matemático utilizaremos las siguientes variables:

Z(t) representará la concentración de Ca2+ citosólico en el tiempo t

Y (t) será la concentración de Ca2+ que se encuentra en el interior de los dife-
rentes órganos celulares en el tiempo t

1Basado en [9]
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A(t) representará la concentración de inositol trifosfato (IP3), que es también
un importante mensajero intracelular. Dentro del modelo su papel es el de
automodulación de las oscilaciones de Ca2+ que puede sufrir el sistema.

Las siguientes ecuaciones diferenciales, propuestas en [9], representa la evolución en
el tiempo de las variables definidas anteriormente,





dZ

dt
= V0 + β V1 − V2 + V3 + kf Y − kZ

dY

dt
= V2 − V3 − kf Y

dA

dt
= βV4 − V5 − εA ,

(1)

siendo:

V0 la constante de entrada de Ca2+ procedente del medio extracelular

0 < β < 1 el parámetro de estimulación externo

V1 la tasa máxima de est́ımulo inducido por el medio extracelular

V2 el flujo de Ca2+ citosólico del interior con valor máximo VM2, y definido
como:

V2 = VM2
Z2

k2
2 + Z2

V3 la liberación del Ca2+ desde el interior con valor máximo VM3, y definida
como:

V3 = VM3
Zm

km
Z + Zm

Y 2

k2
Y + Y 2

A4

k4
A + A4

V4 la tasa máxima de est́ımulo inducido por la śıntesis de IP3

V5 la tasa de fosforilación de IP3 con un valor máximo VM5 y una constante
de saturación media K5, definida como:

V5 = VM5
Ap

Kp
5 + Ap

Zn

kn
d + Zn

k2 el umbral de bombeo de Ca2+

kY el umbral para la liberación de Ca2+

kZ el umbral para la activación por Ca2+

kA el umbral para la activación por IP3
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kf tasa constante de trasvase de Ca2+ desde el interior de los orgánulos celu-
lares hasta el citosol

k la constante que representa el transporte lineal de calcio citosólico al medio
extracelular

kd umbral de quinasa estimulada por Ca2+

El Diagrama de Forrester de la Figura 1 es la interpretación mediante Dinámica de
Sistemas del modelo (1)

Figura 1.- Diagrama de Forrester del modelo

Las ecuaciones más significativas introducidas en el programa Vensimr para realizar
la simulación (en el primer caso que estudiaremos) son,

Z = INTEG(inputZ− outputZ, 0.1)
inputZ = V0 + beta ∗ V1 + V3 + kf ∗ Y ; outputZ = V2 + k ∗ Z
Y = INTEG(inputY− outputY, 0.2)
inputY = V2 ; outputY = V3 + kf ∗ Y
A = INTEG(inputA− outputA, 0.2)
inputA = beta ∗ V4 ; outputA = V5 + A ∗ epsilon
V2 = (Vm2 ∗ Z ∗ Z)/((K2 ∗ K2) + (Z ∗ Z))
V3 = Vm3 ∗ ((Z ∗ Z)/((Kz ∗ Kz) + (Z ∗ Z))) ∗ (Y ∗ Y/((Ky ∗ Ky)

+(Y ∗ Y))) ∗ (A ∗ A ∗ A ∗ A/((Ka ∗ Ka ∗ Ka ∗ Ka) + (A ∗ A ∗ A ∗ A)))
V5 = Vm5 ∗ ((A ∗ A)/(K5 ∗ K5) + (A ∗ A)) ∗ ((Z ∗ Z ∗ Z ∗ Z)/((Kd ∗ Kd ∗ Kd ∗ Kd)

+(Z ∗ Z ∗ Z ∗ Z)))
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Las simulaciones del modelo para diferentes valores de los parámetros muestran
que el comportamiento del calcio sitosólico puede presentar oscilaciones periódicas
simples, explosiones, oscilaciones casi-periódicas, y además puede tener un compor-
tamiento caótico. Analizaremos cada una de estas situaciones de una manera más
detallada.

Primer caso: oscilaciones simples

Con los valores de los parámetros introducidos en el modelo que aparecen en la tabla
siguiente,

n m p β k2 k5 kA kd kY kZ

4 2 2 0.5 0.1 1 0.2 0.4 0.2 0.5

k kf ε V0 V1 VM2 VM3 V4 VM5

10 1 0.1 2 2 6 20 2 5

se observa que las tres variables oscilan con amplitud y frecuencia fijas (Figura 2
izquierda)

Figura 2.- Resultados simulación del primer caso con β = 0.5

Al realizar el análisis de sensibilidad del modelo haciendo que el parámetro β vaŕıe
desde 0.1 hasta 0.8 podemos ver (Figura 2 derecha) que el rango de comportamiento,
de la variable Z, es muy diverso perd́ıendose incluso la periodicidad. En la Figura
3 puede comprobarse la estabilidad del sistema cuando β = 0.85 y el resto de los
parámetros siguen siendo los mismos.

Figura 3.- Resultados simulación del primer caso con β = 0.85
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Segundo caso: explosión

En este apartado introduciremos los siguientes valores para los parámetros,

n m p β k2 k5 kA kd kY kZ

2 4 1 0.46 0.1 1 0.1 0.6 0.2 0.3

k kf ε V0 V1 VM2 VM3 V4 VM5

10 1 1 2 2 6 20 2.5 30

Los resultados de la simulación (Figura 4) ponen de manifiesto un comportamiento
periódico para cada unas de las variables de estados, con la particularidad de un
valor “explosivo”(un pico) para un valor interior al peŕıodo de oscilación.

Figura 4.- Resultados simulación del segundo caso

Tercer caso: Casi-periódica

Para mostrar un nuevo comportamiento del modelo que estamos analizando uti-
lizaremos los siguientes valores para los parámetros,

n m p β k2 k5 kA kd kY kZ

4 2 2 0.51 0.1 0.3 0.2 0.5 0.2 0.5

k kf ε V0 V1 VM2 VM3 V4 VM5

10 1 0.1 2 2 6 20 5 30

Figura 5.- Resultados simulación del tercer caso
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En la Figura 5 se comprueba como la evoluación en el tiempo de cada una de las
variables es casi-periódica, hecho que puede apreciarse con más detalles cuando nos
centramos en la variable Z (Figura 5 derecha).

Cuarto caso: Caos

Como hab́ıamos comentado anteriormente, el modelo es caótico para los valores de
los coeficientes

n m p β k2 k5 kA kd kY kZ

4 2 1 0.65 0.1 0.3194 0.1 1 0.3 0.6

k kf ε V0 V1 VM2 VM3 V4 VM5

10 1 13 2 2 6 30 3 50

El comportamiento “irregular”de las variables de estado que aparece en la Figura 6
se remarca mucho más al aumentar Ω el número total de moléculas de calcio citosóli-
co Ca2+, calcio intravesicular y IP3 intracelular (véase Fig. 7, página 207 de [9])

Figura 6.- Resultados simulación del cuarto caso

Por último, queremos poner de manifiesto que para este tipo de modelos la elección
de un tipo u otro de método numérico para la resolución del sistema de ecuaciones
diferenciales es importante ya que los resultados se alteran cuando cambiamos el
método de resolución (Figura 7)

Figura 7.- Rojo: Euler. Azul: Runge-Kutta 4
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A Course in Mathematical Biology. Quantitative Modeling with Mathematical
and Computational Methods. SIAM (Mathematical Modeling and Computattion)
(2006).

[37] WARTON D.A.; GRAHAM W. An approach to the teaching of host-parasite
population modelling. International Journal for Parasitology vol. 19; 451-45,
(1989).

[38] WERNER P.A.; CASWELL H. Population growth rates and age vs. stage
distribution models for teasel (Dipsacus sylvestris) Huds. Ecology 58: 1103-1111,
(1977).

[39] YEARGERS E.K.; SHONKWILER R.W.; HEROLD J.V. An Introduc-
tion to the Mathematics of Biology: with Computer Algebra models, Birkhäuser,
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