
AJUSTE DE DATOS Y MODELOS

Ajuste de curvas y modelos biológicos

Una de las fases más importante en el proceso de modelización mate-
mática es la de verificar si los resultados obtenidos al realizar la simulación del
modelo se ajusta “lo mejor posible” a los datos experimentales. Naturalmente es
muy importante definir con precisión este concepto de “buena aproximación” y si
los errores cometidos al hacer la diferencia entre los valores aportados por el modelo
y los datos reales están dentro de cierto rango de tolerancia. Tengamos en cuenta que
al construir un modelo se ha realizado una gran simplificación de la realidad lo cual
puede originar un modelo matemático cuya simulación se encuentre muy alejada de
los datos obtenidos en el laboratorio.

Ajuste de curvas a una colección de datos

Supongamos que los datos obtenidos en el laboratorio relacionados con cierto cultivo
de bacteria son los que aparecen en la Tabla 1.

Tiempo t 0 5 10 15 20 25 30

Datos d(t) 20 51 84 - 98 99 99

Tabla 1

Como podemos apreciar, los datos se han obtenido de 5 en 5 horas pero con la
salvedad de que desconocemos el valor correspondiente a las 15 horas. El problema
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matemático de encontrar un valor aproximado del número de bacterias en ese mo-
mento se conoce con el nombre de interpolación. Por otro lado, si lo que deseamos
es conocer el número de bacterias en el minuto 35 el problema recibe el nombre de
extrapolación.

Para ajustar los datos a una curva lo primero que tenemos que hacer es represen-
tarlos.

Figura 1.- Representación de la Tabla 1

En la gráfica se pueden apreciar dos etapas bien diferenciadas. Durante las primeras
15 horas la población de bacterias está creciendo muy rápidamente (exponencial-
mente) y después el crecimiento es muy lento, de tal manera que la población se
estabiliza en torno a las 100 bacterias. Como sabemos, estamos en presencia del
modelo loǵıstico,

y(t) =
k

1 + Ae−Bt
,

con una capacidad de carga k = 100.

Figura 2
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Para encontrar los valores de los parámetros A y B utilizamos el hecho de que
y(0) = 20 y que y(20) = 98. Es inmediato comprobar que para estos valores,

y1(t) =
100

1 + 4 e−0.263906t
,

y la población a las 15 horas será apróximadamente de y(15) = 93 bacterias. Por
supuesto, también se pueden elegir otros valores, como por ejemplo y(0) = 20 y
y(10) = 84, en cuyo caso,

y2(t) =
100

1 + 4 e−0.277259t
.

En la Figura 2 puede apreciarse el ajuste realizado, en color azul para el primer
conjunto de valores y1(t) y en verde en el segundo caso. La pregunta que surge de
forma natural es ¿cúal de estos ajustes es el mejor? Naturalmente la Figura 2 es
de gran ayuda, pero lo interesante seŕıa encontrar un parámetro que nos permita
responder a la pregunta de una manera más objetiva. Para ello calculamos los erro-
res e(t) = d(t) − y(t). Como tenemos que trabajar con cantidades positivas, para
que no se anulen mutuamente, tomamos valores absolutos y sumamos las cantidades
(desviación total), o bien elevamos al cuadrado y sumamos (suma de los cuadrados
del error).

Tiempo t 0 5 10 20 25 30

Datos d(t) 20 51 84 98 99 99

y1(t) 20 48.33 77.78 98 99.46 99.85
y2(t) 20 50 80 98.46 99.61 99.90

e1(t) = d(t)− y1(t) 0 2.67 6.22 0 -0.46 -0.85
e2(t) = d(t)− y2(t) 0 1 4 -0.46 -0.61 -0.90

Tabla 1

La desviación total para el primer ajuste es de 10.2 y para el segundo 6.27. La suma
de los cuadrados del error en el primer caso es 46.75 y 18.3937 en el segundo. En
ambos casos el segundo de los ajustes es el más adecuado. Por último, tenemos que
poner de manifiesto que no siempre ocurre aśı. Dependiendo del criterio utilizado
un ajuste puede ser mejor que el otro ya que una desviación total menor no implica
que la suma de los cuadrados de los errores sea más pequeña, y rećıprocamente.

Ajuste por mı́nimos cuadrados

Suele ser bastante frecuente que en una primera etapa del crecimiento una población
crezca según el modelo exponencial,

y(t) = Aer t , A, r ∈ IR+ . (1)

donde y(t) es el número de individuos de la población en el tiempo t.
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Si en (1) tomamos logaritmos neperianos,

ln(y(t)) = ln(A) + r t , A, r ∈ IR+ , (2)

donde esta expresión, como puede apreciarse, es del tipo lineal, y por lo tanto,
podemos realizar un ajuste lineal de los datos: ln(y(t)) utilizando el método de los
mı́nimos cuadrados.

En la tabla siguiente aparecen los datos de la población de Estados Unidos
para cada década en el peŕıodo 1800-1900:

AÑO t y(t) (en millones) ln(y(t)

1800 0 5.3 1.666771
1810 1 7.2 1.97408
1820 2 9.6 2.26176
1830 3 12.9 2.55723
1840 4 17.1 2.83908
1850 5 23.2 3.14415
1860 6 31.4 3.44681
1870 7 38.6 3.65325
1880 8 50.2 3.91602
1890 9 62.9 4.14155
1900 10 76.2 4.33336

Podemos utilizar Mathematicar para la representación gráfica de estos datos.

A=ListPlot[{{0,5.3},{1,7.2},{2,9.6},{3,12.9},{4,17.1}, {5,23.2},{6,31.4},
{7,38.6},{8,50.2},{9,62.9},{10,76.2}}]
B=ListPlot[{{0,Log[5.3]},{1,Log[7.2]},{2,Log[9.6]},{3,Log[12.9]},
{4,Log[17.1]}, {5,Log[23.2]}, {6,Log[31.4]},{7,Log[38.6]}, {8,Log[50.2]},
{9,Log[62.9]},{10,Log[76.2]}}, PlotStyle → RGBColor[0,0,1]]

Representación gráfica (t, y(t)) Representación gráfica (t, ln(y(t)))

Empezaremos encontrando la recta y = at+b de ajuste de mı́nimos cuadrados
para estos datos. Como es conocido, debemos buscar los parámetros a y b tales
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que hagan mı́nimo la expresión,

Φ(a, b) =
i=10∑
i=0

(ln(y(ti))− ati − b)2 ,

lo que obliga a resolver el sistema




∂Φ

∂ a
= 0 −→ −2

i=10∑
i=0

(ln(y(ti))− ati − b) ti = 0

∂Φ

∂ b
= 0 −→ −2

i=10∑
i=0

(ln(y(ti))− ati − b) = 0 .

Ahora bien, en lugar de resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incógni-
tas anterior, es preferible hacer uso de algunos de los múltiples programas
diseñados para tal fin, por ejemplo Mathematicar.

Fit[{{0,Log[5.3]},{1,Log[7.2]},{2,Log[9.6]},{3,Log[12.9]},
{4,Log[17.1]}, {5,Log[23.2]},{6,Log[31.4]},
{7,Log[38.6]},{8,Log[50.2]},{9,Log[62.9]}, {10,Log[76.2]}},
{1,t},t]
La respuesta que obtenemos es:

1.73224 + 0.270552t

Ahora representamos la recta anterior

ajuste=Plot[1.73224+0.270552t,{t,0,10}]
y finalmente superponemos los datos reales (ln(y(t)) y la recta obtenida en el
ajuste.

Figura 3.- Datos y recta de ajuste.
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Para terminar encontramos los parámetros A y r de (1),

ln(y(t)) = ln(A) + r t = 1.73224 + 0.270552 t ,

o bien,
A = e1.73224 ≈ 5.65 , r ≈ 0.27 ,

es decir
y(t) = Aert = 5.65e0.27 t .

Figura 4.- Datos y(t) y función 5.65 e0.27 t.

De esta manera, podemos tener una estimación de la población para el año
1910,

y(11) = 5.65 e0.27∗11 = 110.13 millones .

Un segundo método consiste en hacer uso de los datos

y(0) = 5.3 , y(5) = 23.3 ,

a fin de determinar los parámetros A y r del modelo (1). De esta manera

y(0) = 5.3 −→ 5.3 = Ae0 −→ A = 5.3 ,

además

y(5) = 23.2 −→ 23.2 = 5.3 e5 r −→ r =
1

5
ln

(
23.2

5.3

)
≈ 0.295289 .

En consecuencia,
y(t) = 5.3 e0.295 t .
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Figura 5.- Puntos = y(t); Rojo = 5.65 e0.27 t; Verde =5.3 e0.295 t

Ejercicio propuesto 1. En la tabla siguiente se encuentran los datos de población
para Estados Unidos de 1910 a 1980. Realizar un análisis similar al ejemplo anterior
para estimar la población en el año 1990.

AÑO y(t) (en millones)

1910 92.2
1920 106.0
1930 123.2
1940 132.2
1950 151.3
1960 179.3
1970 203.3
1980 226.5

Ejercicio propuesto 2. Recientemente hay un gran debate sobre la importancia
de preservar parte del terreno para mantener la biodiversidad. Muchos de los argu-
mentos utilizados están basados en estudios realizados en islas del Caribe. En este
ejercicio se utilizará la ley potencial, en la cual se supone que el número de animales
N en el área A de la isla viene dado por

N = kAa , k , a ∈ IR+ . (3)
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Supongamos los siguientes datos:

Área =A (Km2) Número = N

Redunda 1 3
Montserrat 33 10
Jamaica 4.41 38
Cuba 46.74 97

Hacer uso de la metodoloǵıa utilizada en el Ejemplo 1.1 para completar la tabla:

Área =A (Km2) Número = N

Saba 5
Puerto Rico 40
Santa Cruz 80
Española 88
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[33] ORTEGA H. Un modelo loǵıstico para el crecimiento tumoral en presencia de
células asesinas. Revista Mexicana de Ingenieŕıa Biomédica, volumen XX, n0 3,
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